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Riassonto  delle  lezioni  date  alla  Scuola  di  Pomi  e Strade  su  l’ap- 
plicazione della  Meccanica  allo  stabilimento  delle  costruzioni  e delle 
macchine , di  Navier.  Parte  I*.  Versione  italiana  con  molte  note  ed 
aggiunte  e con  un’  appendice  su  lo  stabilimento  de'  ponti  sospesi , 
di  C.  d’ Andrea.  Prezzo D.  2,  40 

L’Algebra  , che  forma  tl  secondo  volume  della  presente  opera  , è 
sotto  i torchi. 
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Eccellenza  , 


L’ iNciriLiMENTo  delle  nazioni  serbando  un  esatta 
proporzione  con  lo  stato  delle  scienze  e delle  arti,  la 
storia  incaricata  di  rintracciare  fra  tanti  svariati 
aosfeninienti  che  si  succedono  il  principio  invisibile 
che  li  lega  , non  che  le  cagioni  de  cambiamenti  nella 
condizione  sociale  de’ popoli,  consagra  una  pagina 
di  riconoscenza  a que'  principi  0 ministri  che  coi 
loro  favore  verso  le  scienze  e le  arti  hanno  accelerato 
lo  sviluppo  deg^i  elementi  dell’  umana  civiltà. 

Quali  e quanti  elogi  non  si  debbono  a V.  E.  che 
fra  le  gravi  moUiplici  cure  dello  Stato  tien  sempre 
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rivolto  il  pensiero  a quest’  altissimo  e nobilissimo 
abbietto  ! È certamente  all’  interesse  che  le  scienze  le 
inspirano  debbo  il  vantarlo  di  poter  dare  alla  luce 
le  mie  opere  sotto  gli  auspici  dell’  E.  V.  E se  una 
speranza  mi  sorge,  che  questo  mio  lavoro,  in  grazia 
del  venerato  nome  cui , è intitolato  , possa  ottenere 
quella  benevola  indulgenza  che  con  la  conscienza 
della  mia  mediocrità  non  oserei  richiedere,  la  desta 
il  desiderio  di  contribuire  all’  accrescimento  di  quella 
gloria  , di  cui  V.  E. , per  gl’  incessanti  sforzi  diretti 
a far  procedile  le  scienze , ogni  ^orno  fa  novello 
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e considerevole  acquisto.  Ciò  varrebbe  a sdebitarmi 
in  parte  de*  tanti  obblighi  che  all’ E.  V.  mi  stringono; 
mentre  inalterabile  rimarrà  il  sentimento  di  latitudine 
e di  profondo  rispetto  col  quale  mi  dico 


Di  V.  E. 


Umilisaimo  ed  OMequionsairao  Servitore 

CABLO  O’AUDBBA. 
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^^tnuTO  trattalo  elementare  di  Aritmeliea , i|uantnnqne  aerilto  per 
servir  d'  introdnrione  allo  studio  più  generale  delle  quantità , con- 
tiene tutte  le  particolarità  che  alla  speditezza  del  calcolo  pratico 
possono  abbisognare.  Non  ▼'  ha  classe  di  persone  che  neir  eserci- 
zio delle  ordinarie  bisogne  non  sia  obbligato  a ricorrere  al  calcolo 
numerico  ; nè  v’  ha  lisultamento  di  analisi  matematica  che  per  po- 
ter esser  applicalo  non  si  debba  in  numeri  esprimere  e convertire. 
Per  la  qual  cosa  una  scienza  di  un  uso  così  universale  conviene 
che  in  tal  modo  trattata  sia , che , mentre  le  fondamenta  prepara 
per  sostenere  il  vasto  edihzio  delle  matematiche  discipline  , ^ello 
sviluppo  contenga  che  renda  facile  1’  applicatone  de'  principi!  ge- 
nerali agli  svariati  casi  che  i numeri , relativamente  alia  diversa 
forma  che  possono  rivestire , danno  luogo  a dover  trattare. 

A conseguir  questo  duplice  oggetto  , era  d’  uopo  non  solo  di 
non  trasandar  alcun  principio  , come  che  difficile  paresse  , che  al 
rigor  delle  dimostrazioni  fosse  necessario,  ma  ancora  di  presentare 
il  medesimo  calcolo  sotto  diversi  aspetti  a fin  di  mostrare  l’iden- 
tità de’  risttltamcnti  , e richiamare  le  operazioni  sotto  un  punto  di 
vista  generale.  Scoperto  allora  il  legame  che  riunisce  le  diverse 
specie  di  numeri , e distinto  il  principio  generale , da  cui  ciascuna 
operazione  dipende  , dalle  regole  relative  al  modo  di  rappresentare. 
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■ numeri , ciascuno  sarà  nel  caso  d’ introdursi  in  un  calcolo  |>er  la 
via  più  breve  e più  spianata , e di  verificarne  T esattezza  variando 
il  sistema  delle  operazioni  parziali  di  cui  si  compone. 

Ma  il  saper  calcolare  a nulla  varrebbe  di  certo , se  non  m sa- 
pesse , da  quale  delle  quattro  operazioni  la  soluaone  di  una  qui- 
stione  dipende. 

Dcir  addizione  c della  sottrazione  basta  aver  ben  intesa  la  de- 
finizione per  conoscere  in  quali  casi  faccia  mestieri  avervi  ricorso. 

La  inolliidicazione  e la  divisione  si  riportano  a quistioni  alcun 
poi'o  più  dilficili.  Ma  T idea  di  pro[)orziouc  die  racchiudono  fa 
prendere  a queste  due  operazioni  un  senso  più  esteso  di  quello  che 
avrebbero  , se  come  casi  particolari  dell’  addizione  o della  sottra- 
zione si  considerassero  ( (pacche  la  moltiplicazione  non  porta  più 
r idea  di  ripetere  nè  la  divisione  quella  di  dividere  ) , imprime  ad 
esse  un  carattere  che  fa  con  facilità  distinguere  i diversi  casi  nei 
(|uali  fa  d’ uopo  servirsene  , c rende  luminose  le  regole  assegnate 
intorno  alla  natura  del  prodotto  o del  quoziente.  Le  varie  conside- 
razioni su  i numeri  messi  in  relazione  e tra  loro  e con  l’ unità 
formano  insensìbilmente  T idea  del  rapporto  , mentre  la  moltiplica- 
zione e la  divisione  preparano  gli  eleiiicnti  per  l’ idea  della  pro- 
jMirzionc.  La  teorica  de’  rapporti  c della  proiiorzione  non  serve  dun- 
que che  a dare  a delle  idee  che  già  si  posseg(pmo  un  aspetto  diverso 
e una  ma(p>;iore  estensione  , c a metter  nello  stato  di  sviluppare 
agoolmente  in  una  quistione  le  relazioni  che  uniscono  le  quantità 
date  a quelle  che  si  cercano. 

Senza  estendermi  a parlar  partitamente  delle  materie  di  cui  ho 
trattato  , dirò  poche  parole  di  alcune  cose  , di  cui  , per  essermi 
allontanato  dal  sistema  generalmente  seguito  , mi  conviene  dar  ra- 
gione , cd  altre  accennerò  che.  per  la  loro  novità  potrebbero  esser 
riguardate  dì  qualche  interesse. 

Ibqio  i numeri  interi  ho  trattato  immediatamente  de’  decimali  , 
non  solo  perche  le  regole  del  eahsilo  sono  comuni  a queste  due 
specie  di  numeri , ma  (icrchè  ì dceìiualì  servono  a dare  un  nuovo 
sviliip|)o  al  sistema  dì  numerazione  estendendolo  a rappresentar 
parli  minori  dell’  unità.  Resa  cosi  la  teorica  de'  dcciuiaU  indipcii- 
denle  dalle  frazioni  , il  confronto  de’  metmli  relativi  alle  frazioni 
ordinarie  e alle  derimali  fa  meglio  sentire  a quale  cirrostanza  c 
dovuta  in  «piestc  iiltiiiie  la  soppressione  de’  denominatori  c la  faci- 
lità del  calcolo. 

Mollissimi  teoremi  sulla  divisibilità  de’  numeri  c sn  la  teorica 
de’  resti  rendono  compililo  il  trattato  delle  frazioni  , che  formano 
la  parte  più  im|>ortanle  dell’  Aritmetica  , come  quelle  alle  quali 
tutte  le  altre  specie  di  numeri  si  (lossonu  agevolmente  riportare. 

Do[m>  i numeri  complessi  segue  un  cajiitolo  sn  i differenti  si- 
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staui  di  noBierazioiie , il  quale,  se  non  La  un  oso  diretto  nel  oal- 
eolo  , serve  a rannodare  i numeri  complessi  co’  decimali  e colie 
franoni. 

Il  Capo  VII  è tutto  relativo  al  calcolo  pratico.  Oltre  molte  im- 
portanti osservazioni  conducenti  ad  ottenere  i risuttamenti  di  un 
ralcolo  nel  più  breve  modo  possilnle , si  è per  la  prima  >olta  intro- 
dotto nejrli  clementi  un  metodo  ele(rante  [iroposto  da  Fourier  per 
eseguir  brevemente  la  divisione  cenando  il  divisore  ha  moltissime  ci- 
fre. I j>rincipii  alcun  poco  astnisi  di  cui  bisogna  far  uso , e le  ec- 
eezioni  che  danno  luogo  a cambiar  sovente  il  corso  dell’  operazio- 
ne, potevano  essere  un  ostacolo ‘per  presentarlo  sotto  forma  clciuen- 
tare.  Ilo  posto  ogni  studio  per  su|>erarlo  , in  vista  dell’  uso  impor- 
tante ed  esteso  che  può  farsene,  e animato  dal  desiderio  di  renderle 
agevole  1’  accesso.  Ilo  supplito  alla  dimostrazione  con  la  maggior 
chiarezza  che  da  me  si  poteva  c con  tutto  il  rigore  clic  la  scienza  esige, 
nulla  omettendo  di  ciò  che  può  facilitarne  1'  intelligenza  c la  pra- 
tica. Il  pregio  singolare  di  questa  divisione  sta  in  questo,  che  a 
qualiinipic  punto  si  finisca  1’  operazione  si  troverà  sempre  di  non 
aver  fatto  alcun  calcolo  inutile. 

Questo  metodo  mi  ha  dato  occasione  di  mostrare  come  si  può 
- ottenere  il  proilotto  di  due  numeri , qualunque  sia  il  numero  delle 
cifre  di  cui  si  compongono , senza  scrivere  I prodotti  parziali.  La 
qual  ricerca  , se  c utile  per  far  conoscere  gli  elcmenli  da’  ipiali 
ciascniia  cifra  del  prodotto  risulta,  eccita' la  curiosità  per  la  pratica 
a cui  conduce  , c può  esser,  come  esercizio  di  ragionamento  , di 
non  lieve  vantag{po. 

IVello  stes.so  Capo  si  dice  delle  frazioni  ronliiiiie  quel  poro  clic 
basta  per  convertire  una  frazione  in  un’  altra  clic  con  tcriiiiiii  più 
semplici  si  approssimi  alla  data  più  di  qualunque  altra  che  avesse 
un  denominatore  minore. 

L’  ultimo  Capìtolo , nel  quale  sì  (ratta  delle  misure,  ha  per  og- 
getto di  presentare  un’  utile  applicazione  delle  cose  precedentemente 
es|M)stc , di  rischiarar  sempre  più  le  idee  di  misura  c di  rapporto, 
di  agevolare  il  calcolo  coniiiiercialc , c di  dar  compimento  alla  teorica 
de'  numeri  complessi.  Se  per  ben  intender  la  natura  delle  inisiir.'* 
di  estensione  si  ha  bisogno  di  cognizioni  soinniiiiistrate  dalla  Geome- 
tria elementare , è tale  questa  circostanza  elic  non  può  dar  luogo 
a credere  essersi  tradito  1’  ordine  scientifico  , come  quando  si  fa- 
cesse uso  di  prìneipii  non  dimostrati  ma  dipendenti  dalla  scienza 
medesima  di  cui  si  tratta.  D’  altronde  la  Geometria  si  fa  ordinaria- 
mente andar  al  pari  con  l' Aritmetica  ^ e niente  iiiipedisee  , qua- 
lora ciò  non  fosse , di  riserbare  a tempo  op|>ortiiiio  lo  studio  ili 
una  materia  che  in  vornn’  altra  delle  parti  che  compongono  il  (iorso 
di  Matematica  sì  troverebbe  meglio  collocala. 
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Non  ho  parlato  delle  potenze , delle  estrazioni  dì  radici , delle 
progressioni  c de’  logaritmi  , perchè  queste  teoriche  1°  non  entrano 
nelle  quistionì  che  si  risolvono  coi  soli  numeri^  2°  dovrebbero  esser 
trattate  con  quella  imperfezione  o listrettezza  che  limita  la  mente  e 
ne  reprime  gli  slanci  ^ 3''  quando  sarebbero  riprese  in  Algebra  per 
esser  esposte  con  la  conveniente  generalità  ed  estensione,  forse  non 
ecciterebbero  quell’  interesse , che  è necessario  per  ottener  dello 
studio  un  felice  successo. 

Per  non  generar  confusione  nella  mente  dell’  Allievo  col  riem- 
pirla di  molte  idee  in  una  sola  volta,  si  potrà  rìserbare  per  uno  stu- 
dio più  esteso  e per  una  seconda  lettura  la  parte  che  in  picciol 
carattere  si  troverà  scritta. 
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ARITMETICA. 


NOZIOM  PRELHniVARIs 


1.  DrcESi  grandezza  o quantità  lultocciò  che  è o si  può 
concepir  suscetiibiJc  di  aumento  o di  diminuzione  determi- 
nabile. La  scienza  clic  esamina  le  proprietà  della  grandezza, 
o nello  stato  in  cui  è o nel  suo  aumento  e decremento,  si 
chiama  Matematica. 

a.  Una  cosa  non.  si  può  dir  grande  o piccola,  se  non  pa- 
ragonandola ad  un'ultra  della  medesima  specie.  I.ja  quantità 
che  serve  di  termine  di  paragone  per  tutte  quelle  di  una  data 
specie  chiamasi  unità.  Quando  una  quantità  si  paragona  alla 
sua  unità  si  ha  per  oggetto  di  vedere  quante  volte  questa  unità 
vi  è contenuta.  Da  questo  confronto  siam  portati  a concepir 
la  grandezza  divisa  in  parti , ciascuna  eguale  alla  sua  unità  ; 
sia  che  questa  divisione  esista  o non  esista  nella  grandezza.  Cosi 
dicendo  che  la  distanza  da  un  Paese  ad  un  altro  ò dicci  miglia, 
concepisco  la  strada  divisa  in  dieci  parti , delle  quali  ognuna 
è un  miglio,  benché  queste  divisioni  non  esistano  nella  strada 
stessa.  Dicendo  poi  5o  uomini  , trovo  iu  effetti  che  ogni  uomo 
e diviso  e staccato  dall’ altro,  e questa  quantità  non  è che  la 
collezione  di  più  cose  simili. 

Si  può  inoltre  aver  per  oggetto,  non  di  determinare  quanto 
è una  grandezza  rispetto  .ad  un’altra  della  medesima  specie, 
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ma  sibbene  le  proprìelk  della  medesima  dipendenti  unicameme 
dalla  sua  figura;  allora  la  grandezza  si  presenta  sotto  forma 
continua,  o come  un  sol  tutto  senza  divisioni  di  parti.  Con- 
siderando per  es.  il  cerchio,  possiamo  proporci  di  ricercarne 
le  proprietà,  le  quali,  essendo  indipendenti  dalla  sua  grandezza 
assoluta,  convengono  egualmente  a tutti  i cerchi  ; non  vi  è 
in  tal  caso  bisogno  di  rapportare  il  cerchio  alla' sua  unità, 
e concepirlo  perciò  diviso  in  parti. 

Si  distinguono  adunque  due  specie  di  quantità  o grandezze  , 
la  prima  ò detta  discreta , la  seconda  continua  ; e siccome  nelle 

Srandezze  della  prima  specie  si  ha  per  oggetto  di  determinare 
quanto  è 1’  una  rispetto  all’  altra , sarà  forse  più  proprio  ap- 
plicare alia  prima  la  parola  quantità  e dirla  quantità  discreta, 
e chiamar  1’  altra  grandezza  continua. 

L’esame  delle  proprietà  della  grandezza  continua  è l’og- 
getto della  Geometria  j la  determinazione  delle  proprietà  o 
delle  relazioni  che  hanno  tra  loro  le  quantità  discrete  costi- 
tuisce in  generale  la  scienza  del  calcolo,  che  ha  il  suo  inco- 
minciamento  dall’  Aritmetica. 

3.  La  riunione  di  più  unità  della  medesima  specie  chiamasi 
numero.  Il  numero  può  dirsi  ancora  il  risultamento  del  con- 
fronto fatto  di  una  quantità  colla  sua  unità  ( n”  prec.  );  esso 
esprime  quante  unita  sono  necessarie  per  formare  la  quan- 
tità data,  il  numero  adunque  non  risveglia  alcuna  idea  se  non 
si  è acquistata  prima  quella  dell’  unità  corrispondente.  La 
proposizione:  questo  muro  è io  canne,  non  dà  alcuna  idea  della 
lunghezza  del  muro  se  non  a chi  ha  quella  della  canna. 

L’ Aritmetica  è precisamente  la  scienza  de’  numeri. 

4.  Un  numero,  se  è esattamente  composto  di  più  unità, 
dicesi  intero  ; se  esprime  una  parte  dell’  unità,  frazione  ; 
e se  rappresenta  diverse  unità  con  delle  parti  dell’  unità  stessa , 
dicesi  frazionario. 

Di  più,  un  numero  si  dice  astratto  se  non  si  riferisce  ad 
tuia  unità  di  determinata  specie,  come  sette,  tre;  e si  chiam.i 
concreto  (quando  è nominata  la  specie  di  unità,  come  due  can- 
ne, sei  miglia  , tre  libbre , ec. 

Fissate  queste  nozioni,  passeremo  ad  occuparci  delle  ope- 
razioni che  si  possono  fare  sulle  diverse  specie  di  numeri. 
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CAPO  t. 

de’humeri  interi. 


5.  Le  riceh:he  principali  da  fani  su  i numeri  riguardano  là 
loro  composizione.  11  modo  più  facile  per  comporli  consiste 
nell’aggiunta  Successiva  dell’  unità.  In  tal  guisa  aggiungendo 
Un’unità  all’  altra  si  forma  il  numero  due,  a questo  numero  ag- 
giungendo un’altra  unità  si  forma  il  tre;  e così  di  seguitò. 
Questo  Stesso  modo  di  composizione  mostra  che  non  vi  è li- 
mile alla  grandezza  de’  numeri,  giacché  per  quanto  grande 
possa  esser  un  numero,  si  potrà  sempre, aggiungendo  a quello 
un’altra  unità,  formarne  uno  più  grande.  Esistendo  dunque 
inliniii  numeri , e bisognando  inoltre  per  poter  ragionar  di 
essi  aver  de’  caratteri  onde  rappresentarli  e delle  parole  onde 
esprimerli,  è fàcile  concepire  che  sarebbe  stato  impossibile 
conseguir  questo  intento,  se  non  si  fosse  inventalo  un  sistema, 
che  offre  il  mezzo  di  rappresentare  ed  esprimete  tutti  i 
numeri  possibili  con  la  soia  combinazione  di  pochi  nomi  e di 
pochi  caratteri.  Questo  è ciò  che  costituisce  la  numerazione 
parlata  e la  numerazione  scritta , di  cui  passeremo  dà  prima 
ad  occuparci. 

ARTICOLO  i. 


Della  Numerazione. 

6.  La  numerazione  parlata  è stabilita  sopra  Uh  sistema  me- 
diante il  quale  con  poche  parole,  poste  in  combinazione  e va- 
riale nelle  desinenze,  si  possono  esprìmere  tutti  i numeri  pos- 
sibili. Le  parole  tadicali  che  s’ impiegano  per  tale  oggeio  sono 
le  seguenti: 

imo,  due,  tre,  qudUro,  cinque,  sei,  sette,  olio,  nove,  dieci,  cento,  mille. 

La  prima  esprime  1’  unità , la  seconda  esprime  il  numero  che 
si  forma  aggiungendo  all’ unità  un’altra  unità  ; la  terza,  il  nu- 
mero che  si  forma  aggiungendo  un’altra  unità  al  precedente;  e 
cosi  Clio  al  nove.  La  parola  dieci  esprime  il  numero  nove  più 
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uno.  Si  considera  questo  numero  come  una  nuova  uniili  dic' 
et  volle  più  grande  della  prima,  ed  ò chiamala  Si 

contano  le  diecine  come  le  prime  unità  , e le  collezioni  di 
diecine  si  esprimono  per  mezzo  delle  stesse  prime  parole  colla 
desinenza  in  anta  o in  enta.  Per  es.,  trenta  esprime  tre  die- 
cine, ossia  la  collezione  di  tre  unità  dieci  volle  più  grandi  di 
quelle  cui  si  riferisce  la  parola  tre.  Parimenti  cinque  die- 
cine si  esprimono  con  la  voce  cinquanta  ; selle  diecine  con 
settanta,  cc.  Fa  eccezione  a questa  legge  la  parola  venti, 
che  esprime  due  unità  dieci  volle  più  grandi  di  quelle  espres- 
se da  due.  Secondo  la  regola  generale  si  sarebbe  dovuto  dire 
duenia.  Le  diecine  , ossia  le  unità  le  cui  collezioni  si  espri- 
mono colle  parole  dieci,  venti,  trenta,  quaranta,  cinquanta, 
cc.  si  dicono  unità  di  second’ ordine. 

Per  esprimere  le  collezioni  di  alcune  unità  semplici  colle 
diecine , si  riuniscono  le  due  parole  relative  alle  unità  di 
ciascun  ordine,  facendo  precedere  quelle  che  esprimono  le  unità 
di  second'  ordine.  Cosi  quarantadue  esprime  la  collezione  di 
quattro  unità  di  second’  ordine  e due  di  prim’ ordine.  Fanno 
eccezione  a questa  legge  le  parole  undici,  dodici,  tredici, 
quattordici , quindici , c sedici,  nelle  quali  la  parola  che  si 
riferisce  alle  unità  semplici  precede  quella  che  si  rapporta 
alle  unità  di  second’  ordine. 

La  parola  cento  esprime  la  collezione  di  dieci  diecine  o una 
unità  dicci  volte  più  grande  della  diecina  : chiamasi  unità 
di  lerz’ ordine  o delle  centinaja.  Per  esprimere  le  collezioni 
di  centinaja  s’ impiegano  le  parole  duecento  (*)  , trecento  , 
quattrocento , ec, , con  legge  costante. 

La  parola  mille  esprime  dicci  centinaja,  o un’ unità  dieci 
volle  più  grande  del  ccniinajo.  Le  collezioni  di  queste  unità 
lino  al  nove  si  esprimono  colle  parole  duemila  , tremila  , 
ec.  ; e formano  le  unità  di  quari’ ordine,  dette  anche  77i/j^//a/a . 

Dopo  le  quali  seguono  le  unità  di  quint’  ordine  , o le 
diecine  di  migliaja  che  si  esprimono  colle  stesse  parole  ra- 
dicali, cioè  diecimila  , ventimila , ec.  Le  unità  di  sest’  or- 
dine o le  centinaja  di  migliaja  si  esprimono  colle  parole  cen- 
tomila , duecentomila , ec. 

Le  unità  di  scitim’  ordine  , eguali  a dicci  di  sesto  , sou 
dette  milioni,  voce  derivala  dalla  parola  mille.  Poi  seguono 
colla  medesima  legge  le  diecine  di  milioni  ; poi  le  centinaja 

(*)  Per  vezzo  di  liugua  si  dice  anche  dugcnio,  ilugcncmc/iwitó,  cc. 
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di  milioni.  Le  unità  del  io**  ordine  sono  dette  bilioni;  e così, 
di  tre  in  tre,  seguono  i trilioni^  i quadrilioni , ec.,  fino  all’ in- 
finito. 

Per  esprimere  i numeri  intermedi,  quelli  cioè  che  compren- 
dono diversi  ordini  di  unità,  basta  adoperare  le  voci  che  a cia- 
scun’ordine  si  riferiscono.  Così  il  numero  : due  milioni  sette- 
cento quattromila  duecento  novunlolio  , esprime  la  collezione 
di  due  unità  del  7“  ordine,  sette  unità  del  sesto  , quattro  del 
quarto,  due  del  terzo,  nove  del  secondo  e otto  del  prim’ordine. 

Si  tenga  presente  che  ogni  unità  di  ciascun  ordine  equivale 
a dieci  unità  dell’  ordine  da  cui  è preceduta. 

7.  Il  modo  di  scrivere  tutti  i numeri  possibili  è in  cor- 
rispondenza col  modo  di  esprimerli  ; ma  il  sistema  da  cui  è 
regolato,  e che  costituisce  la  numerazione  scritta , è assai  più 
semplice  , perchè  si  fa  uso  di  soli  dieci  caratteri  e non  va 
soggetto  ad  eccezioni.  Per  rappresentare  i primi  nove  numeri 
sì  sono  inveuute  le  cifre  seguenti. 

1 35456789 

UDO  tra  qaatiro  cinque  «ci  tali*  otto  Aere 


Queste  stesse  cifre  sono  state  adoperate  per  rappresentare  le 
collezioni  di  unità  di  tutti  gli  ordini  stabilendo,  conforme  al 
sistema  di  numerazione  parlata,  che  l’unità  di  un  ordine  qua- 
lunque debba  valere  dieci  unità  dell’ordine  precedente,  e che 
il  posto  che  occupa  una  cifra  nella  serie  delle  cifre  scritte 
debba  indicare  1’  ordine  di  unità.  Una  cifra , scritta  al  primo 
posto  a destra,  indica  unità  semplici  o di  prim’ ordine;  .scritta  a 
sinistra  delle  unità  o al  secondo  posto,  unità  di  second’ ordine 
o diecine  ; scritta  a sinistra  delle  diecine  o al  terzo  posto  , 
rappresenta  centinaja  ; e così  di  seguito.  11  numero  347  indica 
3 centinaja  4 diecine  e 7 unità. 

Volendo  però  scrivere  un  numero  in  cui  manca  qualche 
ordine  di  unità,  vi  è bisogno,  alhnchè  ogni  cifra  rimanga  al 
posto  che  le  compete,  di  metter  nel  luogo  di  qiu-lla  che  manca 
un  sogno  di  niun  valore  Si  adopera  per  tale  oggetto  la  cifra 
o che  si  chiama  zero  , che  non  ha  valore  per  sé  stessa,  ma 
serve  a determinare  il  posto  che  ciascuna  cifra  deve  avere.  Con- 
siderando per  es.  il  numero  3700,  s’intenderà  che  i due  zeri 
alla  destra  non  servono  che  a situare  il  7 al  terzo  posto  e il 
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3 al  quarto.  Questo  numero  può  le^^ersi  egualmente:  tremila 
e selleremo , o Sy  ceniinaja.  iiecondo  questo  sistema  il  posto 
fa  conoscere  il  valore  dell’  unità  cui  una  cifra  si  riferisce,  e 
gli  ordini  di  unità  si  succedono  come  nel  linguaggio  ordi- 
nario. Si  vegga  nel  numero  qui  scritto  il  nome  che  corri- 
sponde al  posto  di  ciascuna  eiira. 


Il  zero  che  si  trova  nel  posto  delle  diecine  di  raigliuja  in- 
dica , che  non  vi  sono  unità  di  quest*  ordine. 

Il  sistema  di  numerazione  è fondalo  sopra  il  principio,  che 
ogni  cifra,  oltre  il  valore  assoluto,  ha  un  valore  relativo  al  po- 
sto che  occupa.  Cosi  la  cifra  7 esprime  sempre  la  collezione  di 
7 unità  ; ma  1’  unità  cui  si  riferisce  acquista  un  valore  dieci 
volte  più  grande  per  ogni  posto  che  avanza,  camminando  dalla 
destra  verso  la  sinistra. 

8.  Si  vede  da  ciò,  che  col  solo  scriver  le  cifre  l’una  ad- 
dossata all’altra  si  può  rappresentare  qualunque  numero  per 
quanto  grande  esso  sia,  senza  bisogno  di  ricorrere  ad  altri  se- 
gni o modificazioni. £ questo  dunque  un  sistema  che  corrispon- 
de benissimo  a tutti  i bisogni.  Si  osservi  però  che  nella  nu- 
merazione parlata  sì  è adoperala  una  denominazione  partico- 
lare per  esprimere  i primi  quattro  ordini  di  unità,  cioè  uni- 
tà , diecine  , ceniinaja  , migliaja.  Won  polendosi  continuare 
con  lo  stesso  sistema  senza  incorrere  nell’incoveniente  di  aver 
bisogno  d’  infinite  parole,  si  dovette  abbandonare,  e le  unità 
degli  ordini  sèguenii  furono  espresse  per  mezzo  di  parole  com- 
poste. Per  metter  la  scrittura  in  corrispondenza  col  linguag- 
gio si  è convenuto  che  i numeri  scritti  fossero  divìsi  in  classi 
di  tre  cifre  1’  una  , cominciando  dalla  destra  verso  la  sini- 
stra. Risulta  da  questa  disposizione , che  ogni  classe  contie- 
ne unità  , diecine  c ceniinaja.  La  prima  classe,  è delle  unità 
semplici,  la  seconda  delle  inighaju , la  terza  de’ milioni,  la 
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quarta  de’  bilioni  , e cosi  di  sonito  , siccome  si  vede  scritto 
qui  appresso  . 

trilioni  UHoni  milioni  mtfii«ia  «nlU 

3a4  o58  3g6  ao4 

La  divisione  delle  classi  è indicata  t^l  metter  un  poco  di  di- 
stanza fra  i numeri. 

Basta  dunque  saper  leggere  tre  numeri  per  leggerli  tut- 
ti , purché  però  si  sappia  1’  ordine  con  cui  si  succedono  le 
classi , il  che  è facile.  Il  numero  precedente  si  leggerò  : tre- 
cento ventiquattro  trilioni,  cinquantotto  bilioni,  ec. 

Colla  stessa  facilità  si  scrivono  tult’i  numeri  possibili  sotto 
la  dettatura,  purché  si  sappia  scrivere  un  numero  comprato 
di  tre  cifre.  La  sola  attenzione  da  usare  consiste  nel  distin- 

f uerc  quali  sono  le  unità  che  mancano,  per  mettere  il  zero  in 
uogo  di  esse , avvertendo  sempre  che  ogni  classe  dev’  esser 
di  Ire  cifre  (*). 


ART.  n. 

Operazioni  su  i numeri  interi. 

q.  Abbiamo  veduto  come  possano  comporsi  tutti  i numeri 
coll’  aggiunger  successivamente  un’  unità  dopo  l’altra.  Quest» 


(*)  L’  esposto  sistema  di  nomenclatura  non  c generalmente  seguito  , 
speciulmeiite  dagli  Autori  italiani.  1 <|uali  chiamano  bilione  Tunilb  del 
quinto  ternario  , trilione  quelfa  del  settimo , ec.  ^ e chiamano  poi  mi- 
gliaja  di  milioni  , migliaja  di  bilioni,  ee.  le  unità  del  quarto , del  se- 
sto , ec.  ternario  ; e cosi  procedendo  di  sei  in  sei  cifre.  Noi  ci  siamo 
attenuti  a quello  di  sopra  esposto  : i°  perchè  trovasi  più  universalmente 
adottalo  \ 1°  perchè  ci  è sembralo  più  ragionevole  ] 3°  perchè  di- 
gran  lunga  più  facile. 

La  divisione  poi  in  classi  di  tre  cifre  l-'una,  noti  serve  che  a render  più 
facile  la  lettura  di  un  numero  ; il  quale  oggetto  tanto  più  facilmente 
si  conseguisce  quanto  maggiore  corrispondenza  vi  è lra.lt>  numerazione- 
scritta  e la  parlata.  Ma  quando  si  tratta  di  un  numero  composto  di 
moltissime  cifre  , il  leggerlo  non  arreca  alcun  vantaggio  , nè  serve  a 
iàrne  concepir  la  grandezza  ; sicché  riducendosi  allora  la  cosa  a dover 
contare  il  numero  delie  cifre  , si  può  adottare  qualunque  allea  divisione 
in  classi.  Ordinariamente  si  dividono  le  cifre  a cinque  a cinque,  tanto, 
perchè  la  ripetizione  del  5 è facilissima,  qiiaiito  perchè  con  un  solo  sguar- 
do si  disUnguoDo  benissimo  le  cinque  cibe. 
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modo  di  composizione  è troppo  semplice  per  poter  corrispon- 
dere a tutte  le  quistioni  che  possono  presentarsi.  Ur  le  opera- 
zioni che  si  possono  fare  su  i numeri  hanno  per  oggetto  la 
quistione  generale  seguente:  Dati  dueo  più  numeri,  compor- 
ne altri  a cui  i primi  servono  di  elementi. 

Le  operazioni  da  farsi  su  i numeri  non  dipendono  ordina- 
riamente dalla  natura  o grandezza  dell’  unità  , ma  dal  modo 
come  colla  ripetizione  o divisione  dell’unità  principale  si  com- 
pongono altre  unità  di  ordine  supcriore  o inferiore.  Le  opera- 
zioni su  i numeri  interi , delle  quali  passeremo  ad  occupar- 
ci, dipendendo  solo  dal  sistema  di  numerazione,  possono  consi- 
derarsi come  fatte  sopra  numeri  astratti. 

§■  /.  DeW Addizione. 

10.  \J addizione  è un’operazione  mediante  la  quale,  dati  più 
numeri,  si  cerca  di  comporne  un  altro  che  sia  la  riunione 
de’numeri  dati,  ossia  che  esprima  quante  volte  l’unità  è con- 
tenuta in  lutti  i numeri  presi  insieme.  11  risultamenlo  della 
operazione,  ossia  il  numero  che  si  cerca,  si  chiama  somma. 

11.  Quando  i numeri  sono  di  una  sola  cifra,  si  fa  l’ad- 
dizione aggiungendo  ad  uno  de’numeri  dati  successivamente 
tante  unità  quante  se  ne  contengono  nell’ altro.  Sicché  volendo 
a 7 aggiunger  4 si  dirà:  7 più  i fa  8 , 8 più  1 là  q,  9 più 
1 fa  IO  , IO  più  1 fa  11.  Si  jierviene  così  al  numero  11  dopo 
quattro  operazioni,  nelle  quali  si  è aggiunta  sempre  1’  unità.  Si 
può  in  seguito  andar  aggiungendo,  in  vece  di  una  unità  per 
volta,  due  o più  unità;  c basta  un  brevissimo  esercizio  per 
acquistar  1’  abitudine  di  eseguir  a mente  c con  prontezza 
queste  specie  di  addizioni. 

Poiché  3 più  6 fanno  8<,  i numeri  3 c 5 si  possono  con- 
siderare come  le  parti  di  cui  é composto  il  numero  8.  Sotto 
questo  punto  di  veduta  la  somma  é il  tutto,  che  risulta  dul- 
ie diverse  parti  prese  insieme;  sicché  questa  operazione  ha 
per  oggetto  di  risolvere  il  seguente  problema  : date  le  diver- 
se parti  che  debbono  comporre  un  tutto , trovare  la  quan- 
tità di  cui  si  compone  questo  tutto. 

12.  Per  eseguir  1’  addizione  de’numeri  composti  di  più  ci- 
fre conviene  osservare,  clic  non  possono  riunirsi  che  nume- 
ri rapportali  alla  medesima  unità.  L’  unità  di  un  numero 
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può  esser  diversa  da  quella  di  un  altro  o per  la  sua  natu- 
ra o per  la  sua  grandezza.  Quando  l’ unità  c di  natura  di- 
versa, l’addizione  non  ha  senso  nè  può  eseguirsi;  di  fatto  sareb- 
be impossibile  sommar  5 libbre  con  5 ore.  Quando  poi  l’ u- 
nità  è di  grandezza  diversa,  l’operazione  non  può  aver  luogo 
se  non  si  riducono  prima  i numeri  ad  unità  alla  medesima 
grandezza.  Quindi  per  sommare  3 diecine  con  5 migliaja,  biso- 

Ì'na  ridurre  le  migliaja  a diecine,  e allora  si  irattcra  di  far 
a somma  di  5oo  diecine  con  3 diecine  , il  che  dà  5o3  diecine. 

Ciò  premesso,  se  si  hanno  de’ numeri  composti  di  più  cifre, 
è evidente  che  per  trovarne  la  somma,  bisogna  riunire  separa- 
tamente le  unità  del  medesimo  ordine,  cioè  le  diecine  fra 
loro  , le  centinaje  fra  loro , cc.  Si  avranno  così  tante  som- 
me parziali  per  quanti  sono  gli  ordini  di  unità  contenuti 
ne’  numeri  dati;  c chiaro  si  vede  che  il  numero  risultante  dalla 
riunione  di  tutte  queste  somme  parziali  esprimerà  la  som- 
ma totale.  Se  p.  es.  si  volesse  far  la  somma  de’  numeri  3ai, 
ai3  e 413,  si  avrebbero  le  tre  somme:  6 unità,  4 die- 
cine e 9 centinaia, le  quali  riunite  compongono  il  numero  3ai 
946.  L’operazione  adunque  è riportata  all’  addizione  de’  2i5 
numeri  di  una  sola  cifra  ; e in  effetti  ogni  somma  par-  4^3 
zialc  si  trova  collo  stesso  metodo,  non  avendovi  alcuna 
influenza  la  grandezza  dell’  unità  cui  si  riferiscono. 

Sia  ancora  dato  l’esempio  posto  in  margine.  Le  somme  par- 
ziali dc’diversi  ordini  di  unità  sono  29,  26,  21,  i7,cioè 
la  somma  richiesta  è uguale  a 29  unità,  26  diecine, 

21  centinaia  e I7  unità.  In  questo  caso  però  non 
si  è ottenuto  un  numero  solo  come  nell’  es.  prcc. , 
jtcrchè  ogni  somma  parziale  racchiude  due  cifre,  cioè 
contiene  anche  unità  dell’ordine  superiore.  Bisogne- 
rebbe dunque  ripeter  1’  operazione  sopra  queste  som- 
me parziali , e si  giungerebbe  così  al  risultamento 
1938..;.  Si  può  però  evitare  questa  seconda  operazio- 
ne , eseguendola  insiem  colla  prima.  In  fatti  la  som- 
ma delle  unità  semplici  è stata  29  , numero  com- 
posto di  9 unità  e 2 diecine.  Or  come  in  seguito 
deve  farsi  la  somma  delle  diecine,  si  scriverà  il  g, 
e le  2 diecine  si  uniranno  alle  diecine  de’  numeri 
dati.  La  somma  delle  diecine  insieme  colle  2 dieci- 
ne riportate  è 28.  Per  la  stessa  ragione  si  scrive  l’8, 
e le  2 diecine  di  diecine,  ossia  ccntinaja,  .si  uni.scono 
alle  centinaia  de’  numeri  dati.  E pro.scgucndo  in  tal 
modo,  si  ottiene  la  somma  addimandaia. 


19389 

6728 

„297 

3542 

97 

igòòg 
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Nelle  operazioni  de’  numeri  è interessantissimo  1’  adottare 
tulli  <{ue’  mezzi  alti  a renderle  più  brevi  e meno  aogf*clle 
ad  errori;  giacché  non  si  arriva  ebe  con  lungo  esercizio 
ad  eseguirle  con  celerilà  e sicurezza.  Convien  dunque:  per 

facilità  scrivere  i numeri  l’uno  sotto  l’altro  in  modo  chele 
unità  del  medesimo  ordine  sieno  in  colonne  verticali  ; a**  per 
fare  il  riporto  delle  unità  dell’ordine  superiore  ed  ottenere  il 
risuliamento  finale  con  una  sola  operazione  cominciar  le  som- 
me parziali  dall’ordine  infcritHre,  cioè  dalla  destra  verso  la  si- 
nistra ; 3"  e per  evitare  ^li  errori  che  potrebbero  nascere  da 
dimenticanza , cominciar  i addizione  di  ogni  colonna  dal  nu- 
mero che  si  riporta  dalla  somma  precedente. 

Ciò  posto,  per  eseguir  1’  addizione  si  osserverà  questa  re- 
gola. Sentii  i numeri  l'uu  eolio  V altro  in  modo  che  le  u- 
nità  del  medesimo  ordine  si  corrispondano  in  colonna  ver- 
ticale , si  coifùncerà  a far  ^ addizione  delle  unità  sem- 
plici • se  la  somma  sorpassa  ^ si  scrivono  le  unità  e le 
diecine  si  riportano  o.  si  uniscono  alla  somma  della  colon- 
na segante.  Si  farà  in  seguito  la  somma  de"  numeri  del- 
la 3.*  colonna  come  se  fossero  unità  semplici , incomin- 
ciando dalla  cifra  che  si  è riportata  dalla  somma  pre- 
cedente. Cosi  si  continuerà,  finché  si  perverrà  alla  som- 
ma deir  ultima  colonna  che  si  scrive  per  intero.  La  sonv- 
nia  si  separa  da’ numeri  dati  per  mezzo  di  una  lìnea. 

liicco  degli  esempi, 

373558 
3574% 

358539 
5o4o 
35.7381 
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7540S53 

67^ 

396547 

455835 

69307501 

4003376 

19335605 


§■  II.  Della  Sottrazione. 

i5.  L’  addizione  c la  sottrazione  son  due  operazioni,  f una 
iuversa  dell’  altra.  Nell’  addizione  si  cerca  di  comporre  un  nu- 
mero per  mezzo  delle  sue  parli,  che  son  date;  nella  sottrazio- 
ne si  ha  per  ogf'ello  di  decomporre  un  numero  in  due  parti 
delle  quali  una  c data.  Così  le  due  parli  5 e 5 per  mezzo, 
dell’  addizione  compongono  il  nmneco  8.  Ma  se  è dato  8 c 
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una  delle  sue  parti  5 , la  sottrazione  ha  per  oggetto  di  tro- 
var 1’  altra  parie  3 , che  unita  al  5 lo  riproduca. 

Il  modo  più  semplice  di  eseguir  questa  operazione  con- 
siste nel  toglier  dal  numero  8 successivamente  tante  unità 
quante  ne  sono  in  5.  In  effetti  8 meno  i fa  7 , 7 meno  1 
ià  6 , ec. , e dopo  cinque  operazioni  si  perviene  al  numero 
3.  Basta  però  il  più  breve  esercizio  per  eseguir  tali  sottra- 
zioni a mente  ; sicché  riguarderemo  come  cosa  nota , che  g 
meno  3 fa  4 j i3  meno  4 f^  9 > ec. 

Riguardala  la  sottrazione  sotto  questo  punto  di  vista  , il 
risuliamento  dell'  operazione  si  chiama  resto , in  quanto  che 
esprime  ciò  che  rimane  dopo  aver  tolto  dal  numero  più  gran- 
de tante  unità  quante  se  ne  contengono  nell’  altro.  Perciò 
SI  dice  che  da  8 tolto  5 il  resto  è 5.  Ma  con  questa  ope- 
razione si  viene  a conoscere  pure  di  quanto  un  numero  su- 
pera 1’  altro,  e allora  il  risultaniento  si  chiama  eccesso,  perciò 
si  dirà  che  3 è 1’  eccesso  di  8 sopra  5.  Si  vien  parimente  a 
fare  il  paragone  fra  due  numeri  disuguali , e quindi  a cono- 
scere , indipendentemente  dalla  loro  grandezza , di  quanto 
è la  loro  ineguaglianza  , e allora  il  risultaniento  della  sottra- 
zione prende  il  nome  di  differenza.  La  sottrazione  ha  dunque 
per  oggetto:  di  togliere  un  numero  da  un  nitro,  di  conoscer  di 
quanto  un  numero  supera  l’ altro , in  che  un  numero  dif- 
ferisce da  un  altro.  Perciò  le  parole  resto  , eccesso  , diffe- 
renza , quantunque  applicate  al  risultamcnto  di  una  me- 
desima operazione,  si  riferiscono  al  diverso  modo  con  cui  si 
riguarda  la  decomposizione  di  un  numero  in  due  parti  delle 
quali  una  è data. 

i4>  Abbiam  già  detto  che  quando  il  numero  da  sottrarsi  è 
di  una  sola  cifra,  l’operazione  non  ha  bisogno  di  regole  e 
si  fa  facilmente  a memoria. 

Se  poi  tutti  due  i numeri  son  composti  di  più  cifre,  si  trat- 
terà di  operar  separatamente  sopra  ciascun  ordine  di  unità, 
cioè  di  sottrarre  le  unità  dalle  unità  , le  diecine  dalle  die- 
cine, cc.  Scritti  perciò,  conformemente  all’  addizione, 
i numeri  l’un  sotto  l’altro,  si  opererà  dalla  destra  verso  7548 
la  sinistra.  Dovendo  per  cs.  sottrarre  2327  da  7648  , si  3^27 
dirà  : da  8 tolto  7 resta  1 , da  4 tolto  2 resta  2,  da  5 6221 
tolto  3 resta  2,  da  7 tolto  2 resta  5,  e si  avrà  il  resto 
6221.  È inoltre  evidente  che  , togliendo  da  7348  le  diverse 

fiarii  di  cui  è composto  il  numero  2327 , si  viene  a toglier 
’ intero  numero. 
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Per  coniodilà  <li  operare  suol  meiiersi  il  numero  più  gran- 
de sopra  6’  il  più  piccolo  sotto  ; il  che  fa  intendere  il  si- 
gnificato delle  parole,  numero  superiore  e inferiore,  che 
impiegheremo  in  seguito.  Ma  il  modo  di  scrivere  i numeri 
ha  solamente  per  oggetto,  come  nell’addizione,  il  render 
più  facile  1’  operazione. 

11  resto  si  separa  da’  numeri  dati  per  mezzo  di  una  linea. 

]5.  Può  avvenire  però  che  qualche  cifra  del  numero  su- 
periore si  trovi  minore  della  cifra  corrispondente  del  numero 
inferiore,  come  si  vede  nell’esempio  notato  a fianco. 

In  fatti  da  3 non  si  può  togliere  8 , nè  da  a toglier 
3,  ec.  Si  rimedia  a questo  inconveniente  dando  un’  al-  6938 
tra  disposizione  ai  diversi  ordini  delle  unità  del  numero  i885 
superiore  ; la  quale  consiste  nello  staccare  un’  unità 
dalla  cifra  dell’ordine  seguente,  c questa,  convertita  in  dieci 
unità  dell’  ordine  inferiore , si  unirà  alle  unità  dell’  ordine 
su  cui  si  sta  operando.  Passando  poi  alla  colonna  seguen- 
te , si  conterà  per  una  unità  di  meno  la  cifra  del  numero 
superiore.  Perciò  si  dirà  : da  i3  tolto  8 resta  5 , da  11 
tolto  3 resta  8 , da  117  tolto  9 resta  8,  da  6 tolto  5 
resta  1.  E si  vede  che  per  poter  eseguir  la  sottrazione  6 
si  è decomposto  il  numero  7823  in  un  numero  di  17 
unità,  diecine,  centinaja  , migliaja,  tali  che  ciascun  tJ 
ordine  di  esse  sia  maggiore  delle  corrispondenti  nel 
numero  6938.  La  decomposizione  eseguita  è quella  che  ygaa 
si  vede  in  margine. 

Se  nel  luogo  ove  deve  staccarsi  un’unità,  per  unirla  alla 
cifra  dell’ordine  inferiore,  si  trovasse  il  zero,  si  passerà  alla  ci- 
fra seguente;  e se  questa  è pur  zero,  all'altra  cifra;  c cosi  si 
andrà  innanzi  verso  la  sinistra,  finché  si  perverrà  ad  una  cifra 
significativa  che  somministra  l’unità  richiesta.  A Mora  la  cifra  su 
cui  si  sta  operando  si  troverà  aumentata  di  io  unità,  gli  zeri 
che  seguono  varranno  per  9 , e la  prima  ci- 
fra significativa  si  dovrà  intender  diminuita 
di  un’unità.  Nell’esempio  qui  posto  si  di- 
rà : da  i5  tolto  6 resta  7 , da  9 tolto  4 re- 
sta 5 , da  9 tolto  7 resta  2 , da  13  tolto  5 
resta  7,  da  4 tolto  2 resta  2.  La  decompo- 
sizione del  numero  superiore  è quella  che 
si  vede  a lato. 

Segue  da  ciò , che  se  il  numero  superiore 


4 

65oo3  1 3 
2^6  99 

37267 

63oo3 
è terminato  da 


Digilized  by  Google 


( i5  ) 


(A) 

36 

5700000  9999 

3943274  10 


molti  zeri,  il  primo  zero  vaierà  io,  c 
tulli  gli  altri,  9 ; come  si  vede  nell’  an- 
nesso esempio.  La  qual  cosa  risulta  e- 
videnle,  osservando  in  (A)  la  decompo- 
sizione del  numero  5700000,  che  si  fa 
per  render  possibile  la  sottrazione  sopra 
ciascun  ordine  di  unità  separatamente. 

Ad  intendere  ancor  meglio  la  ragione  di  tultoecià,  è mestieri 
rammentarsi  che  il  resto  unito  al  nnmero  minore  dee 
riprodurre  il  numero  maggiore.  Or  nell’  annesso  e- 
sempio  si  vede  che  7 più  il  numero  die  si  cerca 
non  può  produrre  3 ma  13;  c così  per  le  altre  co- 
lonne. Si  dirà  dunque  da  7 a 13Ò  5,  da  6aia 
è 6,  da  5 a i3  è 8,  ec. 


756736  6700000 


5745» 

28567 

28865 


16.  Faremo  ancora  osservare,  come  cosa  di  per  sè  chiara, 
che  se  il  numero  superiore  si  aumenta  o diminuisce  di  al- 
cune unità  , anche  il  resto  sarà  aumentalo  o diminuito  di 
aiireliante  unità  ; e che  se  si  aumenta  o diminuisce  il  nu- 
mero inferiore  di  alcune  unità  , il  resto  sarà  diminuito  o 
aumentato  dello  stesso  numero.  Si  può  dunque,  in  vece  di 
diminuire  di  un’  unità  la  cifra  del  numero  supcriore,  aumen- 
tare di  un’  unità  la  cifra  corrispondente  del  numero  in- 
feriore , e lasciar  le  cifre  del  numero  superiore  invariate. 
Si  farà  allora  la  sottrazione  scrivendo  per  resto  ciò  che  man- 
ca al  numero  inferiore  per  arrivare  al  numero  superio- 
re, e quando  questo  sorpassa  9 si  aggiungerà  un’ unità  alla 
cifra  seguente  del  numero  inferiore,  ^(eil’ esempio  ultimo  del 
n"  prec.  si  dirà  : da  7 a 1 a è 5 e si  scrive  il  5 ; 6 più  1 
fanno  7,  a i5  è 6,  e si  scrive  il  6 ; 5 più  1 fanno  6,  a 14 
è 8,  c si  scrive  1’  8,  ec. 

Quest’  ultima  maniera  di  far  la  sottrazione  è preferibile 
unto  per  la  sua  facilità  , quanto  perchè  trova  il  suo  uso 
nella  divisione  (J.IV). 

Ecco  alcuni  esempi. 

I 

3750923  543200  7345638 

2064756  296764  664/4763 

886167  246466  700876 

17.  La  sottrazione  di  un  numero  da  un  nitro  composlo  dall' unità  se- 
guita da  zeri  si  fu,  prendendo  ciò  che  manca  per  arrivare  a 10  nella 
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(ìtima  cifra  a destra  , t ciò  che  manca  per  nrrìrare  a 9 id  tulle  le 
altre.  PeV  es.  volendo  sottiarrc  3768  da  10000^  si  otterrii  subito  il  ré^ 
sto  dicendo;  da  8396  6,  da  7 a9ca,daGa9è3,  da8a 
IO  è 3 ; e si  ha  il  resto  ti232.  Questo  resto  si  chiama  il  compUmetUo 
‘arifmetico  del  numero  37G8.  Coli  ini  breve  esercizio  si  acquisterà  l’a- 
bitudine di  prender  a memoria  i complementi  aritmetici  de'  numerii 
Si  può  cambiare  la  sottrazione  in  addizione  aggiungendo  al  nume- 
ro dato  il  complemento  del  numero  da  sottrarsi  ^ e omettendo  di  scri- 
vere r uliiroa  unitò.  Se  per  es.  da  7834  si  dovesse  sottrarre  5a47  1 si 

ftuò  a 7834  aggiungere  il  complemento  di  5a47  che  è 47^3.  Fatta 
'addizione,  dell' ultima  somma  la  si  scrive  il  3 e si 
tralascia  1'  1.  In  eiTeiti  se  al  nnroero  7834  si  aggiun-  7834  7884 

gesse  10000  si  avrebbe  17834,  da  cui  sottraendo  5^47  5s47  47^^ 

•i  avrebbe  13587.  Or  sottraendo  5a47  da  toooo  e poi  ^587 

aggiungendo  il  resto  a 7884  non  si  fa  che  Cambiare 
r ordine  delle  operaziorn  , cioè  nel  primo  caso  si  sottrae  5a47  da  10000 
Unito  a 7834,  C nel  secondo  si  sottrae  Io  stesso  numero  da  10000  e poi 
il  resto  si  aggiunge  a 7834.  In  ameridue  i casi  si  deve  avere  un  ri- 
sultameiito  che  contiene  10000  di  pili.  Per  cui  omettendo  di  scriver 
P ultima  unitò  ^ si  ottiene  il  resto  della  sottrazione  , cioè  3^87. 

Si  può  anche  evitare  di  scrivere  il  complemento  , e far  nondimeno 
uso  della  somma  , dicendo  : 3 complemento  di  7 a 10  e 4 fanno  7 , 
5 compì,  di  4 a 9 e 3 fanno  8,  7 compì,  di  3 a 9 e 8 fanno  i5  , 
( si  scrive  5 e si  riporta  1 ) , 4 compì,  di  5 a 9 C 8 con  1 che  si 
riporla  l'anno  la , si  scrive  a c si  lascia  1’  ultima  uniib.  Si  ha  così 
lo  stesso  risultamento  3587  che  si  sareblie  ottenuto  colla  sottrazione. 

Questa  maniera  è forse  più  semplice  dell’ordinaria.  Ma  l'uso  de'comple- 
iuenti  riesce  priiicipalmenie  utile  , quando  si  hanno  molti  numeri,  de’quali 
alcuni  si  debbono  sommare  altri  sottrarre  ; giacche  se  in  vece  de^  nu- 
meri da  sottrarsi  si  scrivono  i loro  complementi  , non  si  avrò  che  una 
semplice  addizione  da  fare,  avvertendo  però  di  toglier  tante  die^ 
cine  dall'  ultima  somma  per  quanti  complementi  si  sono  impie-  a584 
gali.  Per  es.  si  debbano  sommare  i tre  numeri  a584  , 3478  , 3478 
358i  da  cui  si  debbano  sottrarre  i due  numeri  8193,  2748.  35SI 
Scrìvendo  i tre  primi  numeri  e i complementi  degli  altri  due , 
r operazione  si  riduce  ad  un’  addizione  -,  e omettendo  di  scriver  le  8s5a 
due  diecine  dell'  ultima  somma,  si  ha  il  risultamento  3jo3,  come 
si  vede  a lato»  ‘ 

Tuttocciò  che  si  è detto  suppone  che  i nameri  dati  sien  composti  del 
medesimo  numero  di  cifre.  Se  non  lo  sono,  si  considereranno  tali 
ponendo  degli  zeri  nella  sinistra  di  quelli  di  cui  si  prendono  i 5434 
complementi.  Dalla  somma  de’ due  numeri  5434,  61 583  si  deb-  6i583 
ba  sottrarre  la  somma  de' numeri  14378,  6543,791,  i3.  Qiie-  85633 
sii  tre  ultimi  numeri  si  potranno  considerare  come  se  fossero  90457 
06543,  00791  , oooi3,  i cui  complemeuii  sono  93457,  9920Q,  99;ro9 

999IÌ7  ; sicché  si  dovrà  far  la  somma  de’  numeri  posti  in  margi-  95)987 
ne,  e si  ometteranno  le  4 diecine  dell' ultima  somma.  Cos'i  si 
praticherà  ìu  ogni  altro  caso.  ^ ^ 
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i8.  Siccome  per  mezio  de'complemcnti  si  può  cangiar  la  sottrazione  in 
addizione,  si  potrà  parimenti  far  uso  di  essi  {ler  cangiar  l’addizione 
in  sottrazione.  Supponiamo  che  si  debbano  sommare  i due  nu-  9678 
meri  gS^S  e 3^33  ; se  del  secondo  numero  Si  prende  il  coni-  731)7 
plemento  , e si  sottrae  da  9578,  si  ha  per  risullaiuento  33il  . 7^577 
il  quale  contiene  10000  di  meno.  Aggiungendo  una  diecina  ai 
resto  dato  dall’ultima  colonna,  si  ha  la  somma  richiesta  laSii.  Que- 
sto metodo  di  rado  o non  mai  s’impiega,  uè  l’abbiamo  mostrato  che 
per  una  estensione  della  teoria.  . 

ig.  La  parola  complemento  si  può  render  più  generale  applicandola 
al  lesto  di  qualunque  sottrazione.  Così  da  sottraendo  37  si  ha  pi-r 
resto  i5  ; ora  iS  si  può  chiamaré  il  complemento  di  37  a Sa.  Se  dun- 
que si  dovesse  da  3754  sottrarre  a584  , in  vece  di  prendere  il  com- 
plemento a 10000  del  secondo  numero,  si  potrebbe  prendere  a un  al- 
tro numero  qualunque , e impiegare  pure  la  somma  come  nel  caso 
anzidetto.  Ma  allora  il  risultamento  eccederebbe  il  vero  valore  per 
quanto  è il  numero  a cui  si  è preso  il  complemento.  Prendiamo  per 
es.  il  compì,  di  2584  “ mii  che  è 8527,  e sommandolo  col  nu- 
mero 3754  si  ha  12281  che  differisce  dal  vero  risultamento  per  iiiii- 
sottraendo  quest' ultimo  numero  da  12281,  si  ha  1170  che  è il  resto  di 
2584  tolto  da  3734.  Ma  i complementi  presi  a questo  modo  non  sono 
di  alcuna  utililù,  e servirebbero  piuttosto  a complicare  il  calcolo;  men- 
tre i complementi  a io  che  diconsi  aritmetici,  oltre  alla  faciliti  di  po- 
terli prendere  a memoria  , offrono  il  vantaggio  che  per  ottenere  il  ri- 
suluroento  finale  basta  omettere  di  scrivere  le  decine  dell’ultima  somma. 

20.  Se  si  volesse  all' addizione  sostitnire  la  sottrazione  impilando  non 

i complementi  a io  ma  ad  un  altro  numero  qualunque , il  risulta- 
mento si  dovrebbe  aumentare  di  tante  volte  il  numero  a coi  si  è pre- 
so il  complemento  per  quanti  complementi  si  sono  impiegati.  Suppo- 
niamo per  es.  che  al  numero  5a  si  dovessero  aggiungere  i numeri3 
7,  5.  Se  di  questi  numeri  si  prendono,  per  es.,i  complementi  a g che 
sono  6,2,  4;  sottraendo  da  §2  questi  ultimi  numeri  si  ha  4o  al 
quale  numero  mancano  tanti  9 per  la  somma  di  53  , 3 , 7 e 5 per 
quanti  complementi  si  sono  impiegati  ; e di  fatto  aggiungendo  a 4o  tre 
volle  il  9 si  ha  67  , somma  richiesta. 

Vi  è qualche  caso  in  cui  questa  seconda  maniera  è preferibile.  Per 
es.  se  vi  fosse  la  condizione  die  dalla  somma  richiesta  si  dovesse  to- 
gliere il  9 quante  volte  si  può,  oprando  nel  modo  esposto  , si  tro- 
verebbe già  la  somma  diminuita  di  un  certo  numero  di  9,  e quindi 
l’operazione  riuscirebbe  più  breve. 

§•  111-  Della  Moltiplicaùone. 

a 1 . La  moltiplicazione  è una  operazione  che  ha  per  og- 
getto di  comporre  un  numero  dietro  la  ripetizione  di  un  nu- 
mero dato,  li  dessa  un’estensione  del  modo  di  comporre  i nii- 
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meri  per  mezzo  dcH’ aggiunta  o ripetizione  dell’ unità  (n”  5 ). 
Per  es.  aggiungendo  il  numero  5 a sè  stesso  si  forma  6,  e a 
questo  aggiungendo  3 si  Ibrnia  'q,e  aggiungendo  nuovamen- 
te 3 si  forma  12,  e cosi  di  seguito.  Questo  è ciò  che  chia- 
masi moltiplicare  il  numero  3.  Si  dice  poi  con  particolarità 
raddoppiare,  triplicare,  quadruplicare  un  numero,  quando 
si  ripete  o due  o tre  o quattro  volte.  I numeri  6,  9,  12, 
ec.  SI  chiamano  i multipli  di  3. 

Basta  l’addizione  per  eseguire  questa  operazione;  e sotto 
questo  rapporto  può  la  moltiplicazione  considerarsi  come  ^0 
un  caso  particolare  dell’  addizione,  qiiuìlo  cioè  in  cui  i nu-  ^0 
meri  da  sommarsi  sono  tutti  ^uali  fra  loro.In  effetti  se  il  nu-  ^ 0 
mero  16  si  dovesse  quadruplicare  ossia  moltiplicare  per  4>  ^0 

si  scriverà  il  16  quattro  volte,  1’  uno  sotto  1’  altro , e — 
la  somma  64  esprimerà  il  numero  cercato.  ^4 

Non  si  potrebbe  però  far  uso  dell’  addizione  che  quando  un 
numero  dev’  esser  ripetuto  poche  volte;  in  caso  contrario  l’o- 
perazione diverrebbe  estremamente  lunga.  Per  la  qual  cosa 
essendosi  rinvenuto  un  metodo  particolare  per  eseguirla  in 
tutti  i casi  con  la  massima  facilità  c brevità , deve  considerarsi 
la  moltiplicazione  come  un’  operazione  totalmente  distinu  dal  • 
l’addizione,  c che  non  ha  di  comune  colla  medesima  che  la 
composizione  de’  numeri  per  aggiunzione. 

Due  soli  numeri  sono  necessari  per  la  moltiplicazione:  uno 
è il  numero  che  dev’ esser  ripetuto  e che  chiamasi  molti- 
plicando’^ l’altro  che  chiamasi  moltiplicatore  indica  , col 
numero  delle  unità  che  contiene,  quante  volte  il  moltipli- 
cando dev’ esser  ripetuto.  Il  risultamento  dell’ operazione  di- 
ccsi  prodotto  ; c i due  numeri  dati  si  chiamano  i fattori  del 
prodotto.  Quindi  nell’esposto  esempio  16  è il  moltiplicando,  4 
il  moltiplicatore , c 64  il  prodotto;  16  e 4 sono  poi  i fat- 
tori di  64- 

Dietro  all’ idea  che  abbiamo  assegnata  al  moltiplicatore, 
si  può  la  moltiplicazione  definire:  un'  operazione  mediante 
la  quale  si  vuol  comporre  un  numero  per  mezzo  del  mol- 
tiplicando della  stessa  maniera  che  il  moltiplicatore  è 
composto  per  mezzo  delf  unità.  In  effetti  nel  citato  esem- 
pio il  numero  64  è composto  per  mezzo  del  16  come  il  4 
c Composto  per  mezzo  dell’  unità  ; cioè  se  a comporre  il  4 
bisognano  quattro  unità,  per  comporre  il  prodotto  64  sono 
necessarie  quattro  quantità  rappresentate  dal  16. 
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33.  Allorché  i numeri  sono  di  una  sola  cifra,  non  vi  sono 
regole  a stabilire  per  trovarne  il  prodotto.  I prodotti  de’  primi 
nove  numerisi  formeranno  con  l’aggiunta  successiva  del  nume- 
ro, nel  modo  indicato  pel  numero  3 ( n°  30  ).  £ siccome 
questi  prodotti  sono  necessari  per  poter  eseguire  la  moltipli- 
cazione de’  numeri  composti  di  più  cifre,  gioverà  tener  pre- 
sente la  seguente  Tavola,  che  dicesi  Pitagorica,  perchè  se  ne 
attribuisce  l’ invenzione  a Pitagora. 
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La  prima  linea  si  forma  aggiungendo  sempre  1’  unità  a 
sè  stessa  fino  al  numero  9.  La  seconda  linea  si  forma  ag- 
giungendo successivamente  il  a ; la  terza  il  3,  cc.  Perciò 
la  prima  linea  conterrà  i numeri  naturali  fino  a g , la  se- 
conda i multipli  di  a , la  terza  quelli  di  5 , ec. 

Le  linee  verticali  corrispondenti  ai  numeri  1,  a,  3,  ec. 
sono  identiche  alle  orizzontali  corrispondenti  agli  stessi  numeri. 

Sarà  facile  (juindi  trovare  per  mezzo  di  questa  Tavola  i 
prodotti  de’  primi  nove  numeri.  Volendo  per  es.  il  prodotto 
di  7 per  5,  si  cercherà  nella  linea  che  contiene  i uuiliipli 

a 
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di  5 ( clic  è la  quinta),  quello  che  corrisponde  al  7 nella 
prima  linea  orizzontale;  il  che  riviene  a cercare  il  molli— 

{ilicando  nella  prima  linea  orizzontale  e il  moltiplicatore  uel- 
a prima  linea  verticale.  Il  niinicro,  che  appartiene  tanto 
alla  linea  verticale  del  primo  numero  che  alla  orizzontale 
del  secondo  darìi  il  prodotto  ricliicsio.  Cercando  nel  modo 
indicato,  si  troverà  55  per  prodotto  di  7 per  5. 


35.  Potendosi  la  tavola  di  Pitagora  formare  egualmente  e 
per  linee  orizzontali  e per  colonne  verticali,  ne  risulta  che 
il  prodotto  di  7 per  5 è lo  stesso  che  quello  di  5 per  7; 
vale  a dire  che,  qiiahin(|uc  di  questi  numeri  si  consideri  per 
iiiollipliuaudo,  il  prodotto  è sempre  lo  stesso.  Quesu  proprie- 
tà ha  luogo  non  solo  pe’ numeri  compresi  nella  tavola  di  Pita- 
gora, ma  per  tutti  i numeri  possibili.  Si  debba  per  cs.  moltipli- 
care 5 per  5;si  scriva  in  una  linea  5 volte  Tunità, 
e poi  si  scrivano  tre  di  queste  lince;  si  trove-  1,  t,  1,  1,  1 

ranno  così  scritte  i5  unità.  Or  se  il  numero  1,  1,  1,  1,  1 

delle  unità  si  conu  per  linee  orizzontali,  si  1,  1,  1,  1,  1 

avranno  5 unità  ripetute  tre  volte,  e se  si  conta 
per  colonne  verticali  si  avranno  5 unità  ripetute  5 volle  . 
Ala  in  amendue  i casi  il  numero  delle  unità  è lo  stesso  ; 
dunque  5 moltiplicato  per  5 è uguale  a 3 moltiplicalo  per 
5.  Il  ragionamento  impiegato  per  dimostrar  questa  verità  es- 
sendo indipendente  da’  numeri  3 c 5 presi  ad  esempio,  nc 
segue,  che  nella  moltiplicazione  di  due  numeri  il  prodotto 
non  varia  con  qualunque  ordine  si  prendano  i fattori. 


s.'i.  Stando  all’idea  che  deve  attaccarsi  alla  moltiplicazione 
cd  al  significalo  delle  parole  moltiplicando  e moltiplicatore, 
si  vede  che  quando  il  moltiplicando  è di  più  cifre,  si  trat- 
terà di  ripeter  le  sue  unità,  diecine,  ccntinaja,  ec.  tante  volle, 
per  quante  sono  le  unità  del  moltiplicatore;  ossia,  si  tratte- 
rà di  eseguir  T operazione  sopra  ciascun  ordine  di  unità,  e poi 
riunire  i risultainenli.  Supponiamo  clic  si  debba  moltiplicare 
357  per  3;  non  bisognerà  che  ripeter  3 volte  le  7 
unità,  le  5 diecine  c le  3 ccntinaja  , e poi  riuni- 
te i risultamenli  ollcntili.  In  cfielti  è questo 
quello  che  si  fàrehhe  se  si  sommasse  357 
volle  con  sè  stesso.  Basta  dunque,  per  eseguir 
quesu  operazione,  conoscer  i prodotti  di  3 per  9 

7,  di  5 per  3 , e di  3 per  3,  e considerare  il  1071 


0^7 

557 


'1 


31 
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primo  come  unità  semplici , il  secondo  come  diecine  , il  ter- 
zo come  centinaia.  Sicché  scrivendo  questi  prodotti  1’  uno 
sotto  r altro  e nel  posto  che  a ciascun  ordine  corrisponde , 
e poi  facendone  la  somma,  si  ha  il  prodotto  1071. 

Si  può  nondimeno  evitare  di  scrivere  questi  prodotti  par- 
ziali , e ottenere  immediatamente  il  prodotto  totale,  riunen- 
do, come  nell’addizione,  le  diecine  di  ogni  prodotto  parziale 
al  prodotto  parziale  della  cifra  che  segue.  Cosi  nell’esem.  pro- 
posto si  dira:  3 per  7 fa  ai  , si  scrive  1’  1 e le  a diecine 
si  ritengono  per  unirle  al  prodotto  seguente  ; poi  3 
per  5 fa  i5  e a che  si  riportano,  17  , si  scrive  il  7 '^7 

e si  ritiene  1’  1 ; 3 per  3 fa  9 e 1 che  si  riporta  , 3 

10;  e siccome  non  vi  sono  piò  cifre  nel  moltiplican-  1071 
do,  si  scrive  il  10  interamente. 

£ chiaro  dunque  il  metodo  da  tenersi,  allorché  il  molti- 
plicando é di  più  cifre  e il  moltiplicatore  é di  una  sola  ci- 
fra. 11  prodotto  totale  si  ottiene  con  una  sola  operazione 

' ina  non  bisogna  mai  dimenticare  che  questo  prodotto  totale 

é composto  di  tanti  prodotti  parziali  per  quante  sono  le  ci- 
fre del  moltiplieando. 

aS.  Segue  da  ciò , clic  le  cifre  del  prodotto  sono  sempre 
della  stessa  natura , ossia  esprimono  unità  della  medesima  spe- 
cie, di  quelle  del  moltiplicando.  Se  dunque  il  moltiplicando 
é seguito  da  uno  o più  zeri,  si  può' durante  I’ operazione  far 
astrazione  dagli  zeri , che  poi  si  aggiungeranno  in  egual  nu- 
mero al  prodotto.  Nell’ esempio  posto  in  margine, 
il  prodotto  di  769000  per  7 si  fa,  facendo  quello  di  769000 
7^  per  7;  e poi  a questo  prodotto, per  far  che  rap-  7 
presenti  migliaja,  si  aggiungeranno  tre  zeri  a destra  . 53i5ooo 

36.  Prima  di  passare  al  caso  in  cui  il  moltiplicatore  con- 
tiene più  cifre,  dimostreremo  alcune  importanti  proposizioni. 

I.  Un  numero,  se  si  moltiplica  per  6,  per  7,  ec.,  si  vien 
a render  sei,  sette,  ec.  volte  più  grande.  Moltiplicare  perciò  un 
numero  per  1 o significa  renderlo  dieci  volte  più  grande.  Ma 
secondo  il  sistema  di  numerazione  ogni  cifra  acquista  un  va- 
lore dicci  volte  più  grande  passando  di  un  posto  dalla  destra 
verso  la  sinistra  ( n°  7 ) , perciò  si  moltiplica  un  numero 
per  1 o facendo  avanzare  di  un  posto  tutte  le  cifre  verso  la 
sinistra , ossia  aggiungendo  un  zero  nella  destra.  Si  vede  an- 
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cora  che  per  moltiplicarlo  per  loo,  per  looo,  éc.  basterà  ag- 
giungere tltie  Beri , o tre,  oc. 

II.  Se  il  moltiplicatore  si  moltiplica  per  a,  per  3,  ec.,  il 
prodotto  clic  ne  risulta  sarà  doppio, o triplo,  ec.  di  quello  che  si 
sarebbe  ottenuto  dal  moltiplicatore  semplice.  Supponiamo  per 
cs.  che  si  debba  moltiplicare  .358  per  4*  he  questa  iiiol- 
tiplicaBionc  si  fa  per  iiiez/.o  dell’  addizione  , si  avrà  358 
la  somma  di  quattro  numeri  eguali  a 358.  Prcnden-  358 
do  per  moltiplicatore  un  multiplo  qualunque  di  4 > 

si  dovrà  scrivere  tante  volte  il  558  per  quante  u-  358 
lillà  contiene  il  nuovo  moltiplic.alorc.  Ora  è chiaro  clic 
tutti  questi  numeri  da  sommarsi  si  potranno  dividere 
in  tanti  gruppi  di  quattro  linee  l’uno  per  quanto  è il  nume- 
ro per  io  quale  si  è moltiplicalo  il  4-  Ognuno  di  questi  grup- 
pi essendo  uguale  a i43a,  si  dovrà  ripetere  il  i45a  tante 
volte  per  quante  unità  contiene  il  nuovo  fiillore  del  mol- 
tiplicatore 4-  Tanto  c dunque  moltiplicare  558  per  la 
per  es. , quanto  moltiplicarlo  prima  per  4 ^ P<)i  moltipli- 
care il  prodotto  ottenuto  per  5.  Se  dunque  si  moltipli- 
ca un  numero  per  un  altro,  c poi  il  prodotto  per  un  altro, 
e così  di  seguito,  è come  se  il  primo  numero  si  fosse  molti- 
plicato immediatamente  pel  prodotto  di  tuli’  i moltiplicatori. 

La  definizione  della  moltiplicazione  ( n"  aa  ) rende  ciò  più 
evidente.  Giacché  se  devesi  moltiplicare  358  per  la,  bisogna 
comporre  per  mezzo  di  358  un  numero  dello  stesso  modo  che 
la  è composto  per  mezzo  dell’unità.  Ora  tasi  può  comporre 
o ripetendo  1’ unità  la  volle,  o pure  prendendo  prima  l’unità 

4 volte  c poi  ripetendo  3 volte  quello  che  si  è ottenuto  ; 
perciò  si  otterrà  lo  stesso  prodotto  o ripetendo  358  dodici 
volte,  o pure  moltiplicando  il  dello  numero  prima  per  4 6 poi 
ripetendo  quel  che  si  è ottenuto  tre  volte. 

III.  Il  prodotto  di  più  fattori  non  varia,  secondo  qualun- 
que ordine  si  moltiplicano  i fattori.  Sia  da  moltiplicarsi  7 per 
3 per  5.  Si  potrà  moltiplicare  7 prima  per  3 e poi  per  5, 
o pure  7 per  i5,  e si  avrà  lo  stesso  prodotto  (lì.).  Ma  i5 
risultando  dal  prodotto  de’diic  iullori  3 c 5,  si  potrà  fare,  o3 
moltiplicalo  per  5,o  5 moltiplicalo  per  5 (n"  a5);  perciò  7 mol- 
tiplicato per  i5  potrà  risultare  0 da  7 moltiplicalo  per  5 e 
jKii  per  5,  o da  7 moltiplicalo  per  5 e poi  per  5.  Sarà  dun- 
«pie  il  prodotto  7 per  3 per  5 eguale  a quello  di  7 per 

5 per  3.  Ma  7 per  3 è lo  stesso  che  3 per  7 , dunque  il 
prodotto  stesso  sarà  eguale  a quello  di  3 per  7 per  5. 
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Cos)  si  coiuinucreLbe  dando  a’  ire  faltorJ  lulic  Io  stuiazioni 
possìbili.  La  stessa  dimostrazione  ha  luo^o.  pcc  un  numero  di 
fattori  maggiore  di  tre. 

97.  Fosti  questi  priiicipii  , se  il  nioIlipIicatoFC  è composta 
di  una  sola  cifra  significativa  seguita  da  zeri , si  far.V  la  molti- 
pheazione  come  se  gli  zeri  non  vi  fossero,  c poi  sa  nc  aggiun- 
gerà un  egual  numero  al  prodotto.  Giacché  essendo  400- eguale 
a 4 inollìplicaio  per  100, si  moltìplica  un  numero  per  400,  mol-. 
liplicandoh)  prima  per  4 ^ poi  <1  prodotto  ottenuto  por  100 
(n’^  prec.)  Parimenti  si  moltiplica  per  5ooo  moltiplicando  pcc 
5 e aggiungendo  tre  zeri  al  prodotto  , per  70  inoltiplicandq 
per  7 o aggiungendo  un  zero  al  prodotto. 

§i  debba  ora  moltiplicare  5678  per  486.  Ciò  corrispondo 
a ripeter  3678  6 volle  più  80  volle  più  400  vol- 
te, o in  altri  termini  a moltiplicarlo  per  6 per  8a 
c per  400,  e poi  a riunire  questi  prodotti  parziali. 

Ma  per  moltiplicare  per  80  basta  moltiplicare  per 
8 e situare  la  prima  cifra  del  prodotto  al  posta 
delie  diccHie;  per  moltiplicare  per  400  basta  molti- 
plicare per  4 e scrivere- la  prima  cifra  al  posto  delle 
«icnlinaja;  perciò  scritti  l’imo  sotto  l’altro  i prodotti 


3578 

486 

3 1468 
28624 
14319 


1738908, 

parziali , coU’avverlenza  di  situar  la  prima  cifra  di  ognuno  nel 
posto  che  ha  k cifra  dol  moltiplicatore,  la  somma  di  questi 
prodotti  parziali  darà  il  prodotto  totale. 

Sa  ciò  risulta  che  la  moltiplicazione  de’  numeri  composti 
non  richiede  die  la  conoscenza  de’  peodottLde’ numeri  di  una 
^la  cifra , ossia  di  quelli  contenuti  nella  tavola  di  Pitagora. 
E chinque  interessantissimo  lo  imprìmierli  h^ne  nella  memoria. 


28.  Ecco  nondimeno  alcune  osservazioni  da 
nell’  intraprender  1’  operazione. 

/"  Se  fra  le  cifre  del  mol- 
lìplìcaiore  vi  è qualche  zero, 
si  passerà  alla  cifra  seguen- 
te; ma  bisogna  mettere  atlen- 
zìouc.iiel  situare  la  prima  ci- 
fra del  prodotto  parziale,  la 
quale  deve  sempre  corri- 
spondere al  posto  che  ha  nel 
moltiplicatore  , come  si  vede 
in  (A).Qualchc  volta  por  evi- 
tar gli  CI  lori  si  suole  scriver 


(A) 
573438 
900403 

1146856 
2283gi 3 
1146856 

ii49i5i38o56. 


tenersi  presenti, 

573128 

200403 


1146856L 

o 

9283gi2 

o 

o 

1.146856 
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un  zero  nel  principio  della  linea  ebe  manca  , come  si  vede 
praticato  in  (B).  Con  ciò  si  ha  il  vantaggio  di  osservare  ogni 
prodotto  parziale  avanzar  di  un  sol  posto  verso  la  sinistra.  Del 
resto  questa  precauzione  è inutile  quando  si  usa  la  necessa- 
ria attenzióne. 

a°  Se  il  moltiplicatore  c terminato  da  zeri,  per  quel  che  si 
è detto  ( n®  6 ) si  farà  l’ operazione  come  se  gli  zeri  non  vi  fosse- 
ro, e poi  si  aggiungeranno  in  cgual  numero  al  prodoiio.Lo  stesso 
si  è detto  doversi  fare  riguardo  al  moltipli- 
cando ( n”  25);  perciò  quando  i due  iàl- 
tori  son  terminati  da  zeri , si  farà  la  molti- 
plicazione senza  avervi  considerazione , e poi 
al  prodotto  se  ne  aggiungeranno  tanti  quanti 
ne  contengono  i due  fattori.  L’  annesso  esem- 
pio fa  conoscer  come  bisogna  regolarsi. 

3"  11  modo  di  scrivere  i numeri  può  esser  indifferente , 
allorché  nell’  esecuzione  si  usa  tutta  1’  attenzione  necessaria 
j>er  evitare  gli  errori.  Giova  però  scrivere  i numeri  in  modo 
che  la  prima  cifra  ( a destra  ) del  moltiplicatore  corrisponda 
sotto  la  prima  cifra  del  inoliiplicando , tanto  per  maggior  fa- 
cilità , quanto  per  servire  ad  una  certa  regolarità  ; la  quale 
esige  che  le  cifre  de’ prodotti  parziali,  come  esprimenti  unità 
del  medesimo  ordine  di  quelle  del  moltiplicando,  corrispon- 
dano con  queste  nella  stessa  colonna  verticale. 

LLsempi  di  moltiplicazione. 
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29.  Si  può,  prima  di  csrguir  la  moltiplicazione,  conoscer  (piante  cifre 
deve  avere  il  prodotto.  Infatti  se  il  moltiplicatore  c di  una  sola  cifra , 
ogni  cifra  del  moltiplicando  dà  una  cifra  nel  prodotto  ; solamente  I’  ul- 
timo prodotto  può  esser  di  una  cifra  o di  due.  In  conseguenza  il  pro- 
dotto avrà , o un  numero  di  cifre  eguale  a quelle  del  moltiplicando  , o 
una  di  più. Basta  ordinariamente  osservare  la  prima  cifra  ( a sinistra  ) del 
moltiplicando  per  decidere  quale  de’  due  casi  abbia  luogo. 

Allorcbc  il  moltiplicatore  c di  più  cifre,  si  osserverà  il  prodotto  die 
risulta  dall’ ultima  cifra  del  moltiplicatore,  il  quale  darli  tante  cilic 
o una  di  più  di  quellu  del  moltiplicando.  Ora  a questo  prodotto  biso- 
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gna  aggiunger  tanti  zeri  quatile  tono  le  cifre  riinaneMì  de)  molli|iIi- 
calorc  ; perciò  le  cifre  del  prodotto  saranno  o quanto  quelle  de'  due 
fattori  o una  di  pieno. 

Potendosi  invertire  1'  ordine  de'  fultori  , senza  clie  venga  a alterarsi 
il  prodotto  , gìover'u  de’  due  fattori  prender  per  moltiplicatore  quella 
che  ha  meno  cifre.  Si  farà  allora  un  ininnr  numero  di  prorintti  par- 
ziali ; e siccome  ogni  prodotto  parziale  può  contenere  una  cifra  di  piìt 
del  moltiplicando  , si  scriveranno  meno  cifre , e 1'  operazione  riuscir'» 
più  breve. 

f.  IV.  Della  divistone. 


3o.  La  divisione  è l’opcruziunc  inversa  della  mollipJiea- 
zione , conne  la  sollrnzione  lo  c del  l’addizione.  Giacché,  dati 
due  numeri , per  mezzo  della  moltiplicazione  se  iic  trova  il 
prodotto  ; ma  se  in  vece  fosse  dato  il  prodotto  c uno  de’fat- 
lori , l’ operazione  che  serve  a trovar  1’  altro  fattore , chiamasi 
divisione.  Sia  dato  per  es.  il  numero  64  come  prodol- 
lo,  e il  16  come  fattore  di  64,  la  divisione  ha  per  ogf'etlo 
di  trovare  l’altro  fattore  4,  il  quale  moltiplicalo  per  16  ri- 
produca 64. 

Siccome  coll’addizione  si  può  eseguire  una  moltiplicazio- 
ne, hasierebhe  la  sollrazione  per  effelltiar  la  divisione.  Di 
fallo  il  64  è composto  del  16  ripetuto  tante  volle  per  quati- 
le  unità  si  trovano  nel  fattore  che  si  cerca.  Se  dunque  da 
t>4  si  toglie  il  16  quante  volle  si  può,  osservando  che  do- 
po quattro  sottrazioni  non  vi  è più  resto , si  conchiuderà 
che  bisogna  ripeter  il  16  quattro  volte  per  olieuere  il  64>  ^ 

c che  quindi  il  fàllore  richiesto  ò 4.  Con  questa  operazione  si 
vien  parimenti  a conoscer  quante  volle  il  16  è contenuto  in  64. 

Ila  poi  ricevuto  il  nome  di  divisione,  perché  serve  appunto 
a dividere  un  numero  in  parli  eguali.  Di  falli  se  si  volesse, 
o sapere  di  quante  parli  eguali  a 16  ò composto  64*  o pure  di- 
videre il  64  in  16  parli  eguali , bisognerebbe  considerare  64 
come  prodotto  e 16  come  uno  dei  fattori  ; e il  fattore  4 rhi- 
venuio  indicherebbe,  nel  primo  caso  che  64  è composto  di  4 
parli  eguali  a 16,  enei  secondo  che  è composto  di  16  parli 


if) 

16 

3^ 

iG 

Tg 

iG 


tignali  a 4. 

Qu.ihinquc  .sia  il  punto  di  vista  sotto  il  quale  si  riguarda 

3ue.sia  operazione,  il  suo  oggetto  é sempre  la  decomposizione 
i un  numero  in  due  fattori  de'  quali  uno  é dato. 

11  numero  che  deve  dividersi  si  chiama  ; quello 

j>cl  quale  si  deve  questo  dividere  , si  dice  divisore;  c il  fit- 
tole che  si  oliiciie  , quoziente. 
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E siccome  il  divisore  moliiplicato  pel  quoziente  deve  ripro- 
durre il  dividendo  , si  può  (n°  a a)  il  dividendo  considerare 
composto  rispetto  al  quoziente  come  il  divisore  lo  è ri- 
spetto aW  unità. 

5i.  Se  per  eseguire  la  divisione  si  volesse  far  oso  della  sot- 
trazione, si  andrebbe  incontro  ad  una  operazione  lunga  e pres- 
soché impraticabile  in  molti  casi.  Esiste  perciò  un  altro  me- 
todo dipendente  del  modo  come  si  forma  il  prodotto  di  due 
numeri.  Prima  di  esporlo  faremo  osservare  clic  il  quoziente 
di  un  numero  diviso  per  a si  dice  esserne  la  meta  ; diviso 
por  5 , per  4 , per  6,  oc., si  dice  la  sua  parte  terza,  quarta , 
quinta,  ec.  I quozienti  interi  di  un  numero  diviso  per  a,  \>cr 
D,  per  4)  per  5,  ec.  si  chiamano  summultipli  del  numero  dato. 
I summultipli  di  un  numero  ne  sono  una  parte  aliquota, 

Dippiù,  dividere  un  numero  per  6,  7,  ec.  significa  renderlo 
sci , sette,  ec.  volte  minore.  Se  duiiqiic  si  cancella  un  zero  alla 
destra  di  un  numero,  ogni  cifra,  c quindi  il  numero  stesso,  ac- 
quistando un  valore  dieci  volle  minore  , sarJi  diviso  per  io. 
l’arimcnli  cancellando  due,  tre,  cc.  zeri  alla  destra , il  numero 
sarò  diviso  per  100,  per  1000,  cc. 

5a.  Se  il  dividendo  è di  una  o due  cifre  c il  divisore  di  una 
sola  cifra,  il  quoziente  dev’ esser  necessariamente  di  una  sola 
cifra.  Sarà  facile  trovarlo  coiio.scendo  i prodotli  de’ primi  nove 
numeri  ; in  caso  diverso  si  ricorrerà  alla  Tavola  di  Pitagora 
( n"  22  ).  Se  si  vuole  per  es.  il  quoziente  di  35  diviso  per  7 , si 
cercherà  7 nella  prima  linea  orizzontale,  e discendendo  ver- 
ticalmente fino  a che  si  trovi  55 , si  vedrà  che  il  primo  numero 
della  linea  orizzontale  in  cui  sta  il  55  è 5 ; e questo  è il  quo- 
ziente richiesto. 

Poiché  i multipli  di  un  numero  si  possono  formare  aggiun- 
gendo sempre  lo  stesso  numero  alia  somma  ottcnula  , ne  segne 
che  da  un  multiplo  all’ altro  successivo  vi  sarà  l’intervallo  di 
tante  unità  per  quanto  è il  numero  stesso  meno  una.  Guar- 
dando per  es.  nella  tavola  di  Pitagora  i multipli  di  6,  si  vedrà 
che  essi  sono  6,  12,18,  ec.,  e che  dall’  uno  all’  altro  vi  sono 
altri  cinque  numeri  intermedi.  Se  dunque  si  dovesse  dividere 
58  per  6,  non  trovandosi  58  fra  i multipli  di  6,  la  divisione 
non  può  cficitunrsi  esattamente.  La  quistionc  allora  riducesi 
a trovare  il  quoziente  del  più  gran  multiplo  di  6 contenuto 
in  58. 
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Stabiliii  <jùesù  princìpii,  passeremo  a mostrare  come  si  possa 
eseguir  la  divisione  sopra  un  numero  qualunque. 

53.  Trattiamo  in  primo  luogo  il  caso  in  cui  il  dividendo  ab- 
bia più  di  due  cifre  e il  divisore  sia  di  una  cifra  sola  ; c suppo- 
niamo che  si  voglia  dividere  6q3  per  3.Si  tratteti  di  trovare  un 
numero  che  moltiplicato  per  o riproduca  le  unità,  decine  e 
centinaja  di  693.  Òr  ciascuno  di  questi  numeri  e^ndo  sepa- 
ratamente divisibile  per  5 , si  trova  subito  che  il  quoziente 
è a3i. 

Ma  se  dovesse  dividersi  3493  per  7 , non  si  potrebbe  seguire 
lo  stesso  metodo,  perchè  ninna  delle  cifre  del  dividendo  è sepa- 
ratamente divisibile  per  7.  Si  osserverà  in  primo  luogo  che  il 
quoziente  richiesto  non  può  aver  migliaja , giacche  se  avesse 
solamente  1 migliajo,  questo  moltiplicato  per  7 darebbe  7 mi- 
gliaja, mentre  il  dividendo  ne  contiene  3.11  quoziente  avrà  dun- 
que centinaja , diecine  e unità.  Moltiplicando  questo  quo- 
ziente per  7,  si  vengono  a ottenere  tre  prodotti  parziali,  uno 
di  unità , I’  altro  di  diecine,  il  terzo  di  centinaja,  che  uniti  in- 
sieme debbono  formare  il  numero  3493.  L’  operazione  dun- 

3 ne  è ridotta  a decomporre  il  numero  3493  in  centinaja  , 
iecine  ed  unità , tali  che  ciascuna  sia  separatamente  divisi- 
bile per  7 , come  nel  caso  precedente.  A tale  oggetto,  dispo- 
sta Poperazionc  siccome  vedesia  lato,  si  trove- 
rà il  maggior  multiplo  di  7 contenuto  in  34  ccn- 


tinaja  esser  21,  il  cui  quoziente  è 3,  c que- 


2493 

21 

43 

43 


356 


ste  saranno  le  centinaja  del  quoziente.  Tolte  si 
centinaja  da  24;  si  avrà  per  residuo  5 centinaja, 
che,  convertite  in  diecine  e unite  alle  9 diecine 
del  numero  proposto,  daranno  3g  diecine  da  di- 
vidersi per  7.  Si  farà  la  stessa  operazione , e si  “ 
troverà  la  cifra  5 per  le  diecine  del  quoziente.  Da 
3g  tolto  35,  prodotto  di  7 per  5,  si  avrà  per  resto  4 diecine,  che 
convertite  in  40  unità  e Unite  alle  2 unità  del  numero  proposto 
daranno  43  unità  da  dividersi  per  7 ; il  quoziente  è 6.  Si  avrà 
quindi  il  quoziente  totale  556;  e siccome  togliendo  dall’ ul- 
timo dividendo  43  il  prodotto  di  7 per  6 non  vi  è resto,  la  di- 
visione si  fa  esattamente. 

Si  vede  che  con  questa  operazione  si  viene  a decom- 
porre il  n°  3493  in  31  ccntinaja,35  diecine,  c 42  unità,  c 
ciascuno  di  questi  numeri  è divisibile  separatamente  per 
7. 1 niiincri  34,  5q  e 42,  su  i quali  deve  succ.essivaiiicntc 
eseguirsi  la  divisione,  si  chiamano  dividendi  parziali  . 


31 

55 

42 

2492 
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Ecco  la  regola  da  seguirsi  nel  far  quésta  operazione.  Dir- 
sposti  per  maggior  comodo  i numeri  luno  a fianco  delt  al- 
tro , e separati  per  mex^zo  eli  linee  , tanto  il  dividendo 
quanto  il  quoziente , dal  divisore  , si  prenderà  il  primo 
dividendo  parziale  o di  una  o di  due  cifre  ^ secondo 
che  la  prima  cifra  del  dividendo  è maggiore  o minore 
della  prima  cifra  del  divisore  ; trovata  la  cifra  del  quo- 
ziente X si  farà  il  prodotto  di  questa  cifra  pel  divisore,  per 
sottrarlo  dal  dividendo  parziale.  A fianco  del  residuo  si 
scriverà  la  cifra  seguente  del  dividendo,  e si  avrà  un  se- 
condo dividendo  parziale,  sul  quale  si  opererà  nello  stesso 
modo. 

Da  ciò  risulu,  ebe  le  diverse  cifre  che  si  ollcngono  nel 
quoziente  rappresentano  unità  del  medesimo  ordine  di  quelle 
oe’ dividendi  parziali,  o in  altri  termini , delle 
cifre  del  dividendo  che  si  calano.  Quindi  se 
qualche  dividendo  parziale  non  contenesse  il  di- 
visore, il  quoziente  non  avrà  cifre  di  quell’ or- 
dine.ln  tal  caso  si  scriverà  un  zero  nel  quoziente, 
e si  calerà  la  cifra  seguente,  siccome  mostra  l’an- 
nesso esempio. 


4o56 

4H 

“56 

56 


8 


607 


443364 

23 

53 

56 

24 

o 


6 

73894 


34*  Allorché  il  divisore  è di  una  sola  cifra,  i dividendi  par- 
ziali non  possono  essere  che  di  una  o di  due  cifre,  e sarà  fa- 
cile in  conseguenza  fare  le  sottrazioni  senza  scrivere  i prodotti 
del  divisore  per  le  rispettive  cifre  del  quo- 
ziente. Nell’  esempio  qui  posto  a lato  si 
dirà  : 6 in  44  entra  7 volte  e si  scrive  il  7 ; 

6 per  7 fa  42  a 44  è 2 , si  scrive  il  2 sotto 
il  44  c si  cala  il  3.  Di  poi,  scritta  la  se- 
conda cifra  5 del  (|iioziente,  si  dirà:  6 per 
3 fa  18  a 23  è 5,  si  scrive  il  5 c si  cala 
il  3 per  avere  il  terzo  dividendo  parziale.  Cosi  si  continuerà. 

Non  solo  in  questo  caso  si  può  far  uso  dell’  esposto  com- 
pendio , ma  dopo  un  breve  esercizio  si  potrà  scrivere  im me- 
diatamente il  quoziente  sotto  il  dividendo,  senza  scrivere  i 
dividendi  parziali.  Nell’ esposto  esempio  si  dirà:  6 in  44  entra 

7 volte , c si  scrive  il  7 ; resta  2 che  unito 

al  3 fa  23  ; 6 in  23  entra  3 , si  scrive  il  3 c 443364  6 

resta  5 che  unito  al  3 fa  53  ; 6 in  53  cn-  73894  “ 

tra  8,  si  scrive  8 c resta  5 che  unito  al  6 fa 
■56;  6 in  56  entra  () , si  scrive  il  9 c resta  2 che  unito  al  4 
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fà  94  ; 6 io  94  entra  4 , si  scrive  il  4 ; e siccome  non  vi 
è resto  , 1’  operazione  è finita. 

È utilissimo  r esercitarsi  a fare  mentalmente  queste  specie 
di  decomposizioni. 


3.°  divid.  parz. 


1^08  Divisore. 
747  Quozicn. 


35.  Passiamo  al  caso  in  cui  anche  il  divisore  è di  più  cifre. 
L’andamento  del  l’operazione  è Io  stesso;  solamente  i dividendi 
dovranno  aver  tante  cifre  quante  ne  ha  il  divisore  o una  di 
più.  Si  debba  per  es.  dividere  57438a  per  768.  È chiaro  che 
^r  primo  dividendo  parziale  deve  prendersi  necessariamente 
0743,  giacché  le  pri- 
me tre  cifre  danno  Dividendo 5743*8*9'  768  Divisore. 

634  che  è minore  di  55^  Q„„,ìe„. 

708.  Per  conascerc  divid.  para....  3678'' 
quante  volte  il  im-  5^*  3 

mero  5743  contiene  ^ ..  , 

divisore,  SI  può  csa-  k”  fi 

minare  quante  volte 

la  prima  cifra  7 del  6 8 6 

divisore  contenuta  in  57.  Si  trova  che  vi  è contenuta  8 vol- 
te ; SI  faro  il  prodotto  di  768  per  8 , e siccome  questo  pro- 
dotto e 6194  maggiore  di  5740,  la  cifra  8 è troppo  grande 
Si  speriniMta  il  7 , e fatta  la  moltiplicazione  di  768  per  7 
SI  trova  5376  che  è minore  di  6743;  per  cui  la  cifra  7 è esat- 
ta. Scritta  questa  cifra  al  quoziente,  e il  prodotto  di  768  per 
7 soilr^tdo  dal  dividendo  parziale  6743, si  avrà  il  resto  367.  Si 
calc^jà  la  cifra  8 del  dividendo,  e si  avrà  un  secondo  dividendo 
parziale  3678  , sul  quale  si  opererà  come  sul  primo.  Si  trova 
per  scronda  cifra  del  quoziente  4 c per  secondo  resto  606. 
Olata  la  cifra  9 , si  avrà  il  terzo  dividendo  parziale  6069,  che 
eia  per  terza  cifra  del  quoziente  7 c per  resto  686.  Si  vede 
da  questo  cseiiipio,  clic  l’operazione  dev’ esser  condotta  come 
nel  caso  in  cui  il  divisore  è di  una  sola  cifra. 

Se  la  cifra  scritta  nel  quoziente  è troppo  grande,  si  cono- 
scerà da  che  nioltiplicata  pel  divisore  dà  un  prodotto  mag- 
giore del  dividendo  parziale  ; se  è troppo  piccola  , il  pro- 
dotto di  essa  cifra  pel  divisore , sottratto  dal  dividendo,  darà 
un  resto  maggiore  del  divisore.  Mei  primo  caso  si  diminuirà 
la  cifra  di  un  unità,  nel  secondo  si  dovrà  aumentare  (*). 


(*)  Se  avverta  di  scrivere  al  quoziente  ima  cifra  o troppo  grande  o 
troppo  piccola  , il  che  si  avverte  dopo  fatto  il  prodotto  , nuu  c ncces- 
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ter  evitare  gli  errori  che  potrebbero  rimltare  calando  una 
cifra  per  un’  altra  , ai  segneranno  con  un  accento  le  cifre  del 


cario  cancellar  )'  operaiione  eseguita  e rifar  di  nuovo  il  prodotto  del  di- 
visore per  la  cifra  corretta  del  quoziente.  Il  seguente  esempio  mostrerà 
chiaramente  come  bisogna  in  simil  caso  regolarsi . 


i6a84'9'«'8'6' 

11346 

a.o  divid.  para.  4038  9' 

5io5  7 

Mesto  non  culto.  q833  3 

5673 


5673 

39606 

87 

( ti  scrive  8 invece  di  9 al  quoziciilc). 


Retto  corr.  400  5 

3.*  divid.  parz.  4oo  5 8' 

340  3 8 

R«ito  inagg.  del  diyii.  6020 

5673 

Retto  corr.  . . 3 4 7 

4. '  divid.  parz.  3478* 

5. ”  divid.  i>'arz.  34786' 

34o38 

Resto  ......  5 4« 


In  pratica  la  cifra  che  ti  cala  ti  tcrive 
f immcdialamcntc  vicino  al  retto). 

(nel  quoziente  ti  tcrivc  7 in  vece  di  6'. 


(In  pratica  le  due  cifre  calate  8c6  ti 
sarebbero  tcrille  immediatamente  a, 
destra  del  resto  347  ). 


Dopo  aver  ottenuta  la  prima  cifra  3 del  quoziente  si  ha  il  resto  4938,  e 
calala  la  cifra  seguente  9 sì  ha  il  3"  dividendo  parziale  49389.  Siccome 
5 entra  in  4g  nove  volte,  si  supponga  essersi  scritto  9 al  quoziente.  U 

Ìtrodolto  del  divisore  per  g è 5 1057  , maggiore  del  divìdendo  parz^a- 
e.  La  qual  circostanza  ci  annuncia  die  la  cifra  9 del  quoziente  dev' es- 
ser diminuita  almeno  di  un'  unita.  In  vece  di  cancellare  <|uesto  pro- 
dotto e scrivervi  quello  del  divisore  per  8 ( cifra  corretta  del  quozien- 
te ),  si  iar^  la  sottrazione  supponendo  la  prima  cifra  ( a sinistra  ) del 
dividendo  parziale  aumentata  dì  iuta  diecina  , cioè  si  sottrarrà  5io57  da 
1493'^  , e si  avr'a  il  resto  98332  ; a questo  aggiungendo  il  divisore 
5673,  e omettendo  di  scriver  l'ultima  diecina,  si  ha  4oo5  che  è appiiiilo. 
il  resto  esalto,  che  sì  sarebbe  ottenuto  sottraendo  dal  dividendo  parzi.nle 
il  prodotto  di  5673  per  8.  Infatti  siccome  il  numero  f)io57  si  trova 
aumentato  di  5670  , è chiaro  che  non  si  cambierebbe  il  resto  se  si  au- 
mentasse della  stessa  quantità  il  numero  4938g  ( u°  16).  Operando 
nel  modo  indicalo  non  si  (a  che  invertir  V ordine  delle  operazioni  , 
giacche  al  resto  si  aggiunge  il  numero  6673  , e cancellando  1’  ultima 
diecina  si  viene  a togliere  il  10000  che  si  era  da  prima  aggiunto  per 
render  la  sottrazione  possibile.  Questa  operazione  è identica  a quella 
che  si  fa  co'  complementi  aritmetici  (n°  17  ) ; e di  fatto  98393  non  è 
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dividendo  a misura  che  si  calano , come  si  vede  fatto  nel- 
r esposto  esempio. 

36.  Per  conseguenza  : 

/'Le  cifre  del  quoziente  saranno  dello  stess’ ordine  di  quelle 
de’  dividendi  parziali.  In  effetti  nell’addotto  esempio  il  primo 
dividendo  parziale  6743  esprìme  centinaia  del  pari  che  la  prima 
cifra  7 del  quoziente.  11  primo  resto  che  è ZS'j  centinaja, conver- 
tito in  diecine  e unito  alle  8 diecine  del  dividendo,  dà  3678 
diecine , e la  cifra  corrispondente  4 del  quoziente  è diecine. 
Così  per  le  altre  ; 

a°  Se  qualche  dividendo  parziale  non  contenesse  il  divisore, 
si  scriverà  zero  nel  quoziente  c si  calerà  la  cifra  seguente  ; 

3°  Si  può  da  principio  determinare  il  numero  delle  cifre 
del  quoziente , poiché  debbono  esser  tante  quante  sono  le 
cifre  che  si  calano , più  quella  relativa  al  primo  dividendo 
parziale; 

4°  Ogui  quoziente  parziale,  dovendo  esser  di  una  soia  ci- 
fra, non  potrà  esser  maggiore  di  g. 


37.  La  sola  difficoltà  riduoesi  a stabilire  con  precisione  quante  volte 
il  dividendo  contiene  il  divisore  , a fin  di  evitare  i tentativi  inutili.  Per 
far  conoscer  come  debba  operarsi,  supponiamo  che  siasi  diviso  3447<  per 
7 , si  avrà  per  quoziente  Per  trovar  questo  quo- 

ziente , bisogna  decomporre  il  dividendo  in  migliaja  , cen-  34811  I 7 
tinaja,  diecine  e unità , tali  che  ciascuna  di  queste  classi  497^  ~~~ 
contenga  il  7 un  numero  esatto  di  volte.  Ma  se  dovesse 


che  il  complemento  aritmetico  del  resto  di  49389  sottratto  da  5 1057 
e siccome  il  resto  di  coi  si  parla  si  dovreb^  sottrarre  da  5673  per 
avere  il  risultamento  che  si  cerca , il  complemento  aritmetico  fa  cangiar 
la  sottrazione  in  addizione. 

Ottenuto  il  terzo  dividendo  parziale  4oo58,  si  supponga  essersi  scritta 
la  cifra  6 nel  quoziente.  Moltiplicando  il  divisore  per  6 si  ha  per  pro- 
dotto 34o38  che  sottratto  dal  dividendo  suddetto  dà  un  resto  6oao  , 
maggiore  del  divisore  ; il  che  mostra  che  la  cifra  del  quoziente  deve 
essere  aumentata  di  un’  unità.  Ma  senza  fare  il  prodotto  del  divisore 
per  7 è evidente  che  basterà  sottrarre  da  6ozo  il  divisore  5673,  e si  avrà 
347  che  è lo  stesso  resto  che  si  sarebbe  ottenuto  facendo  il  prodotto  di 


5673  per  7 e sottraendolo  dal  divìdendo  parziale  4<>o5S. 

£'  necessario  nel  calcolare  il  ridurre  le  o|ierazioni  al  minor  numero 
possibile  ; e quindi  conviene  di  non  perdere  alcun  calcolo  fatto,  e trarre 
profitto  anche  dagli  errori.  L' esposto  metodo  si  seguirà  ancora  , quando 
si  fa  uso  del  compendio  di  non  scrivere  i prodotti  parziali , siccome  si 
dirà  al  11*  39. 
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dividersi  348ii  per  4973  , secondo  la  regola  assegnata  ( n°  35  ) si  deve 
prender  8 (>er  cifra  del  quoziente.  Or  affinchè  8 sia  cifra  esatta  , 
bisogna  che  348li  si  pòssa  decomporre  in  migliaja  , centinaja , die- 
cine ed  uiiiik  , sicché  tutte  contengano  8 volle  le  migliaja  , centina- 
ja , ec.  del  quoziente.  Si  farà  dunque  7 in  34  entra  8 volte  e resta 
3 j unito  il  3 colla  cifra  seguente  dà  38 , che  non  contiene  8 volte  le 
g centinaja  del  divisore.  Perciò  la  cifra  8 è troppo  grande.  Si  farà  Io 
stesso  tentativo  con  7.  In  eifclti  il  4 fallo  entrare  in  34  sette  volte  dà 
per  resto  6 che  unito  a 8 dà  68.  11  b8  contiene  7 volte  >1  9 ( secon- 
da cifra  del  divisore  ) e dà  per  resto  5 , che  unito  alla  cifra  seguente 
dà  5i.  11  5i  contiene  pure  7 volte  il  7 e dà  per  resto  3 che  unito 
a 1 dà  31  , numero  che  contiene  pure  il  3 sette  volte.  Da  ciò  si  con- 
cliiude  che  la  cifra  7 è esatta.  Si  vede  che  con  questa  ope- 
razione fatta  mentalmente  si  viene  a decomporre  il  numero 
34B31  in  38  migliaja,  63  centinaja  , 49  diecine  e 3i  unità  , 
ciascuna  delle  quali  divisa  rispettivamente  per  le  cifre  4i  9i 
7 , e 3 del  divisore  dà  per  quoziente  7.  Questi  sono  in  effetti 
i diversi  prodotti  parziali  che  si  ottengono,  moltiplicando  497^ 
per  7. 

È raro  che  si  debba  spingere  il  tentativo  6no  all'  ultima  cifra  , gia- 
chù  se  si  arriva  a uu  resto  che  unito  alla  cifra  seguente  non  contic.ie 
più  lo  stesso  numero  di  volte  la  cifra  corrispondente  del  divisore  , la 
cifra  del  quoziente  è troppo  grande.  Se  poi  si  perviene  . , ___ 

a un  resto  almeno  eguale  alla  cifra  stabilita  nel  quo-  ” ^97'^ 

«vionfo  iniili1«a  nr/^c/3rynir^  il  c*t£r<ri/\  a 1fi  /vìTr»  À ' I 


38 

63 

49 

31 

348^7 


ziente  , c inutile  proseguire  il  saggio  , e la  cifra  è 
giusta.  Nell'  esempio  qui  annesso  si  ha  per  primo  di- 
videndo parziale  27743.  Or  4 in  27  entra  6 volte 
e resta  3 che  unito  al  7 fa  37  ^ il  g in  37  non  en- 
tra 6 volte  , per  cui  6 è troppo  grande.  Si  prende 


2H7.S3 

24865 

39179 

34811 


4368 


5.  Come  4 per  5 fa  20,  sottratto  da  27,  dà  per  resto 

7 che  imito  al  7 dà  77.  11  g in  77  entra  5;  ma  il 

resto  essendo  assai  maggiore  d i 5 , è inutile  seguir  più  oltre.  Il  secondo 
dividendo  parziale  è 28783  , che  differendo  poco  dal  primo  , fa  cono- 
scere immediatamente  che  la  cifra  del  quoziente  è pure  5.  Il  terzo  di- 
videndo parziale  è 3gt79.  Or  4 >»  3g  entra  g volte  e resta  3 , che 

unito  all'  1 dà  3i.  Siccome  g in  3i  non  entra  g volte  , si  prenderà 

8 per  cifra  del  quoziente.  Il  4 in  3g  fatto  entrare  8 volte  dà  per  resto 

7 che  unito  all'  1 dà  71.  11  g in  71  non  si  conùeiie  8 volte  -,  per  ciò 

si  prenderà  7.  Essendo  7 per  4 eguale  a 28 . sottratto  da  3g  dà  per  resto 
1 1 che  è maggiore  di  7 , per  cui  la  cifra  7 è buona. 


38.  Se  il  dividendo  ed  il  divisore  son  terminali  da  zeri  , 
cancellandone  in  ciascuno  un  egual  numero  , il  quoziente 
non  è alterato  ; e gli  zeri  soppressi  si  ristabiliranno  nel  re- 
sto ( se  vi  è ).  Di  fatto  se  si  dovesse  dividere  5 1000  per 
600  il  quoziente  è identico  a quello  di  5io  per  6 ; giacché 
i due  zeri  die  si  son  soppressi  tanto  nel  dividendo  che 
nel  divisore  non  hanno  fatto  che  cangiare  il  nome  deirunilà  ; c 
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5iooo  ovvero  5io  centinaja  diviso  per  600  ovvero  per  G cen- 
tìnaja  debbono  dare  lo  stesso  quoziente  che  5io  unità  divise 
per  6 unità.  Parimenti  46000  diviso  per  6000  dà  lo  stesso 
migliaja  diviso  per  6 migliaja  ; ma  il  resto 
gliaja,  deve  scriversi  3ooo.  Si  possono  dun- 
que dividere  per  10,  100,  1000,  ec.  il  dividendo  e il  divisore  j 
il  quoziente  non  si  altera.  Si  dimostrerà  in  seguito  che  la 
stessa  proprietà  ha  luogo  quando  si  moltiplicano  o si  dividono 
per  un  ineuesimo  numero  il  dividendo  e il  divisore. 

Ecco  alcuni  esempi  di  divisione. 


quoziente  ebe  49 
5,  esprimendo  3 mi 


758'3'4'7'a'  I 74^ 
745  I 10206 

i5  3'4' 

14  8 6 

“48  7V 

44^8 

414 


i378'7'2'o'|oo 

i5G8 

IO  7*2' 

IO  26 


342(00 

4o3 


460' 

34  2 

Resto  1 1 8 OD 


3g.  La  divisioue  in  generale  riuscirli  più  compendiosa  , trovando  i 
resti  senza  scrivere  i prodotti  del  divisore  per  ciascuna  cifra  del  quo- 
ziente. Dovendo  dividere  54a5932  per  j3H4,si  dispor- 
rà l'operazione  al  solito^  e preso  il  primo  dividendo  r>425g'3'a' 

54359  si  troverà  che  la  ciira  del  quoziente  è Si  3S71  3 
dir'a  : 4 prr  7 fa  28  , e siccome  la  cifi  a delle  unità  356  i 2 

del  dividendo  è 9,  si  prenderanno  due  diecine  dalla  €076 

cifra  seguente  . il  che  dà  29  ; per  cui  da  28  a 29  è 
1 , e si  nota  1'  t . Bisogna  ricordarsi  le  3 diecine  prese  in  prestito  , le 
quali  in  vece  di  toglierle  dalla  cifra  seguente  5 si  uniranno  al  prodotto 
seguente,  siccome  si  e detto  (n*  t6).  Foi  si  dirà  7 per  8 fa  56  e 3 clic 
si  riportano  58  , e come  la  cifra  superiore  è 5 si  aggiungeranno  6 diecine 
e sì  farà  65  ; per  cui  da  58  a 65  è 7.  Si  scrive  il  7 e si  tiene  a roe- 
inoria  il  6.  lu  seguito  3 per  7 (a  21  e 6 fanno  27  , a 32  è 5.  Si  nota  il 
5 e si  tiene  a memoria  il  3.  In  6ne  7 per  7 fa  49  e 3 fanno  5s , a 54 
è 3.  Si  scrive  il  2 , e si  avrà  il  resto  2571.  Calata  la  cifra  seguente, 
si  ha  il  secondo  dividendo  parziale  25713.  Trovato  che  le  cifra  del  quo- 
ziente è 3 , si  dirà  3 per  4 là  12  , a i3  è i ; 3 per  8 fa  s4  o i fanno 

35  , a 3i  è 6 ; 3 per  3 là  9 e 3 iànuo  12,  a 17  c 5;  3 per  7 fa  21 

e I fanno  aa  , a 35  è 3.  Sul  terzo  dividendo  parziale  sì  opererà  nel  modo 
stesso. 


7384 
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CAPO  ir. 

De'  decimali. 

ART.  I. 

Natura  e proprietà  de'  decimali. 

40.  Secondo  la  lcp{>c  sulla  quale  è fondato  il  sistema  di  nu- 
merazione , r unità  di  cui  ogni  cifra  rappresenta  la  collezione 
acquista  un  valore  dicci  volte  più  grande  a misura  che  la  cifra 
avanza  di  un  posto  dalla  destra  verso  la  sinistra , ed  un  va- 
lore dieci  volte  più  piccolo  per  ogni  posto  che  retrocede  dalla 
sinistra  verso  la  destra.  Segue  da  ciò  che  1’  unità  è la  decima 
parte  della  diecina , come  la  diecina  lo  è del  centinajo , il 
ccntinajo  del  migliajo^  cc.  ; e perciò  l’ unità  sarà  la  centesima 
parte  del  centinajo,  la  millesima  del  migliaio,  ec. 

Or  nulla  impedendo  cha  questa  legge  di  decremento  fini- 
sca alle  unità  semplici , si  può  intenderla  prolungata  inde- 
finitamente verso  fa  destra , come  si  trova  estesa  indefinita- 
mente verso  la  sinistra.  Si  stabilirà  dunque  che  una  cifra  po- 
sta a destra  delle  unità  abbia  un  valore  dieci  volte  più  pic- 
colo di  quello  che  avrebbe  al  posto  delle  unità  ; dessa  per- 
ciò rappresenterà  decimi.  Parimenti  una  cifra  posta  a destra 
de’  decimi  avrà  un  valore  dicci  volte  più  piccolo  di  quello 
che  avrebbe  al  posto  de’  decimi , cento  volte  più  piccolo  di 
quello  che  avrebbe  al  posto  delle  unità,  e rappresenterà  cen- 
tesimi ; e così  proseguendo.  Per  poter  intender  il  significato 
di  un  numero  non  rimane  che  a fissare  il  posto  delle  unità  ; 
per  tal  oggetto  si  è convenuto  di  mettere  una  virgola  dopo  le 
unità.  Per  es.  nel  numero  379,4683  la  cifra  g posta  a sinistra 
della  virgola  rappresenta  le  unità,  e perciò  il  numero  a sini- 
stra della  virgola  sarà  379  interi  ; del  numero  a destra  della 
virgola  la  prima  cifra  4 rappresenta  unità  dieci  volte  più  pic- 
cole dell’unità  principale,  la  seconda  rappresenta  unità  dieci 
Volte  più  piccole  della  precedente  , c così  di  seguito.  Per  que- 
ste unità  l’ordine  di  successione  è lo  stesso  come  nel  numero 
a destra  della  virgola;  ma  il  loro  valore  divenendo  di  dieci  in 
dieci  volte  più  piccolo,  dopo  i decimi  avranno  gli  stessi  nomi 
colla  desinenza  in  es/V/i/, Perciò  la  prima  cifra  a destra  della  vir- 
gola rappresenta  decimi,  la  seconda  centesimi,  la  terza  mil- 
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lesimi,  la  (quarta  diecimillesimi,  cc.  Quel  numero  adunque 
rappresenlcra  4 decimi,  5 ceniesiini,  8 millesimi,  3 diecimillesi- 
mi. £ siccome  iie’numeri  interi  la  denominazione  la  dà  l’uniià 
dell’  infima  specie , per  cui  il  numero  Syg  non  si  dice  3 cen- 
tìnaja  7 diecine  c 9 unità  ma  trecento  settantanove  unità  ; 
del  pari  l’altro  si  leggerà  quattromila  cinquecento  ottantatre  die- 
cimillesimi. 

Si  può  dunque  con  questo  sistema  portar  1’  unità  a quel 

Ì'rado  di  grandezza  o di  piccolezza  che  si  vuole,  col  solo  scriver 
e cifre  l’una  accanto  dell’ al  tra,  o verso  la  sinistra  o verso  la 
destra. 


4i>  Un  numero  decimale  si  leggerii  come  se  fosse  un  nu- 
mero ìiilero  qualunque,  dandogli  poi  la  denominazione  che  gli 
compete  secondo  il  numero  delle  cifre;  la  quale  denominazione 
sarà  determinata  dall’  unità  seguita  da  tanti  zeri  per  quante 
sono  le  cifre  dopo  la  virgola.  Perciò  nell’  esposto  esempio  essen- 
do 4 le  cifre  a destra  della  virgola,  il  numero  esprimerà 
loooo'**"' .11  numero  3, 74389  si  leggerà:  3 interi  e 74389 
centomillesimi. 

I decimali  si  scriveranno  sotto  la  dettatura  come  si  scrivono 
gli  altri  numeri.Fa  d’uopo  però  porre  attenzione  alla  loro  deno- 
minazione, affinché,  vedendo  quante  cifre  decimali  debbono 
esservi , si  supplisca  con  gli  zeri  a quelle  che  mancano.  Così 
dovendo  scrivere  a interi  e 307  milionesimi , siccome  un 
milione  ha  sei  zeri  e 3oy  contiene  tre  cifre , si  aggiunge- 
ranno tre  zeri  a sinistra , e il  numero  sarà  3,000307.  In  questo 
numero  mancano  i decimi,  i centesimi  e i miilesimi.Similuicnte 
il  numero  i3  interi  e 4 diecimillesimi  si  scriverà  ì3,ooo4. 

Allorché  mancano  le  cifre  a sinistra  della  virgola,  per  far  co- 
noscer il  posto  delle  unità,  si  metterà  un  zero  nel  luogo  delle 
unità.  Così  il  numero  o,43a  esprime  43a  millesimi,  e si  legge: 
zero  interi  e 43 a milIcsimi.Quel  zero  cui  segue  la  virgola  deter- 
mina il  posto  relativo  di  ciascuna  cifra  ; per  cui  si  conosce  che 
il  4 sta  nel  posto  de’ decimi,  il  3 in  quello  de’ centesimi , c il  a 
in  quello  de^millesimi. 

43.  E chiaro  che  in  un  numero  che  contiene  interi  con  de- 
cimali, aggiungendo  degli  zeri  o a destra  o a sinistra,  il  suo  va- 
lore non  d altera.  In  effetti  se  al  numero  17,458  si  aggiungono 
degli  zeri  o a destra  o a sinistra,  il  suo  valore  rimane  invariato, 
|>ei-  la  ragione  che  niuna  delle  cifre  cangia  di  posto. 

3 
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ART.  II. 

Operazioni  su  i decimali. 


43.  Avendo  esteso  il  sistema  di  numerazione  anche  per  rap- 
presentare parti  minori  ^elle  unità , e le  regole  assegnate  per 
far  le  operazioni  su  gl’interi  essendo  appoggiate  al  sistema  di 
numerazione , esse  converranno  ancora  al  caso  in  cui  i numeri 
contengono  cifre  decimali.  E necessario  nondimeno  làr  alcune 
osservazioni  da  tenersi  presenti  nel  caso  di  cui  si  tratta. 


44.  Per  l’addizione  non  altro  deesi  avvertire,  se  non  che  do- 
vendo farsi  l’addizione  sulle  unità  della  medesima  grandezza 
( n°  13  ) , si  sommeranno  i decimi  co’ decimi,  i centesimi 
co’  centesimi , ec.  ; perciò  si  scriveranno  in  modo  i numeri  l’ un 
sotto  l’altro , che  le  unità  e la  virgola  sieno  in  una  stessa  co- 
lonna verticale  . 

Ecco  degli  esempi. 


33,67  6,005739 

2,68349  i>45 

6,0367  5,7373 

16,00296  5,8 

67,19316  16,981039 


45.  Per  la  sottrazione  varrà  la  stessa  regola.  Solamente  se 
il  numero  superiore  ha  meno  cifre  decimali  dell’altro,  s’in- 
tenderanno messi  degli  zeri  nel  posto  delle  cifre  mancanti  ^ 
come  si  vede  ne’  seguenti  esempi. 

3,743  0,0432  i3,58 

2,0468  0,028976  3,79873 

1,6973  0,014224  10,78127 


46.  Intorno  alla  moltiplicazione  e alla  divisione  è neces- 
sario esporre  alcuni  principi!. 

I.  La  moltiplicazione  per  10,  per  100,  per  1000,  cc.  si  fa 

Kndo  la  virgola  di  un  posto  o di  due  o di  tre,  cc.  verso 
«tra,  come  la  divisione  per  10,  per  100,  per  1000,  cc. 
si  fa  passanido  la  virgola  da  destra  verso  sinistra^ giacché  in  tal 
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modo  le  cifre  nel  primo  caso  avanzano  verso  la  sinistra  e 
acquistano  perciò  un  valore  di  dieci  in  dicci  volte  più  gran- 
de, e nel  secondo  passano  verso  la  destra  e acquistano  per- 
ciò un  valore  di  dieci  in  dieci  volle  più  pìccolo  Così  se  il 
numero  45,8g5a  si  voglia  moltiplicare  per  loo,  si  passerà  la 
virgola  di  due  posti  verso  la  destra,  e si  avrà  4^89, 5a.  Se  il 
numero  3,74  si  voglia  dividere  per  1000,  si  scriverà  0,00374. 

II.  Se  in  una  moltiplicazione  si  aumenta  il  moltiplicando 
senza  toccare  il  moltiplicatore  viene  ad  aumentarsi  il  prodot- 
to , giacché  si  ripete  lo  stesso  numero  di  volle  un  numero  più 
grande.  Perciò  il  prodotto  di  358  per  7 sarà  maggiore  del  pro- 
dotto 357  per  7.  se  dunque  il  moltiplicando  si  raddoppia , si 
avrà  un  prodotto  doppio  ; se  si  triplica , il  prodotto  sarà  triplo  ; 
e in  generale  prendendo  un  moltiplicando  multiplo  di  un  altro, 
si  avrà  un  prodotto  egualmente  multiplo  del  primo. Si  verifica 
dunque  sul  moltiplicando  la  stessa  proprietà  che  nel  n°  26 
si  è dimostrata  sul  moltiplicatore  , cioè  che  prendendo  un 
moltiplicatore  doppio,  triplo  ec.  si  ha  anche  un  prodotto 
doppio , triplo,  ec.  il  che  dipende  dall’  altro  principio,  che 
siccome  il  prodotto  è sempre  lo  stesso,  qualunque  de'failurE 
si  prenda  per  moltiplicando  ( n°a5  ),  la  stessa  proprietà  di 
cui  gode  uh  fattore  deve  goder  I’  altro. 

III.  Essendo  la  divisione  un’  operazione  inversa  della  mol- 
tiplicazione, ne  segue,  che  se  si  divide  o il  moltiplicando  o il 
moltiplicatore  per  a,  per  3 , ec. , anche  il  prodotto  sarà  di- 
viso per  a,  per  3,  ec. 

IV.  Quindi  se  si  moltiplica  per  un  numero  qualunque  il 
moltiplicando  e per  lo  stesso  numero  si  divide  il  moltipli- 
catore, o viceversa,  il  prodotto  non  varia. 

V.  Siccome  nella  divisione,  il  dividendo  corrisponde  al  pro- 
dotto e il  divisore  al  moltiplicatore,  perciò  se  il  dividen- 
do e il  divisore  si  moltiplicano  o si  dividano  contempora- 
neamente per  un  medesimo  numero,  il  quoziente  non  varia. 
Questa  proprietà  era  stata  dimostrala  in  particolare  pe’  nu- 
meri IO,  100,  ec.  nel  n“  36. 

Premesse  questo  proposizioni , passiamo  ad  esporre  il  metodo 
da  seguirsi  nella  moltiplicazione  c divisione  dc’dccimali. 

47- Sia  per  cs.  da  moltiplicarsi  2358,45p<^r  4>?32.  Se  si 
sopprime  la  virgola  tanto  nel  moltiplicando  che  nel  molti- 
plicatore, si  viene  a moltiplicare  il  primo  numero  per  100  , 
il  secondo  per  1000.  E siccome  moltiplicando  235843  pci' 
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473a  si  otliene  un  prodolio  looooo  volle  niap;f>iorc,  divi- 
dendo queslo  pixxlollo  per  jooooo,  ossia  separandone  cinque 
cifre  decimali,  si  avrà  il  prodotto  richiesto.  Sc^mic  da  ciò  la 
regola , che  la  nioliiplicazione  de'  decimali  si  fa  come  se  i 
numeri  fossero  interi  , e poi  dai  prodotto  si  staccano  tante 
cifre  decimali,  quante  ve  ne  ha  ne’ due  fattori. 

Si  può  ancora  considerar  questa  moltiplicazione  sotto  un 
altro  aspetto.  Siccome  il  prodotto  rapprcsen- 


altro  aspetto.  Siccome  il  prodotto  rappresen- 
ta unità  dello  stess’  ordine  del  moltiplican-  2,35845 

do,  si  potrà  sopprimere  la  virgola  nel  mol-  4?3a 

tìplicatore,  e accrescei’e  tante  cifre  decimali  ' 4 71686 

nel  moltiplicando,  trasportando  la  virgola  verso  70*7520 
la  sinistra,per  quante  ne  sono  stale  soppresse  nel  i65o*c»oi 
moltiplicatore;  il  che  facendo,  il  prodotto  non  q433'"72 

varia  ( n“  46,  IV.  ).  Allora  i due  numeri  prò-  -= — — 

posti  diverranno  quelli  che  sono  in  margine.  11100,09070 
La  virgola  nel  prodotto  occuperà  lo  stesso  po- 
sto che  ha  nel  moltiplicando.  Volendo  parimenti  il  prodotto  di 
0,04752  per  13,27,  si  moltiplicherà  0,0004762  per  1327. 

È utile  in  alcuni  casi,  specialmente  quando  vi 
son  decimali,  cominciare  i prodotti  parziali  dalla  2,55843 

sinistra  verso  la  destra  ; nel  prodotto  non  vi  4762 

sarà  differenza  , solamente  la  linea  che  era  ' , 
r ultima  si  troverà  scritta  la  prima,  la  pe- 
sultiina  sarà  la  seconda,  cc.  ,come  si  osserva  i7o'n52Q 
in  margine.  Questa  maniera  di  operare  ha  il 

vantaggio  di  dar  prima  le  cifre  delle  unità  ; 

dell’ordine  il  più  elevato,  che  molle  volle  11160,09070 
sono  le  sole  che  interessa  conoscere. 


2,35845 

473a 

9435,72 

i65o,goi 

70,7629 

471686 

11 160,09076 


48.  Riguardo  alla  divisione , se  il  divisore  non  ha  cifre 
decimali , si  farà  la  divisione  al  modo  ordinario.  Solo  è da 
avvertire  che  siccome  le  cifre  del  quoziente  son  dello  stesso 
ordine  delle  cifre  che  si  calano  nel  dividendo,  appena  si 
cala  la  prima  cifra  decimale,  si  metterà  la  virgola  nel  quo- 
ziente. Nell’  esempio  qui  annesso  , dopo  la 
seconda  divisione  si  ha  il  resto  33,  ehi-  3iig,82 
sogna  calare  la  cifra  8 che  è la  prima  óiq 
decimale.  11  dividendo  parziale  338  rap-  3o  8 

presentando  decimi,  si  metterà  la  virgola  1 42 
nei  quoziente,  adinchè  la  cifra  6 espri-  54'* 

ma  decimi.  Le  cih'e  seguenti  si  troveranno 
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situate  tulle  al  posto  che  ad  esse  compete,  secondo  l’ ordine 
delle  unità  che  debbono  rappresentare. 

/ig.  Se  poi  anche  il  divisore  contiene  decimali,  siccome  il 
quoziente  non  si  altera  se  il  dividendo  e il  divisore  si  molti- 
plicano per  un  medesimo  numero  (n°447^-)j  sopprimerà  la 
virgola  nel  divisore , e nel  dividendo  si  trasporterà  di  tanti 
posti  verso  la  destra  per  quante  cnino  le  cifre  decimali  del 
divisore.  Sia  per  es.  da  dividersi  3584,3794  per  3,71;  que- 
sta divisione,  facendo  quanto  si  è detto,  si  ridurrà  a quella  di 
558437,94  per  371.  Perciò  se  le  cifre  decimali  nel  dividendo  e 
nel  divisore  sono  eguali,  si  sopprimerà  la  virgola  in  ciascuno; 
se  quelle  del  divisore  sono  in  maggior  numero,  si  aggiungeran- 
no nel  dividendo  gli  zeri  necessari  per  eguagliar  le  cifre  a 
destra  della  virgola,  e poi  si  sopprimerà  la  virgola;  se  quel- 
le del  dividendo  sono  in  maggior  numero  , ne  rimarrà  nel 
dividendo  un  numero  eguale  alla  differenza  fra  le  cifre  de- 
cimali del  dividendo  e qiiellc  del  divisore.  Così  la  divisione 
di  538,37  per  0,47  si  riduce  a quella  di  55837  per  47  ; la 
divisione  di  13,4  per  1,3589  si  riduce  a quella  di  134000 
per  13589. 

50.  Poiché  a destra  di  un  numero  che  contiene  cifre  de- 
cimali si  possono  aggiunger  quanti  zeri  si  vogliono  senza  che 
il  valore  del  numero  si  alteri  (n°43),  si  può  la  divisione  pro- 
lungar quanto  si  vuole,  e in  molti  casi  si  può  pervenire  a una 
divisione  senza  resto.  Dovendo 
per  cs.  dividere  5745,87  per  i,6t 
si  disporrà  l’operazione  secondo 
è stato  prescritto.  Pervenuti  al- 
r ultimo  resto  7,  si  aggiunge- 
rà un  zero;  e continuando  la  di- 
visione , si  otterrà  il  quozien- 
te esalto  358,954375.  Così  ope- 
rando , è come  se  si  dividesse 
per  16  il  numero,  5743,370000 
che  non  differisce  dal  data 

51.  Non  sempre  si  può  ottenere  un  quoziente  esatto,  pro- 
lungando la  divisione  ; il  quoziente  però  diverrà  tanto  più 
approssimato,  quanto  più  si  prolungherà  l’ operazione,  c I’  er- 
rore che  si  commette  sarà  minore  di  uti’  unità  dell’  ordine 


5743,37 

94 

145 

i53 

87 

130 


16 


358,954375 


80 

o 
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a cui  si  è inierrolta  l’ operazione.  Se  nell’  cs.  precedente  si 
fosse  finita  la  divisione  dopo  la  terza  decimale  , si  sarebbe 
avuto  il  ouozientc  approssimato  558,g54«  e 1’  errore  prove- 
niente dalle  cifre  trascurate  sarebbe  evidentemente  minore 
di  0,001. 

Sin  ancora  l’altro  esempio  posto  alato.  Si 
faccia  la  divisione  , e si  ottenga  il  quoziente  a558,43  |57 


fino  alla  quarta  cifra  decimale.  Or  è chiaro  i38  [63,741 3 

che  qualunque  possa  esser  il  numero  delle  37  4 
cifre  che  verrebbero  nel  quoziente  continu-  l 53 
andò  la  divisione , prese  insieme  non  pos-  5o 

sono  formare  un  diecimillesimo;  altrimenti  i3o 

il  quoziente  sarebbe  63,74 14' Dtinque  Ter-  19 

rore  è minore  di  0,0001. 


5 3.  Con  questo  metodo  si  può  ottenere  un  quozieute  ap- 
prossimato anche  quando  il  dividendo  non  con- 
tiene decimali  ; giacché  mettendo  una  virgola  683  laS 
dopo  il  dividendo  si  possono  aggiunger  quanti  83  Lj 
zeri  sì  vorrò.  In  fatti  il  numero  585clostcs-  80  ’ 

so  che  683,000.. . .Per  conseguenza  583  diviso  5o 
per  s5  dà  per  quoziente  esatto  35,3a.  o 


53.  Se  il  primo  dividendo  parziale  preso  a sinistra  della 
virgola  nel  aividendo  non  contenesse  il  divisore , si  scriverà 
zero  nel  quoziente  e si  metterà  la  virgola. 

Udì’  annesso  esempio  si  vede  che  4 non  4,523  18 

contiene  il  divisore;  si  scriverà  o nel  quo-  62  o3G5 — 

ziente , e si  passerà  al  secondo  dividendo  43  ’ 

parziale  4^;  uopo  di  che  si  continuerà  l’o- 
perazione. ^ 

In  quest’ altro  esempio,  il  primo  dividendo  parziale  3 dà 
o nel  quoziente;  messa  la  virgola  si  passerà 


783 


0,004 


al  secondo  dividendo  35  che  dà  anche  o;  il  5,6433 
terzo  354  dà  anche  o;  il  quarto  3543  dà 
4,  e noi  si  prosegue  l’operazione  al  solito. 

Si  vene  in  effetti  che  il  primo  dividendo  parziale  3543  che 
contiene  il  divisore  783  rappresenta  millesimi  , e perciò  la 
prima  cifra  del  quoziente  dev’  esser  anche  millesimi. 
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CAPO  III. 

Delle  Fraeiohi. 

54>  Bisogna  rammentarsi  che  1’  uniih  è il  termine  a cui 
si  paragonano  le  diverse  quantità  che  si  vogliono  rappre-» 
sentare,  e che  il  numero  è il  risultamento  del  confronto 
fatto  della  quantità  colla  sua  unità  ( n>  a c 5 ).  Se  il  numero 
si  forma  esattamente  dall’  unità  ripetuta  un  certo  numero  di 
volte,  sarà  intero  ; sarà  frazione^  se  esprime  una  parte  del- 
r unità;  e frazionario,  se  è composto  di  un  cerio  numero  di 
unità  intere  più  una  frazione  ( n°  4 ). 

Prima  di  esporre  le  proprietà  delle  frazioni  in  generale 
e le  regole  per  eseguire  su  di  esse  le  quattro  operazioni  , 
daremo  la  spiegazione  di  alcuni  segni  , de’  quali  per  brevità 
di  discorso  faremo  in  seguito  frequente  uso. 

Spiegazione  de*  segni. 

Il  segno  -f-  indica  l’addizione  e si  pronuncia  più.  Così  3-{-5 
si  legge  5 più  5 , ed  equivale  a 8. 

Il  segno — interposto  tra  due  numeri  serve  per  indicar  la  sot- 
trazione, e si  pronuncia  meno:  7 — a si  pronuncia  7 meno  a, 
ed  è lo  stesso  che  5. 

11  segno  X indica  moltiplicazione  ; quindi  l’ espressione 
3x5  si  pronuncia  3 moltiplicato  per  5,  ed  equivale  a i5 
Questo  prodotto  s’  indica  ancora  così  : 3.5. 

Il  segno  ; indica  divisione  : i3l5  si  pronuncia  i3  divi- 
so per  5. 

Il  segno  = rappresenta  1’  eguaglianza  di  due  quantità,  e si 
pronuncia  eguale. 

II  segno  >•  posto  fra  due  quantità  indica  che  la  prima  è 
maggiore  della  seconda;  perciò  7>5  si  pronuncia  7 maggio- 
re' di  5. 

Il  segno  esprime  che  la  quaniiià  a .sinistra  è minore 
deir  altra.  Così  a <5  si  legge  2 minore  di  5. 


Digilized  by  Google 


( 4o  ) 

ART.  I. 

Natura  e proprietà  delle  frazioni. 

55.  Quando  una  quaniiià  non  può  esser  rappresentata  c- 
sattauiente  per  mez^o  della  unità  ripetuta , bisogna  scegliere 
Il  li' altra  unità  più  piccola  che  goda  di  questa  proprietà; 
Abbiamo  già  verificato  ciò  nc’  decimali.  Per  esempio  il  iiii- 
mero  5,27  indica  una  quantità  che  nòn  si  è potuto  espri- 
mere ripetendo  1'  unità  stabilita  un  esatto  numero  di  volte, 
sicché  si  è presa  prima  un’unità  dieci  volte  più  piccola,  e 
col  a si  è rappresentata  un  altra  parte  di  detto  numero;  ciò 
non  bastando,  si  è presa  un  altra  unità  dicci  volte  più  pic- 
cola della  .seconda,  c si  sono  scritte  7 di  quest’  ultima  uni- 
tà. E siccome  ^uel  numero  si  può  leggere  627  centesimi  , 
si  vede  che  si  c dovuto  scegliere  un’  unità  cento  volte  più 
piccola,  ailìnchè  prendendo  627  di  queste  unità  venisse  esat- 
tamente rappresentata  la  quantità  proposta. 

La  granaczza  dell’ unità  o la  sua  denominazione  dipenden- 
do ne’  decimali  dal  posto  delle  cifre,  non  vi  è bisogno  per 
rappresentar  (pieste  frazioni  che  di  un  solo  numero.  Ma  quan- 
do le  suddivisioni  dell’  unità  non  hanno  relazione  col  siste- 
ma di  numerazione,  per  rappresentare  le  frazioni  vi  bisogna- 
no due  numeri,  uno  che  faccia  conoscere  in  clic  modo  l’unità 
scelta  dipende  dall’  unità  principale,  l’altro  il  numero  di  queste 
unità.  Il  primo  si  chiama  denominatore  il  secondo  numeratore. 
Si  è convenuto  di  scrivere  il  numeratore  e il  denominatore  l’ u- 
no  sotto  r altro,  separati  da  una  linea.  Così  la  quantità  7 rap- 
presenta ui\a  parte  dell’unità  o una  frazione;  il  numero  5 espri- 
me che  r unità  cui  si  riferisce  è la  quinta  parte  dell’  unità 
principale,  e l’ altro  che  si  prendono  5 di  queste  unità;o  in  al- 
tri termini,  i due  numeri  co’  quali  si  rappresenta  la  frazione 
suddetta  esprimono  che  l’unità  è divisa  in  cinque  parti  e di 
queste  se  ne  son  prese  5.  Parimenti  la  frazione  j fa  cono- 
scer che  si  ottiene  questa  quantità  dividendo  1’  unità  in  7 par- 
ti, e prendendo  2 di  queste  parti.  Il  numeratore  e il  deno- 
minatore si  dicono  i termini  della  frazione. 

6G.  Per  poter  aver  idea  della  grandezza  di  una  cosa  biso- 
gna misurarla.  L’  unità  è la  misura  della  Quantità  espressa 
da  un  numero  intero;  una  parte  più  piccola  dell’ unita  ser- 
ve a misurare  le  frazioni.  Considerando  la  frazione  ^ , si  ve- 
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drà  che  7 serre  di  misura  comune  all’unilà  e a questa  quan- 
tità , giaccliè  è contenuto  nove  volte  nell’  unità , quattro  volte 
nella  quantità  rappresentata  da  Per  ciò  i numeri  interi  e le 
fraztopi  si  chiamano  quantità  commensurabili. 

57.  Se  sì  moltiplica  una  frazione  pel  suo  denominatore  si  ha 
per  prodotto  il  suo  numeratore.  In  efictli  la  frazione  x ospri- 
nienao  che  si  ripete  quattro  volte  y dell' unità,  se  ogni  quin- 
ta parte  si  ripete  cinque  volte,  si  avrà  1'  unità;  e in  conse- 
guenza la  quantità  4 ripetuta  cinque  volte  deve  dar  4 u- 
nità.  Ossia  4X5  = 4* 

Da  ciò  risulta  che  una  frazione  è il  quoziente  della  divi- 
sione del  numeratore  pel  denominatore.  Questo  quoziente 
non  rappresenundo  il  suo  valore  che  per  mezzo  degli  ele- 
menti che  lo  producono,  cioè  del  dividendo  e del  divisore , 
dovrà  una  frazione  riguardarsi  come  l' indicazione  di  una  di- 
visione che  o non  si  è voluto  o nou  si  è potuto  effettuare. 

Che  questa  sia  1’  origine  delle  frazioni  si  vedrà  meglio 
dall’  annesso  esempio.  Dopo  aver  diviso  4^1  per 
8,  si  avrà  per  quoziente  55,  per  residuo  7.  Voien-  45i  I 8 
lendo  dunque  dividere  4^1  in  8 parti  eguali  in-  3i 

tere  è impossibile  ; nè  si  può  fare  altrimenti  la  7 

divisione  esatta  che  aggiungendo  al  quoziente  una 
frazione  dell’  unità.  Or  se  il  resto  fosse  stato  1,  è chiaro  che 
dividendo  l’unità  in  otto  parti,  e assegnando  una  di  queste 
parti  al  quoziente  53  , si  sarebbe  ottenuto  un  quoziente  e- 
satto.  Facendo  lo  stesso  con  ciascuna  delie  7 unità  del  re- 
siduo, si  vede  che  la  parte  da  aggiungersi  al  qiioziente  si  ot- 
tiene dividendo  l’unità  in  8 parti  e poi  prendendone  7;  il 
che  dà  la  frazione  4*  Questa  frazione  esprime  che  si  dovreb- 
be divider  7 per  8. 

58.  Una  frazione  che  ha  il  numeratore  eguale  al  denomi- 
' Datore  rappresentata  l’ unità.  Quindi  4 = y = ^ = 1. 

Se  poi  il  numeratore  è maggiore  del  denominatore,  l’e- 
spressione rappresenta  una  quantità  maggiore  dell’  unità , e 
chiamasi  numero  frazionario.  Tale  è per  es. 

59.  Si  possono  da’  numeri  frazionari  ricavar  gl’  interi,  di- 
videndo il  numeratore  pel  suo  denominatore.  Perciò  -^4^=47  4* 

Viceversa,  un  intero  unito  ad  una  frazione  si  riduce  ad 
un  sol  numero  frazionario  che  avrà  per  numeratore  il  pro- 
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dolio  dell^  intero  pel  denominatore  della  frazione  più  il  nu- 
meralore  delia  frazione,  e per  denominatore  quello  stesso  del- 
ia frazione.  E ciò  perche  il  quoziente  moltiplicato  pel  divi- 
sore più  il  resto  debbono  riprodurre  il  dividendo  (n"aq).  Per 
ciò  = 

60.  Ogni  numero  intero  può  esser  rappresentalo  da  una  fra- 
zione di  una  specie  data  , moltiplicando  l’ intero  per  un  da- 
to numero  e dividendo  per  io  stesso  numero.  Perciò  3 si 
converte  in  -f-l,  in  ec. 

61.  Riguardando  una  frazione  come  una  divisione  indicata , 

Se’principii  stabiliti  nel  n°  46  si  ricava,  che  moltiplicando  o 
ividendo  il  numeratore  si  moltìplica  o si  divide  la  frazio- 
ne. Ma  stando  anche  all’  idea  che  va  annessa  al  numerato- 
re e al  denominatore  si  vede , che  se  il  denominatore  rima- 
ne lo  stesso  e si  raddoppia  il.  numeratore , si  viene  a pren- 
dere un  doppio  numero  dì  parli  della  medesima  granefezza  ; 
se  si  triplica  , il  numero  delle  parti  è triplo  ; e in  gene- 
rale moltiplicando  il  numeratore  senza  toccare  il  denomina- 
tore, si  moltiplica  la  frazione.  Se  poi  senza  toccare  il  nu- 
meratore si  raddoppia  il  denominatore , si  troverò  l’ unitò  di- 
visa in  un  doppio  numero  di  parti , e quindi  ogni  parte  di- 
venterà la  metà  di  quel  che  era  prima  ; si  prenderà  perciò  lo 
stesso  numero  di  parti  più  piccole  di  una  metà  ; e quindi  la 
frazione  si  troverà  divìsa  per  9.  Parimenti  si  dimostra,  che 
moltiplicando  per  .3  il  denominatore  si  prenderà  la  terza  parte 
della  frazióne  ; c in  generale  moltiplicando  il  denominatore 
si  divide  la  frazione. 

La  divisione  produccndo  un  effetto  contrario  a quello  che 
produce  la  moltiplicazione , ne  segue  che  se  si  divide  il  nu- 
meratore di  una  frazione  senza  toccare  il  denominatore , si 
divide  la  frazione  ; e se  si  divide  il  denominatore  senza  toc- 
care il  numeratore,  si  moltiplica  la  frazione. 

Da  ciò  risulta,  che  la  moltiplicazione  o la  divisione,  operate 
nel  numeratore  producono  1’  effetto  stesso  che  sugl’  interi , e 
operate  nel  denominatore  producono  un  effetto  contrario  al 
senso  assegnato  a queste  operazioni. 

6a.  Dunque  se  in  una  frazione  si  moltiplicano  o si  dividono 
i suoi  termini  per  un  medesimo  numero,  il  suo  valore  non 
cangia. 
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Perciò  le  frazioni 


o le  altre 

1 9 IO  „ 

5’  6’  55’  156’  135’ 

sono  tulle  uguali. 

63.  Si  vede  da  ciò  che  una  quantiiò  commensurabile  che 
non  può  esser  espressa  da  un  numero  intero , può  esserlo  da 
una  infiniti  di  frazioni.Fra  queste  ve  n’è  una  che  è la  più  sem- 
plice di  tutte.  Kegli  esempi  citati  le  più  semplici  son  certa- 
mente le  prime.  Or  se  si  prende  per  es.  la  frazione  que- 
sta si  riduce  a { dividendo  i suoi  termini  per  42.  Perciò  si  ri- 
durrà una  frazione  ad  una  espressione  più  semplice  dividendo 
il  numeratore  e il  denominatore  per  qualche  loro  fattore  co- 
mune. Se  si  ha  per  es.  la  frazione  J-f-J , per  vedere  se  può  ri- 
dursi a più  semplice  espressione  si  sperimenterà  la  divisione  dei 
suoi  termini  per  9,  3,  5,  ec.  Infatti  dividendo  per  9 il  nume- 
ratore e il  denominatore,  quella  frazione  si  riduce  a 
è più  semplice  della  proposta.  Si  tenta  la  divisione  per  3,  la 
quale  riesce  esattamente;  e la  frazione  si  riduce  all’espres- 
sione Passando  allo  sperimento  degli  altri  numeri  conse- 
cutivi, si  trova  che  il  primo  che  divida  esattamente  i termini 
91  e 119  è 7.  Ffifelluata  la  divisione,  si  ha  finalmente  la  fra- 
zione molto  semplice 

Quanto  più  semplice  è la  frazione,  ossia  quanto  più  pìccoli 
sono  i termini  da  cui  è rappresentala,  tanto  più  distinta  è l’idea 
che  può  formarsi  del  suo  valore.  £ di  fatto  più  diOicile  con- 
cepir il  valore  di  un’  unità  divisa  in  714  parti  di  cui  se  no 
prendano  646,  che  di  un’unità  divisa  in  17  parti  di  cui  se 
ue  prendano  i3.  La  riduzione  delle  frazioni  alla  più  semplice 
espressione  è interessantissima  , ma  però  non  può  cadere  che 
sulle  frazioni,  i termini  delle  quali  hanno  de’ fattori  comuni. 
Passeremo  quindi  ad  esporre  alcune  teoriche  sulla  divisibilità 
de’  numeri , dalle  quali  dipende  quella  delle  frazioni. 
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ART.  II. 

Sulla  divisibilità  de'  numeri. 

64  Un  numero  si  dice  divisibile  per  un  altro,  quando  la 
dÌTÌsione  del  primo  pel  secondo  si  la  senza  resto. 

Un  numero  si  dice  jon/no . quando  non  ha  altro  divisore 
che  sè  stesso  e 1’  unità.  Così  a , 3 > 5 , 7,  11,  i3,  ec.  sono 
numeri  primi.  Due  numeri  si  dicono  primi  tra  loro,  quando 
non  hanno  alcun  divisore  comune. 

Poste  queste  definizioni , ecco  alcuni  teoremi  sulla  diviù- 
Lilità  de’  numeri. 

65.  L Se  un  numero  è divisibile  per  un  altro , Io  saranno 
ancora  i suoi  multipli. Per  es.  34  è divisibile  per  3; anche  a4X5 
sarà  divisibile  per  3.  In  elTctti  il  numero  che  risolta  del  pro- 
dotto 34X5  è composto  delle  parti  a4-f- 34-)- 34-}- 34+ 34  > 
ciascuna  delle  quali  è divisibile  per  3;  perciò  tutto  il  numero 
lo  sarà  pure  ( n®  33  ). 

Da  ciò  s^ue  : /*  che  un  numero  che  ha  due  o più  divi- 
sori, sarà  divisibile  pel  loro  prodotto,  c viceversa  ; 3°  che  se 
un  numero  ha  più  iàttori , diviso  per  uno  di  essi,  il  quo- 
ziente conterrà  tutti  gli  altri  ; S"  che  se  nel  dividendo  si  tro- 
vano tutti  i fattori  del  divisore  la  divisione  si  fa  senza  resto  (*). 

66.  II.  Se  un  dato  numero  è composto  di  più  parti,  dividendo 

per  un  dato  divisore  ciascuna  parte  e poi  la  somma  de’  resti 
di  queste  divisioni , si  avrà  un  resto  eguale  a quello  che  dà 
la  divisione  dell’intero  numero.  Per  es.  sia  66=37-|-35-l-4  ; 
dividendo  ciascuna  di  queste  parti  per  8 si  hanno  i resti 
5,1,4  (**)  , la  cui  somma  1 o divisa  per  8 dà  per  resto 
3 ; e questo  è il  resto  di  66  diviso  per  8.  Imperocché  66 
essendo  composto  di  37-|-35-|"4  si  potrà  considerare  come 
composto  di  33-|-5-|-34+i-44)  dalla  quale  somma  tolte  le 
parti  33  e 34  che  son  multipli  di  8 , si  viene  a togliere  una 
parte  degli  8 contenuti  in  66  ; sicché  togliendo  1’  8 quante 
volte  si  può  dalla  somma  rimanente  5+1-1-4,  si  ha  il  resto 
della  divisione  di  66  per  8.  « 


(*)  Si  dimostra  in  Algebra  che  solo  in  questo  caso  la  divisione  esatta 
è possibile. 

(**)  4 diviso  per  8 dà  per  quoziente  o e per  resto  4- 
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Da  ciò  si  ricavano  le  cons^uenze  s^uenti. 

1°  Se  ciascuna  parie  di  un  numero  separatamente  è divisi- 
bile per  un  dato  divisore , lo  sarà  pure  il  numero.  Per  cs.  se  si 
fa  4o=o5-i~i5,  siccome  ciascuna  parte  è divisibile  per  5 , an- 
che 40  sarà  divisibile  per  5. 

a“  Se  un  numero  è divisibile  per  un  altro  , dev’  esserlo 
pure  la  somma  de’  resti  delle  sue  parti  ; e viceversa. 

Se  un  numero  che  ba  un  divisore  è decomposto  in  due 
parli , una  delle  quali  sia  divisibile  per  questo  divisore,  anche 
r altra  dev’  esserlo. 

67.  111.  Se  si  divide  un  prodotto  e i due  fattori  per  un  dato 
divisore  e poi  si  fa  il  prodotto  de’  resti  de’ fattori  e si  divide 
nuovamente  per  lo  stesso  divisore  , il  resto  di  quest’  ultima 
divisione  sarà  cf^uale  al  resto  dato  dal  prodotto.  In  effetti  siasi 
fatta  la  moltiplicazione  di  a54  per  37.  Si  divida  l’uno  e l’al- 
tro numero  per  7 , e si  notino  i resti.  11  resto  di  a54  diviso 
per  7 0 3,  quello  di  37  diviso  per  7 è 6.  Possiamo  dunque 
de’  numeri  304  637  formarne  due  parti, una  che  sia  un  mul- 
tiplo di  7 , e r altra  sia  il  resto.  Il  primo  numero  si  divi- 
derà nelle  due  parti  35a-|-3;  ora  il  prodotto  di  354  per  37  è 
lo  stesso  che  quello  di  353-)-3  per  37  ',  cioè  quello  di  363 
per  37  più  quello  di  3 per  37  ; ma  la  prima  parte  è un  mul- 
tiplo di  7 , dunque  il  resto  che  dà  il  prodotto  diviso  per  7 
è uguale  a quello  che  dà  3X07.  Quest’  ultimo  prodotto,  è 
uguale  a quello  di  aX^i  più  3X6;  ed  essendo  la  prima  parte 
divisibile  per  7 , il  resto  della  divisione  per  7 del  prodotto 
de’  numeri  dati  sarà  uguale  al  resto  della  divisione  per  7 
del  prodotto  3X6  de’  resti  de’  fattori.  Questo  resto  è 5 ; e in 
effetti  il  prodotto  s54X 37=6868,  diviso  per  7,  dà  per  re- 
sto 5. 

68.  Si  decomponga  un  numero  qualunque,  per  es.  674,  in 

diecine  e unità,  si  avrà  374  = 370-l-4>  Ora  3^0  è divisibile 
per  10  f n°  3i  ),  e ]0=3X5,  dunque  sarà  divisibile  per  3 c 
per  5 ( n”  65,  r"  ).  Quindi  se  la  seconda  parte  è divisibile  per 
3 o per  5 , anche  il  numero  proposto  lo  sarà  ( n"  66,  ).  La 

divisibilità  di  un  numero  per  3 o per  5 non  dipende  dunque 
che  dalla  sua  ultima  cifra. 

Or  osservando  nella  tavola  di  Pitagora  ( n”  33  ) i multi- 
pli di  3 o di  5 composti  di  una  sola  cifra,  sì  ricaverà;  1*  che 
un  numero,  si  potrà  dividere  per  3 se  è terminalo  da  una 
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delle  cifre  o , 3 , 4 , 6 , 8 ; a°  sarà  divisibile  per  5 se  1’  ul- 
tima cifra  è zero  o 5. 

Parimemi,  decomponendo  un  numero  in  ceniinaja  e unità, 
si  ricava  che  per  esser  divisibile  per  4 Io  debbono  esser  le 
sue  due  ultime  cifre.  Decomponendolo  in  raìgliaja  e unità  si 
deduce,  che  sarà  divisibile  per  8 se  le  tre  ultime  cifre  lo  sono. 

I numeri  che  possono  esser  divisi  esattamente  in  due  parti 
eguali , ossia  che  sono  divisibili  per  a si  dicono pan,  gli  al- 
tri si  chiamano  numeri  impari. 

6g.  I numeri  10  , 100  , 1000 , ec.  si  possono  decomporre 
in  9+1  , 99~{~1  , 999+ ‘ prima  parte  è esatu- 

mente  divisibile  per  9 , perchè  lo  è ciascuna  cifra  in  parti- 
colare ( n°  55  ) , e la  seconda  parte  è minore  di  9 , dun- 
que il  resto  della  divisione  di  questi  numeri  per  9 e sempre 
1.  Ciò  posto  , essendo  5oo  eguale  a loo-f-ioo-j-ioo,  ciascuna 
di  queste  parti  divisa  per  1 dà  per  resto  1 ; dunque  ( n“66  ) 
5oo  diviso  per  9 dà  per  resto  5.  Per  la  stessa  ragione  5ooo 
divìiso  per  9 dà  per  resto  5 , 70  diviso  per  9 dà  per  resto  7. 

Sia  ora  il  numero  6747  ; questo  è uguale  a 5ooo-f-700 
+40-I-7.II  resto  della  divisione  per  9 del  numero  dato  è ugua- 
le alla  somma  de’  resti  delle  parti  di  cui  è composto,  che 
sono  le  stesse  cifre  significative.  Dunque  il  resto  della  di- 
visione per  9 di  un  numero  qualunque  è uguale  a quello 
che  si  ottiene  dividendo  per  9 la  somma  delle  sue  cifre.  Quin- 
di 5747  diviso  per  9 dà  lo  stesso  resto  che  21  diviso  per  9: 
questo  resto  è a.  Dunque  un  numero  è divisibile  per  9 se 
lo  sarà  la  somma  delle  sue  cifre.  I numeri  3675,  307,4^9 
son  divisibili  esattamente  per  9. 

Si  riconosce  facilmente  che  la  stessa  proprietà  appartiene 
al  numero  3.  Dunque  se  la  somma  delie  cifre  di  un  nnmero 
è divisibile  per  5 , lo  sarà  anche  il  numero. 

70.  É fàcile  trovare  i resti  de’  numeri 

I , IO  , 100  , 1000  , 10000  , ec. 

divisi  per  iin  numero  qualtinque.  Supponiamo  che  questi  numeri  si  vo- 
gliano dividere  per  7.  Siccome  i è minore  di  7 , il  resto  di  1 diviso 
per  7 c I.  Poi  IO  diviso  per  7 dh  per  resto  3;  100  che  è uguale  a 
loX  IO  darà  lo  stesso  resto  die  3X3  diviso  per  7 , ossia  2 ( n°  67  Pari- 
menti  1000=100X10  diviso  per  7 darà  per  resto  aX3,  ossia  6^  10000 
diviso  per  7 darà  per  resto  3X0  diviso  per  7 , ossia  4 j 100000  diviso 
per  7 dà  per  resto  5 j 1000000  diviso  per  7 dà  per  resto  i ; e cosi 
di  seguilo.  Arrivali  al  primo  resto  i , debbono  necessariamente  ritornare 
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i medesimi  resd  collo  stess'  ordine , giacche  essi  si  ottengono  sempre  colle 
medesime  operauoui.  1 resti  adunque  della  divisione  per  7 de^  numeri 
1,10,  100  , 1000  , ec.  SODO  6j4)S)e  questi  ritornando 

sempre  col  medesimo  ordine  formano  nn  periodo.  Essendo  il  resto  mi- 
nore del  divisore,  il  numero  de’ termini  che  formano  il  periodo  può 
esser  al  piìi  quanto  il  divisore  meno  uno  , ma  può  esser  anche  mi- 
nore (*)* 

Or  se  il  resto  di  100  diviso  per  7 è a , quello  di  5oo  diviso  per  7 
è uguale  a a quello  di  5X>  diviso  per  7 cioè  1 , giacche  5oo  è uguale 
a 5Xioo.  Parimenti,  essendo  6 il  resto  di  1000  diviso  7,  quello' di  3ooo 
3X6 

diviso  per  7 sarò  , ovvero  4 i cc.  Conoscendo  adunque  il  resto  delle 

divisioni  di  i , lo  , 100  , 1000,  ec.  per  7 , si  conoscerò  anche  quello 
di  un  numero  qualunque  diviso  per  ^ con  moltiplicare  le  unità  , de- 
cine, centinaja  , ec.  pe'  resti  rispettivi  di  i , 10  , 100  , ec. , farne  la 
somma , e dividere  questa  somma  per  7.  Prendiamo  ad  esempio  il  nu- 
mero 783583496.  Si  disporrò  1'  operazione  come  qui  appresso. 

783583396 

331546301 

6 

' 

13 

33 

35 

3 


>49 

33 1 

9 

13 

3 

23 

Resto  3 

Si  scriveranno  dalla  destra  verso  la  sinistra  sotto  le  cifre  del  numero  i 
resti  secondo  1’  ordine  ottenuto.  Poi  si  farò  il  prodotto  delle  cifre  corri- 
spondenti alla  stessa  colonna  verticale.  La  somma  dì  tutti  questi  prodotti 
è 149.  Si  opererò  su  questo  numero  come  sul  primo  , e cosi  si  conti- 
nuerò fìnchè  si  arrivi  a un  numero  che  non  ha  più  di  due  cifre , il  cui 
resto  si  scopre  ai  colpo  <r  occhio. 


(*)  Si  dimostrerà  in  Algebra  clic  quando  il  divisore  è ninnerò  primo, il 
numero  de*  termini  che  formano  il  periodo  , o è il  divisore  meno  uno  , o un 
summiiltiplo  del  divisore  meno  imo  } e che  il  periodo  comincia  al  primo  Icr- 
mine  o no,  secondo  che  il  divisore  c primo  o non  è primo  con  io. 
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Nella  serie  de’ resti  i , 3 , a , 6 , 4i  5,  per  quelli  die  superano  la 
metà  di  ^ si  possono  prendere  i loro  oomplenienti  a ^ , e cainbiare 
la  somma  in  sol l razione -,  la  somma  richiesta  si  troverà  così  diminuita  di 
un  certo  multiplo  di  7 ( n*  ?o  ) , il  che  è vantaggioso.  Sostituendo  ai 
tre  ultimi  resti  i loro  complementi  a 7 che  sono  1 , 3 , a , l' esempio 
precedeute  si  modificherà  come  segue. 


78358a3p6 

23ii3ia3i 


a 

24 

lo 

"3^ 


Resto 


fi 

27 

fi 

3 

»4 

80 

36 

44 

3 


1 resti  da  sottrarsi  sqno  segnati  con  linea  al  di  sotto.  Fatta  la  somma 
de’  prodotti  de’  resti  veri  , e quella  de’  complementi  37,  dalla  prima 
somma  si  sottrae  la  seconda , e si  ha  44  t:he  diviso  per  7 dà  per  resto 
3,  come  sopra  si  era  trovato.  Il  numero  44  differisce  da  149  ottenuto 
nel  caso  precedente  per  io5=l5X7  i cioè  di  tanti  ^ per  quante  unità 
si  contengoDo  nelle  cifre  5,8,3  che  si  sono  moltiplicate  pe’ comple- 
menti. 

71.  I numeri  i , lo , 100,  1000,  cc.  divisi  per  4 danno  per  resto 
1,  3,0,  o , . . .;  dunque  si  ha  il  resto  della  divisione  di  un  numero  per 
4 , dividendo  per  t\  la  somma  della  prima  cifra  a destra  e della  se- 
conda inoltipliota  per  3 ; e se  questa  somma  divisa  |ior  4 '‘on  dà  resto, 
il  numero  sarà  divisibile  per  4-  ^ numeri  533,  >744  divisibili 

per  4-  . . . 

1 resti  degli  slessi  numeri  i , lo  , 100  , 1000,  ec.  divisi  per  8,  sono 
1,  2.  4,  u,  dunque  sommando  la  prima  cifra  a destra  , la 

seconda  moltiplicata  per  3 , la  terza  moltiplicata  per  4 > ^ dividendo 
questa  somma  per  8,  si  ha  lo  stesso  resto  che  dà  il  numero  diviso  per  8. 

Se  dunque  quest’  ultima  divisione  si  fa  senza  resto  , il  numero  sarà 
divisibile  |ier  8.  Perciò  7233  è divisibile  per  8. 

73.  I resti  della  divisione  per  11  de' numeri  1 , io  , 100,  ec.  sono 
1 , IO  , I , lo  , ec.  Dunque  si  ottiene  il  resto  della  divisione  per  ii 
prendendo  quello  delle  cifre  a due  a due.  Dato  per  esempio  il  numero 
357848  , il  resto  della  divisione  per  1 1 sarà  uguale  alla  somma  de're- 
sii  di  4B  , 78  , 35  divisi  rispettivamente  per  11.  Or  moltiplicando  i 
primi  9 numeri  per  1 1 si  ha  li,  22  , 33  , 44  1 <^>0^  tiu  numero 

composto  di  due  cifre  eguali , perciò  il  resto  della  divisione  per  1 1 di 
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un  numero  di  due  cifre  ^ uguale  alla  difierenza  fra  le  nnit^  e le  dieci- 
ne , o fra  le  unitk  aumentate  di  1 1 e le  decine , nel  caso  che  la  prima 
cifra  a destra  sia  minore  della  seconda.  1 resti  adunque  di  4B , 78,  85 
divisi  per  II  sono  4>  i Sommati  danno  i3;  ma  il  resto  della  di- 
visione di  i3  per  11  è a , perciò  337848  diviso  per  ii  dà  per  resto 
a.  In  vece  di  sotirarre  la  prima  cifra  a destra  dalla  seconda  , poi  la 
3*  dalla  4*  ^poi  la  5*  dalla  , ec.,  sarà  più  facile  sommare  le  cifre  di 
posto  impari,  cioè  la  1*  , la  3*  , la  5*  ec. , e sottrarne  la  somma  della 
a*  , 4*  t > ec.  Se  la  seconda  somma  è maggiore  della  prima  , si  ag- 
giungerà 1 1 al  primo  numero  , e si  farà  la  sottrazione. 

Questa  proprietà  del  numero  11  si  rende  anche  più  evidente,  se  in 
vece  del  resto  10  s'impiega  il  suo  complemento  a 11  , che  è i.  Can- 
giandosi allora  la  somma  in  sottrazione,  ne  risulta  subito  la  regola  as- 
segnata. 

Dunque  se  in  un  numero  la  somma  delle  cifre  di  posto  impari  è 
uguale  a quella  delle  cifre  di  posto  pari,  o la  loro  difièreuza  è uu  mul- 
tiplo di.  Il  , il  numero  sarà  divisibile  per  ii. 


73.  Se  due  numeri  hanno  un  divisore  comune,  questo  di- 
visore sarà  anche  comune  al  resto  della  divisione  di  uno  per 
r altro.  Sieno  per  es.  i due  numeri  4^9  e 54  che  hanno  per 
divisore  comune  3.  Se  si  divide  4^9  per  54?  si  ha  per  resto 
5i  che  è anche  divisibile  per  3.  In  effetti  439=64X7+51. 

Or  delle  due  parti  che  compongono  il  numero  439  la  prima 
è divisibile  per  3 , dovrà  dunque  esserlo  anche  la  seconda 
(n"66,3;). 

Se  si  divide  un  numero  per  un  altro  , e poi  il  nuovo  di- 
visore pel  nuovo  resto , e così  coutinuando,  col  passar  sempre 
il  divisore  precedente  per  dividendo  e il  resto  per  diviso- 
re, si  arrivi  a una  divisione  senza  resto,  l’ultimo  divisore 
Stira  un  divisore  comune  ai  due  numeri  dati.  Sieno  per  es.  i 
due  numeri  677  c i56.  Dividendo  677  per  i56  si  ha  per  resto 
()5  ; divìdendo  i56  per  65  si  ha  per  resto  26  ; dividendo 
65  per  26  si  ha  per  resto  1 3 ; dividendo  36  per  1 3 non  si 
ha  resto;  sarà  i3  un  divisore  comune  di  677  e i56.  Di  fatto 
1 3 dividendo  sè  stesso  e 26  , dividerà  anche  65  che  è uguale 
a6xa+i3  (n'  66,  1®  ).  Dividendo  65  e 26,  dividerà  anche  1.66 
che  è uguale  65Xa+26.  Per  la  stessa  ragione  dividendo  i56  e 
65,  dividerà  pure  677  =si 56  X a+65.  Dunque  i3  divide  i due 
numeri  dati  i56  e 677.  È inoltre  il  più  grande  de’ divisori 
comuni  , perchè  i3  non  può  esser  diviso  da  un  numero  più 
grande  di  sè  stesso.  Per  queste  proprietà  il  numero  i3  si  chiama 
il  rnassiìno  comun  divisore  de’  due  numeri  677  e i56. 

Per  trovare  il  massimo  comun  divisore  fra  due  numeri  dati  • 
si  terrà  la  seguente  regola.  Si  dividerà  il  più  grande  pel 
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più  piccolo  ; poi  si  passerà  il  resto  per  divisore  e il  divi- 
sore per  dividendo  ; il  resto  di  questa  seconda  divisione 
pasf^erà  per  divisore  e V ultimo  divisore  per  dividendo  y 
e così  si  continuerà  finche  si  pervenga  ad  una  divisione 
senza  resto.  L!  ultimo  divisore  sarà  il  m.  c.  divisore  ri- 
chiesto. 

L’opera7.ione  poirà  disporsi  come  si  vede  scrino  qui  appresso 
pe’due  miincri  377  e i56. 


1 56 

65 

2(l|  l3 

377  j 

1 

'1 

2 jz 

Se  questo  divisore  che  non  dà  resto  fosse  l'uniià,  i due  nu- 
meri non  avrebbero  per  divisore  comune  che  1’ unità;  sareb- 
bero perciò  numeri  primi  ira  loro  ( n"  64)- 

È chiaro  inoltre  che  questo  metodo  conduce  sempre  all’in- 
tento , giacché  i resti  andando  sempre  diminuendo , si  deve 
finalmente  arrivare  a un  resto,  o eguale  a 1,  o che  divide  il 
prcccdenlc. 

74-  Nella  ricerca  del  ni.  c.  divisore  fra  due  numeri  giova  , per  ab- 
breviare il  calcolo,  aver  presenti  le  seguenti  osserv.azioni. 

/"  Se  nel  corso  dell’  operazione  si  arriva  ad  un  resto  che  si  conosce 
esser  numero  primo,  c iiinlile  continuare  il  calcolo.  Cosi  pe'duc  numeri 
357  e 91  arrivati  al  resto  17  , è inutile  andar 
più  innanzi  , perchè  17  essendo  numero  primo  357 
e non  dividendo  ^4  , i numeri  proposti  sono 
primi  tra  loro. 

2°  Se  uno  de’  due  numeri  ha  un  divisore  che  1’  altro  non  ha  , si 
polla  dividere  il  primo  numero  per  questo  divisore , e impiegare  il  cjuo- 
zienle  in  vece  del  numero  dato.  In  clfelti  nell’  esi  nipio  di  sopra  , i56 
è divisibile  per  3 e per  4 ossia  per  12  , mentre  J77  non  lo  c ; dun- 
que 12  non  può  far  parte  del  ni.  c.  divisore.  Diviso  i56  per  12  $i 
ha  per  quoziente  i3  , per  cui  si  o|iererli  sopra  i numeri  377  c i3  ; e 
siccome  la  prima  divisione  riesce  esalta  , si  trova  subito  che  il  in.  c. 
divisore  è i3. 

3°  Prima  d’ incominciar  l’ operazione  indicala  sarà  utile  il  togliere 
tult’ i fattori  comuni  che  si  scoprono  alla  semplice  ispezione  de’ nu- 
meri o colle  regole  de’ 11'  68  e seguenti.  Ciò  ha  per  oggetto  di  render  piu 
breve  il  calcolo  operando  sopra  numeri  più  piccoli.  Il  in.  c.  diviserà 
sarà  allora  il  prodotto  del  divisore  trovalo  colla  regola  del  n"  prec.  pei 
fattori  che  sono  stati  tolti  da  principio.  Sieno  per  es.  i due  numeri  3 1.5 
c 4368  de’ quali  si  cerca  il  in.  c.  divisore.  Osservando  che  il  primo 
ha  per  fattore  5 che  non  divide  il  secondo , e il  secondo  ha  per  fat- 
tore 4 fbe  non  c comune  al  primo  , si  potrà  dividere  il  primo  per  5 
il  secondo  per  4 « c si  avranno  i numeri  63  e 1092 , su  i quali  si  dovrà 


9' 

74 

1 

3 
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operare.  Essi  avendo  il  fattore  comune  3 si  potranno  ridurre  , colla 
soppressione  del  detto  fattore,  a ai  e 364-  Questi  due  numeri  hanno  per 
fattore  il  primo  3 e il  secondo  4.  Divisi  dunque  uno  per  3 l'altro  per 
A,  divengono  ^ e 91.  Si  è ridotta  così  la  quistione  ad  operare  sopra  i 
due  numeri  7 e 91  ; e siccome  la  divisione  si  là  esattamente  , sarà  7 il 
m.  c.  div.  di  7 e 91  ; e quindi  7X3  ossia  ai  sarà  il  m.  c.  d.  de'nu- 
meri  dati  3t5  e ^368. 


76.  Una  frazione  si  riduce  alla  sua  più  semplice  espres- 
sione dividendo  i suoi  termini  pel  m.  c.  divisore.  Perciò  di- 
videndo i termini  della  frazione  ytt  di  vis.  i3  (n°  73), 

si  ba  la  frazione  ridotta  alla  sua  più  semplice  espressione , 
®ioè 

Una  frazione,  i cui  termini  sono  primi  tra  loro,  non  po- 
lendosi ridurre  ad  espressione  più  semplice , si  chiama  im- 
ducióile. 


76.  In  vece  di  dividere  i termini  i56  e 877  per  i3  , si  può  perve» 
Dire  a’  quozienti , trovando  successivamente  tutti  i quozienti  de’  resti  di- 
visi per  i3.  Kiprendeudo  il  quadro  dell'operazioue  latta  al  n"  73, 


377 


i56 

65 

36 

i3 

3 

2 

3 

a 

39  la  5 a I • 

ecco  come  bisogna  operar  per  1’  oggetto.  £ chiaro  che  i3  è contenuto 
in  i3  una  volta  e due  volte  in  36  ^ si  scrivano  questi  quozienti  in  una 
terza  linea  e in  corrispondenza  de'  numeri  i3  e 36.  Ora  essendo  65= 
diviso  per  i3  sarà  uguale  alla  somma  de' quozienti  delle 
sue  parti,  cioè  al  quoziente  di  a6  ripetuto  due  volte,  piu  quello  di  i3; 
sarà  quindi  3X'^  + i=^  d ^oziente  cercato,  il  quale  si  scriverà  sotto 
il  65.  Parimenti  essendo  i56=3Xd5-(-36  , i56  diviso  per  i3  sarà 
aguale  al  quoziente  di  65  ripetuto  a volle  , più  quello  di  36  ch’è  stato 
già  trovato  ; questo  quoziente  è 13.  Si  vede  da  ciò  , che  dopo  aver 
: critto  sotto  r ultimo  numero  il  quoziente  l , e sotto  il  penultimo  quello 
che  vi  si  trova  , i quozieuti  successivi  si  otterranno , moltiplicando  fra 
loro  i quozienti  scritti  sotto  il  resto  precedente  , e aggiungendo  il  nu- 
mero che  c a destra  nella  terza  linea. 

Pe’due  numeri  3383,  ii83si  procederà  similmente. 


3383 


ii83| 

9'7 

1 »>9 

38 

7 

3 

t 

|3  13 

4 

4 

169 

i3i 

38  ' 17 

4 

I 

I numeri  scritti  nella  terza  linea  sono  i quozienti  che  risultano  dal  di- 
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vHere  i numeri  della  prima  linea  per  7.  Essi  si  oUengono,  dopo  aver 
scritli  i primi  due  1 C 4»  seguenti  semplicissime  operazioni. 

4X4  + »='7  5 aX '7+4=38,  3X38+i7=i3i 
131X1+38=169,  i69Xa  + '3i=^Ì69 


, j n83  169 
Si  ha  dunque 

3a83  469 


77.  Si  possono  trovare  tulli  i divisoti  primi  di  un  nume- 
ro dividendolo  prima  per  9 quante  volle  si  può,  poi  per  3, 
e cosi  di  seguilo.  Sia  per  es.  il  niimei-o  56o.  Si  divida  per 
3 e si  ha  per  quoziente  180;  si  divida  nuovamente  per  3,  e 
si’  ha  per  quoziente  ^ ; diviso  questo  per  9 si  ha  por  quo- 
ziente 45,  che  non  e più  divisibile  per  3.  Si  divida  per  3, e 
si  ha  per  quoziente  i5  ; si  divida  nuovamente  per  3, e si  ha 
per  quoziente  6.  Il  numero  proposto  sai-à  dunque  uguale  a 
3X9X3 X 3x5X5.  Per  avere  i divisori  composti,  basterà  com- 
binare questi  divisori  semplici  di  tulle  le  maniere  possibilL 
A tal  uopo  si  disporrà  1’  operazione  come  qui  si  vede. 


36o 

180 

45 


i5 

6 


1 


1 

3 

a 

3 

3 

3 

5 


a 

4 
8 

3 6 13  34 
g 18  36  73 

5 IO  i5  30  3o  40  45  60  90  130  180  36o. 


La  prima  colonna  contiene  i quozienti  c la  seconda  i divisori 
del  numero  proposto.  Ideila  terza  colonna  si  scriveranno  i di- 
visori semplici  c tutti  quelli  che  risultano  dal  prodotto  de* 
fattori  eguali.  Poi  a lato  del  divisore  3 si  metteranno  lutti  i di- 
visori che  risultano  dal  prodotto  di  3 per  tutti  i divisori  pre- 
cedenti. A fianco  del  9 si  scriveranno  i divisori  che  risultano 
dal  prodotto  di  g per  tulli  i divisori  precedenti , eccettuato 
5.  Finalmente  a fianco  del  5 si  scriveranno  i'prodolli  di  5 per 
tulli  i divisori  precedenti.  Si  avranno  così  tutti  i divisori  del 
numero  proposto. 

78.  Nella  ricerca  de’  divisori  primi , bisogna  spingere  il  lenlativo  fino 
a die  nella  serie  de’  numeri  primi  se  ne  trovi  uno  che  inolliplicalp  per 
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«è  stesso  produce  un  numero  maggiore  del  dato.  Si  domandino  per  et. 
i divisori  primi  di  i63.  Osservando  che  questo  numero  non  può  aver 
per  divisori  a,  ^ ì 9i  ia,e  ehe  i3X>3= 

169,  non  si  dovrò  fare  il  saggio  che  sul  numero  ^ ; e siccome  la  divi- 
sione non  riesce  esattamente,  te  ne  può  conchiudere  che  i63  è numero 
primo.  In  effetti  se  i63  potesse  avere  un  divisore  maggiore  di  i3,  sic- 
come i3Xi3  dò  un  numero  maggiore  di  i63,  converrebbe  che  l'altro 
fattore  foste  minore  di  i3  , cioè  io3  dovrebbe  avere  un  divisore  minore 
di  i3;  il  che  è impossibile. 

79.  Se  due  numeri  si  decompongono  ne'  loro  fattori  primi , riescono 
evidenti  i loro  fattori  comuni  ; e il  massimo  comun  divisor  de' due  nu- 
meri sarò  uguale  al  prodotto  di  tutti  ì fattori  primi  comuni. 

ART.  III. 

Operazioni  sulle  frazioni. 

$.  /.  Addizione  e soUratione. 

80.  Noa  si  possono  sommare  o sottrarre  che  i numeri  che 
esprimono  collezioni  di  unitit  del  medesimo  ordine.  Or  l’or- 
dine o la  grandezza  dell’  unitli  nelle  frazioni  è rappresentata 
dal  denominatore  ; perciò  non  si  possono  sommare  o sottrarre 
che  le  frazioni  aventi  lo  stesso  denominatore  ; e la  .somma  o 
la  sottrazione  si  esegue  sopra  i numeratori.  Per  es,  JH-|=y , 

* _L  * — * i __  * — * 

9 I » — * * **• 

81.  Allorché  le  frazioni  hanno  un  denominatore  diverso,  per 
poterle  sommare  o sottrarre  bisogna  rapportarle  a parti  del- 
r unità  della  medesima  grandezza  , cioè  convertirle  in  fra- 
zioni rispettivamente  eguali  alle  prime  e con  lo  stesso  deno- 
minatore. 

Sieno  per  es.  le  due  frazioni  7 , Se  si  moltiplicano  i 
termini  della  prima  per  4 denominatore  della  seconda,  e i 
termini  della  seconda  per  3 denominatore  della  prima , que- 
ste frazioni  si  ridurranno  a — . Si  vede  che  il  denomi- 
natore 12  è il  prodotto  de’ due  denominatori  3 e 4>  ^ l’og- 
getto che  si  è avuto  in  mira  è stato  di  divider  1’  unita  in 
parti  tanto  piccole,  sicché  una  di  queste  fosse  contenuta  esat- 
tamente in  una  di  quelle  rappresentate  dalle  frazioni  propo- 
ste. In  effetti  ^ dell’  unità  è contenuto  esattamente  quat- 
tro volte  in  j,  e tre  volte  in 

Se  si  hanno  più  di  due  frazioni , si  moltiplicheranno  i 
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termini  di  ciascuna  frazione  pel  prodotto  di  lutti  i denomi- 
natori delle  altre.  Sieno  per  es.  le  frazioni 

• a 4 a 
3 ’F’ 


Si  moltiplicheranno  i termini  della  prima  per  35  , quelli 
della  seconda  per  ai  , quelli  della  terza  per  i5,  e si  avran- 
no le  tre  frazioni 


70  84  3o 

io5  ’ io5  ’ jo5  * 

rispettivamente  eguali  alle  prime.  È chiaro  che  questo  me- 
todo conduce  sempre  al  fine  proposto  ; giacché  il  denomi- 
natore risulta  dal  prodotto  di  tutti  i denominatori , il  qual 
prodotto  non  varia  qualunque  sia  1’  ordine  con  cui  si  pren- 
dono i faiiori(n"a6,lll).Ridotte  le  frazioni  allo  stesso  denomi- 
natore , si  sommeranno  i numeratori  come  nel  caso  prece- 
dente. La  somma  delle  tre  frazioni  date  è -J-ff  = 

87.  Per  ridurre  le  frazioni  allo  stesso  denominatore,  facendo  d' Do- 
po divider  1'  unità  in  parti  tanti  piccole  che  alcune  di  esse  sieno  esat- 
tamente contenute  in  quelle  di  cui  si  compongono  le  frazioni  date, 
basterà  die  si  trovi  un  numero  divisibile  per  ciascun  denominatore.  11 
numero  che  risulta  dal  prodotto  di'  tutti  i denominatori  soddisfà  a que- 
sta condizione.  Ma  quando  i denominatori  non  son  numeri  primi  fra 
loro  esiste  sempre  un  denominatore  comune  piu  piccolo  di  quello  che 
dà  la  regola  generale.  Sieno  per  cs.  le  frazioni 

1 3 a 5 S 

a ’ 4’  3 ’ 6 ’»• 

Si,  tratterà  di  trovare  il  più  piccolo  numero  che  possa  esser  diviso  da 
numeri  3,4)  3,6,8.  Osservando  che  a e 4 dividono  8 , e che 
3 divide  6,  ogni  numero  divisibile  per  6 e per  8 sarà  anche  divisi- 
bile per  a,  4 > dunque  far  a meno  di  considerare  i primi 

tre  numeri,  c la  quistionc  è ridotta  a trovare  il  più  piccolo  numero 
divisibile  per  6 e ]>er  8.  Prendendo  i multipli  di  8,  si  esamina  quale 
di  essi  è divisibile  per  6.  Si  trova  che  il  più  piccolo  di  questi  mul- 
tipli divisibile  per  6 è 24.  Questo  sarà  dunque  il  denominatore  comu- 
ne. Si  moltiplicheranno  perciò  i termini  di  ciascuna  frazione  pel  quo- 
ziente che  si  ottiene  dividendo  a4  pel  denominatore  della  frazione  che 
si  considera.  Nel  caso  attuale  si  moluplicheranuo  i termini  della  prima 
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per  1 1 , della  Mconda  per  6 , della  tersa  per  6 , della  quai  U per  4 j 
della  quinta  per  3 , e si  avranno  le  frazioni 

la  i8  i6  30  i5 

^ ’ 34  ’ 34  ’ 34  ’ 34  " 

In  generale  , il  denominatore  comune  dev’  esser  il  prodotto  di  tutti  i 
fattori  diversi  che  entrano  ne’  denominatori  j per  cui  decomponendo  i 
denominatori  in  fattori  , sarà  facile  conoscere  i fattori  diversi  e com- 
porre il  denominatore  comune.  Sieno  per  es. 

1^3  7 3^8  II  5 

3’  3’  4’  .8»  5’  i5’  9’  7^’  6’ 

queste  frazioni  si  possono  scrivere 

1 * -1  7 3 ^ 8 II  5 

a ’ 3 ’ 3.3  ’ a. a. 3.  ’ 5 ’ 3.5  ’ 3.3  ’ a.3.3  ’ ’ 

e si  vede  immediatamente  che  il  denominatore  comune  dev'  eueta 
3 .3.3.3.3.5=360. 

83.  Per  far  la  sottrazione  , si  ridurranno  pure  le  frazioni 

allo  stesso  denominatore , e si  eseguirà  la  sottrazione  su  i 
numeratori.  Per  es.  7 — f = - = 

La  riduzione  delle  frazioni  allo  stesso  denominatore  fa  co- 
noscere,  di  due  frazioni  qual  è la  più  grande.  Per  es.  sictio 
date  le  frazioni  J e -p^.  Per  conoscer  qual  è la  più  grande 
si  ridurranno  allo  stesso  denominatore,  e si  avranno  le  fra- 
zioni ~ , fj.  Dunque  la  prima  è maggiore  della  seconda , e 
P eccesso  è 

84.  Dovendo  sommare  interi  uniti  a frazioni , si  farà  pri- 

ma la  somma  delle  frazioni , se  questa  somma  è mag- 
giore di  i , se  ne  ricaveranno  gP  interi  che  si  uni-  • 

ranno  alle  unità,  ^dell’annesso  esempio  la  somma  delle  74^  > 
frazioni  c = Si  scrive  pj,  e a si  riporla  alla  ^4  ^ 
colonna  delle  unità.  ija8p- 

85.  Nella  sottrazione  d’  interi  uniti  a frazioni  , se  la  fra- 
zione del  numero  superiore  è minore  della  frazione  del  nu- 
mero inferiore , si  prenderà  nel  numero  superiore  un’  unità 
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in  prestito  die  si  unirà  alla  frazione.  Così  nell’an-  ^ ^ 

nesso  esempio  le  due  frazioni  ridotte  allo  stesso  de-  ì 

nominatore  divengono  e Non  potendosi  da  ^58  i 
sottrarre  7^  , si  staccherà  dal  numero  374  un’unità  ii5^ 
che  si  convertirà  in  -•*,  e unendola  alla  frazione  7^, 
si  avrà  f4 , da  cui  tolto  7^  resta  Scritto  , si  passa  alla 
sottrazione  degl’  interi  , ricordandosi  che  la  cifra  4 del  nu- 
mero superiore  dev’ esser  diminuita  di  un’unità. 

5.  II.  Moltiplicazione  , e divisione. 

86.  La  moltiplicazione  di  una  frazione  per  un  intero  si 
fa  moltiplicando  il  numeratore  o dividendo  il  denominatore 
(n°  61  ).  La  prima  operazione'  è sempre  possibile;  l.i  seconda 
in  qualche  caso.  Così  per  es.  il  prodotto  di  ! per  3 si  ottiene 
moltiplicando  il  numeratore  , il  che  dà  11  prodotto  di  7 
per  a si  può  ottenere  dividendo  il  denominatore  per  a , il 
che  dà  7.  Questa  seconda  maniera  di  eseguir  la  moltiplica- 
zione è da  preferirsi  alla  prima  quando  il  denominatore  vi  si 
presta,  perchè  si  ottiene  per  prodotto  una  frazione  più  semplice. 

87.  Si  divide  una  frazione  per  un  intero  o moltiplicando 
il  suo  denominatore  0 dividendo  il  numeratore  per  questo  in- 
tero (n°6o).  Così  ì;7=7^;|I4=|-  Nell’ ultimo  caso  si  è 
diviso  il  numeratore  8 per  4 ; e questa  maniera  , quando  si 
può  praticare , è preferibile  ( n°  prec.  ). 

88.  Volendo  moltiplicare  3 per  7,  bisogna  (n”  21)  com- 
porre un  numero  per  mezzo  del  moltiplicando  come  il  mol- 
tiplicatore è composto  per  mezzo  dell’  unità.  Ora  per  com- 

{ torre  7 bisogna  divider  l’unità  in  5 parti,  e prenderne  2; 
0 stesso  dovrà  farsi  su  di  3.  La  quinta  parte  di  3 è j , mol- 
tiplicando per  2 si  ha dunque  3 Xi=l.  Cioè,  si  molti- 
plica un  intero  per  una  frazione,  moltiplicando  l’intero  pel 
numeratore  della  fazione  e dando  al  prodotto  Io  stesso  de- 
nominatore. 

Ma  siccome  Jx3  è anche  uguale  a | (n^Sg),  ne  segue  che 
la  proposizione  del  11"  23  ha  luogo  anche  quando  uno  de’ fat- 
tori è una  frazione. 

89.  Se  si  deve  moliipltc-ure  una  frazione  per  iin'allra,si 
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farà  lo  stesso  ragionauieuio.  Sia  per  es.  | da  moltiplicarsi 
per  j.  Si  otterrà  il  prodotto  prendendo  prima  la  quinta  parte 
di  i e poi  ripetendo  questo  quoziente  4 volte,  ór  ^ si  di- 
vide per  5 moltiplicando  il  suo  denominatore , si  moltipli» 
ca  per  4 moltiplicando  il  suo  numeratore  ; si  avrà  perciò 

Cioè  due  frazioni  si  moltiplicano  , molti- 

plicando  i numeratori  fra  loro , e i denominatori  fra  loro. 

Da  quanto  si  è detto  si  rileva  che  la  moltiplicazione  di 
un  numero  qualunque  per  una  frazione  si  riduce  a pren- 
der di  questo  numero  una  parte  rappresentata  dalla  frazio- 
ne. In  questo  caso  la  moltiplicazione  non  risveglia  l’ idea  di 
rìpctizìouG  ; anzi  il  prodotto  è una  parte  del  moltiplicando. 
La  definizione  data  al  n”  2t  conviene  a lutti  i casi. 

Al  prodotto  di  più  frazioni  suol  darsi  qualche  volta  il 
nome  di  frazione  di  frazione.  In  effetti  il  prodotto  di  i 
per  \ indica  che  della  quantità  rappresciitnia  da’ j dell’ unità 
principale  se  ne  vogliono  i f.  Questo  prodotto  essendo  ~ , 
ne  segue  che  i j di  ^ è deirunità  principale.  E se  di  que- 
sta quantità  se  ne  volessero  i | , si  avrebbe  , ovvero 

che  rappresenta  i ^ di  j di  j. 

go.  Per  dividere  un  numero  qualunque , intero  o frazio- 
nario , per  una  frazione , bisogna  ( n°  3o  ) considerare  il  di- 
videndo composto  per  mezzo  del  quoziente  della  stessa  ma- 
niera che  il  divisore  è per  mezzo  dell’  unità.  Sia  per  es.  8 
da  dividersi  per  Essendo  il  divisore  i | dell’unità,  il  di- 
videndo 8 sarà  i | del  quoziente.  Or  se  del  quoziente  si  co- 
noscono i I , prendendone  la  quinta  parte  si  avrà  ^ del  quo- 
ziente. Ma  la  quinta  parte  di  8 è | , ripetendo  questa  sci 
volle,  si  avrà  il  quoziente;  il  quale  sarà  ^ — 


91.  Se  il  dividendo  fosse  una  frazione,  si  ragionerebbe  allo 

stesso  modo.  Se  per  es.  si  deve  dividere  •;  per  y , si  dovrà 

prender  la  quarta  parte  di  ^ e ripetere  il  risultamento  7 volte. 
Il  quarto  di  ^ è ^ ; moltiplicandolo  per  7 si  avrà  il  quoziente 

che  è Ha  ciò  si  conchiude,  che  in  ogni  c.iso  si  deve 

nioltiplicure  il  dividendo  per  la  frazione  divisore  rovesciata. 

Secondo  che  il  divisore  è maggiore  o minore  dell’  unità  , 
il  quoziente  sarà  minore  o maggiore  del  dividendo.  Di  fatto 
6:a=5,  6:7—9.  .... 

Potendosi  eseguir  la  tlivisione  anche  quando  il  dividendo 
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è minore  deJ  divisore , la  parola  contenere  non  è applica- 
bile a’  diversi  casi  che  presenta  la  divisione.  Perciò  la  defi- 
nizione data  al  n°  3o  è la  sola  che  convenga  a tutti. 


ga.  Si  osserverà  che  la  molli plicazione  o la  divisioue  delle  frazio- 
ni dh  luogo  a due  o{ierazioni , cioè  ad  una  inoltiplicazioue  e ad  una  di- 
visione. Or  le  regole  date , dalle  quali  risulta  che  1 v , e 

® ’ * 5^3  5X3  i5’ 

1 a 3 

^ 3 > ••  ricavate  supponendo  che  le  dette  due  operazioni  si 

eseguano  sempre  per  mezzo  della  moltiplicazione  efifcttnata  or  sul  nume- 
ratore or  sul  denominatore.  Si  potrebbero  in  qualche  caso  eseguir  le  delle 
due  operazioni  per  mezzo  della  sola  divisione  eifettuala  or  sul  denominato- 
re or  sul  numeratore.  Per  aver  per  es.  il  prodotto  di  per|,  si  deve  mol- 
tiplicare la  frazione  4 c dividerla  per  5.  Si  può  moltiplicare  per 

4 dividendo  il  denominatore  e si  può  dividere  per  5 dividendo  il  suo 
numeratore , e si  avrh  per  prodotto  Riunendo  le  due  regole  risulta  , 
che  si  moltiplicano  due  frazioni  o moltiplic.'tndo  fra  loro  i lermini  ri- 
spettivi , o rovesciando  uno  de'  fattori  e dividendo  i termini  rispettivi. 
Così  si  ha|Xr  = ^,|Xì=5-Il  primo  modo  si  presta  in  ogni  caso, 
il  secondo  richiede  condizioni  che  non  sempre  si  verificano. 

Si  ricava  ^ur  facilijneiite  che  si  può  eseguir  la  divisione  di  una  fra- 
zione per  un  altra  , dividendo  i termini  della  prima  frazione  pe'  ler- 
mini rispettivi  della  frazione  divisore.  Cosi  -I-gTi—  |- 

Quindi  si  divide  una  frazione  per  un'  altra  o moltiplicando  i termini 
della  prima  pe'  termini  della  seconda  rovesciata  , o aividendo  i termini 
della  prima  pe'  termini  della  seconda.  Il  primo  modo  è sempre  possi- 
bile , il  secondo  in  qualche  caso . Risulta  aa  ciò , che  due  frazioni  che 
hanno  lo  stesso  denominatore  si  dividono  dividendo  i numeratori.  Per- 

Ravvicinando  fra  loro  le  due  operazioni  , moltiplicazione  e divisione 
delle  frazioni  , si  vedrh  che  1'  una  si  cangia  nell'  altra  , rovesciando  t 
termini  del  moltiplicatore  in  un  caso  , e del  divisore  uell'altro. 

93.  Se  si  debbono  moltiplicare  o dividere  interi  uniti  a 

frazioni  , il  mezzo  che  si  presenta  il  primo  è quello  di  ri- 
durre 1’  intero  e la  frazione  ad  un  sol  numero  frazionario  , 
e allora  1’  operazione  si  eseguirà  con  la  regola  generale.  Si 
voglia  per  e.s.  l57^Xi4ì;  riducendo  ciascun  fattore  ad  un 
sol  numero  frazionario  , si  avrà  •—  X = 2oao  ^ . 

Parimente  34  ^ ; 2 ^ ^ 

94.  Bisogna  però  osservare , che  moltiplicare  1 37  7 per  l4j 
significa  ripeter  i5n  7 quattordici  volte  e poi  prenderne 
una  parte  indicata  da  ^ j e come  le  due  suddette  operazioni 
si  debbono  eseguire  sopra  ciascuna  parte  del  moltiplii^ndo  , 
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l’ operazione  si  riduce  a moltiplicare  iSy  per  i4>  { per  i4> 
aSy  per  7 , e f per 

Si  può  dunque  eseguir  la  moltiplicazione  degl’  interi  uniti 
a frazioni , moltiplicando  prima  gl’  interi  fra  loro,  poi  la  fra- 
zione di  ciascun  fattore  per  la  parte  intera  dell’  altro  fat- 
tore , e infine  le  frazioni  fra  loro.  L’  operazione  si  dispone 
come  qui  appresi. 


iS?  I 

prod.  per  4 648 

'o iSy 

\ IO  4 


30  iO 


La  prigia  e la  seconda  linea  sonoil  prodotto  137X14,  la  ler- 
c 7 X 14,  la  quarta  è 167  X -j-  Riunendo  questi  diversi 
prodotti  si  ha  il  prodotto  totale  30^0 -j. 

Questo  modo  di  operare  riesce  vantaggioso  quando  gl’  in- 
teri sono  numeri  molto  grandi.  Si  osservi  però , che  nel  fare 
il  prodotto  di  137  per  7 è stato  d’uopo  moltiplicare  pri- 
ma i37  per  3 e poi  dividere  questo  prodotto  per  3;  pri- 
menti  il  prodotto  di  14  per  -J  si  è ottenuto  moltiplicando  14 
per  3 e dividendo  il  prodotto  pr  4-  Queste  operazioni,  non 
ptendo  eseguirsi  a mente,  si  dovranno  fare  in  luogo  separato. 

g5.  Si  può  proceder  più  brevemente  e scrivere  subito 
i prodotti  prziali , decompouendo  ogni  frazione  in  altre 
che  abbiano  per  numeratore  1’  unità.  Così  la  frazione  -J  si 
può  dccomprre  in  7 e -y , ossia  7 e 7 ; 7 si  può  decomprre 
T + T 5 f *•  decomporrà  iu  7 e 7 ossia  in  7 e 7 j si 
può  decomporre  in  che  equivalgono  a 7 4"r4’T  > 

7^  equivale  a e così  per  le  altre  frazioni.  Per 

mezzo  di  queste  decomposizioni  i prodotti  pr  le  frazioni 
si  riducono  ad  una  divisione  semplicissima,  clie  può  farsi 
mentalmente.  Seguendo  questo  metodo , l’oprazione  nell’  e- 
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sempio  proposto  si  riduce  a quella  che  si  vede  qui  sotto. 


prod.  per 

■ 

4 

■ 

••••••» 

t 

••••*•  i 


137! 
14  ì 
548 
i37 


7 

3 ■;  ( ai  prendo  la  metà  del  precedente  ) 

45  T 
45  ì 


2030  Y 


Siccome  \ non  si  può  decomporre  che  in  i+i,  « pren- 
derà il  prodotto  di  137  per  ^ , e questo  si  scriverà  due  volta 
Sia  ancora  quest’  altro  esempio. 


prod.  per 

a 

I 


4 


3i5a 

■1970 

. . 30 

••  I9Ì 


4 ■ 


35345-^ 


Dopo  aver  fatto  il  prodotto  di  3q4  per  58 , si  deve  far 
quello  di  58  per  ; . Or  ^ si  può  oecomporre  in  | e | che 
equivalgono  a j e j , e si  ottengono  questi  prodotti  prenden- 
do prima  la  metà  poi  la  terza  parte  di  68.  In  seguilo  de- 
componendo j in  I,  1,  i,  si  prende  prima  il  prodotto  di  594per 
; , o (che  è lo  stesso  ) la  metà  ai  394*  e si  ha  1 97  ; per 
prender  poi  il  prodotto  di  394  per  j , basta  prender  la  me- 
la di  197,  essendo  \ la  mela  di  i , e si  ottiene  98  ; ; pren- 
dendo la  metà  di  987,  si  ottiene  il  prodotto  di  3q4  per  ì, 
che  è 49  ì-  Allo  stesso  modo  bisogna  regolarsi  in  altri  casi; 
e il  metodo  è conosciuto  sotto  il  nome  di  prender  in  parti. 
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g6.  La  decomposizione  di  una  frazione  in  altre  che  ab«> 
hiano  per  numeratore  1’  unitlt  è sempre  possibile  ; ma  per 
maggior  iàcilitii  bisogna  procurare  che  ciascun  prodotto  sia 
Ja  mela , la  lerza  parie,  ec.  del  prodotto  precedente.  Quesu 
decomposizione  non  deve  praticarsi  che  quando  i numera- 
tori delle  frazioni  parziali  ne’  quali  si  decompone  la  frazio- 
ne data  sono  divisori  del  denominatore  diversi  dall’  unità;  in 
guisa  che  riesce  inutile  metterla  in  uso  per  le  frazioni  che 
hanno  per  denominatore  un  numero  primo.  Così  per  es.la  fra- 
zione } non  si  può  decomporre  che  in  • • 

In  questo  caso  si  potrà  procedere  nel  modo  che  vien  di- 
chiarato nell'  esempio  che  s^ue.  » 


548  H 

3436 

696 

3^ 

? 49f 

~ 348  f iDoltiplica  il  precedente  par  5 ] 

i - 63J 

3»Ì 

Sri 

« » 


Dovendo  moltiplicare  648  per  f si  prende  prima  la  7*  parte 
di  348  che  è 49  Si  potrebbe  scriver  questo  numero  cinque  al- 
tre volle  di  seguito,  ma  sarà  più  facile  moltiplicarlo  per  5 
e scriverne  immediatamente  al  di  sotto  il  prodotto  3487.  In 
seguito  dovendosi  moltiplicare  137  per  > **  decomporrà  la 
frazione  iu  e -r«  j »•  troverà  il  prodotto  per  la  prima, 
prendendo  la  metà  di  1 37  che  è 63  ; ; per  aver  quindi  il 
prodotto  per  si  dovrebbe  prender  la  dodicesima  parte 
di  63;.  Ma  quando  il  divisore  non  è di  una  cifra,  fini- 
sce il  vantaggio  del  metodo  , giacché  queste  specie  di  di- 
visioni non  possono  farsi  a mente.  Si  ricorre  allora  ad  un 
altro  ripiego.  Si  prende  prima  il  terzo  di  63  ; , e il  quo- 
ziente ottenuto  non  dovendo  esser  compreso  nella  somma, 
sì  scriverà  più  in  fuori  o si  segneranno  con  un  tratto  le 
sue  cifre.  Di  questo  numero  si  prende  il  quarto  che  è 
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è 5 ^ , e si  avrà  il  prodoiio  per  Allo  stesso  modo  bi- 
sognerà regolarsi  in  altri  casi.  Questi  prodotti  che  si  cercano 
per  render  più  facile  l’operazione,  si  chiamano  prodotti  au- 
siliari. 

97.  Passando  alla  divisione  dogi’  interi  congiunti  a frazioni , 
faremo  avvertire  che  se  il  divisore  non  è accompagnalo  da 
frazioni,  è inutile  ridurre  il  dividendo  a numero  fraziona- 
rio, imperocché  pervenuti  all’ultimo  residuo,  questo  unito 
alla  frazione  che  segue  si  convertirà  in  un  sol  numero  fra- 
zionario, che  si  dividerà  pel  divisore.  Si  debba 
per  es.  dividere  688  y per  a3.  Pervenuti  all’ul-  588  f ( a3 
timo  resto  5,  si  convertirà  questo  in  che  uni-  a8  j gj  -j 

to  a ; forma  il  qual  numero  frazionario  5 *’* 

diviso  per  a3  dà  7^  , e si  ha  il  quoziente  e-  ^ 
satto  al  27 . 

g8.  Se  poi  anche  il  divisore  è composto  di  un  intero  e 
di  una  frazione , basterà  ridurre  il  solo  divisore  a un  sol 
liumero  frazionario;  poi,  sopprimendo  il  denominatore  del  di- 
visore e moltiplicando  il  dividendo  per  questo  denominatore, 
la  divisione  rientra  nel  caso  precedente.  Sia  per  es.  da  di- 
vidersi 5n'5lt\  per  ayj.  Ridotto  il  divisore  a V-  sì  molti- 
plicherà il  dividendo  per  3,  il  che  darà  i7ao4t  da  divider- 
si per  83.  S’  intenderà  la  ragione  di  questo  modo  di  operare, 
osservando  che  in  ogni  divisione  il  divisore  dovendo  figurar 
da  numero  astratto , non  deve  contener  parli  rapportati  a 
diverse  unità;  e che  essendo  moltiplicato  tanto  il  dividen- 
do che  il  divisore  per  3 , non  si  altera  il  quoziente  (n°46,V.). 

ART.  IV. 

Paragone  fra  i diversi  sistemi  di  frazioni. 

99.  Le  cifre  decimali  di  un  numero  indicando  parti  del- 
l’ unità,  potrebbero  rappresentarsi  secondo  il  sistema  delle 
frazioni  ordinarie.  In  eÓeiti  la  frazione  0,467  equivale  a 
■A  -f.  Le  frazioni  decimali  si  possono  dunque  far  ri- 

entrare nella  classe  delle  frazioni  ordinarie  ; e quindi  tutte 
le  proprietà  di  queste  ultime  si  debbono  trovare  avverate  nel- 
le prime. 

Di  fatto  per  sommar  le  tre  frazioni  suddette  bisogna  rì- 
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darle  allo  stesso  denominatore;  e osservando  che  il  denomi- 
natore comune  è looo  , si 
che  sommale  danno  , 


ridurrano  a 
quanto  appunto 


rapprescnia  la 


frazione  0,457.  Dovendo  moltiplicare  4,78  per  a, 5 , si  avrà, 

secondo  il  sistema  delle  frazioni  ordinarie,  ; il  che 

loox  «o  ’ 

corrisponde  a moltiplicare  4>78  per  a,5  come  se  la  virgola 
non  vi  fosse,  e poi  dividere  per  100X10,  ossia  staccarne  4 
cifre  decimali.  Lo  stesso  avviene  per  la  divisione. 

Le  frazioni  decimali  però  costituiscono  un  sistema  parti- 
colare di  frazioni,  nel  quale  la  legge  di  decremento  dcl- 
r unità  è costante  ; e sotto  questo  rapporto  le  operazioni , 
c particolarmente  la  riduzione  allo  stesso  denominatore,  si 
rendono  estremamente  più  facili.  Tale  sarebbe  pure  il  sistema 
delle  frazioni 


I 3 


’ b ’ ii>’ 


le  quali  si  possono  subito  ridurre  al  denominatore  dell’  in- 
fima specie.  Ma  fra  tutti  i sistemi  di  questa  natura  , il  de- 
cimale dipendendo  dal  sistema  di  numerazione , rende  inuti- 
li i denominatori , e la  loro  calcolazione  rientra  in  quella 
degl’  interi.  In  questo  precisamente  consiste  il  loro  principale 
vantaggio . 


100.  Una  frazione  , essendo  una  divisione  indicata , si  può 
convertire  in  decimali  per  mezzo  della  regola  espressa  al  n‘’5a. 
Così  si  trova  o,a5,  ì = o,6a5.  Se  però  si  vuol  ridur- 
re 4 a frazione  decimale  si  troverà  per  quoziente  fino  alla 
.sesta  divisione  0,1 4a857.  Arrivali  a questo  puntosi  trova  per 
resto  1 ; ritorna  in  conseguenza  il  primo  dividendo  1 o.  Do- 
vendo ricomparire  i medesimi  dividendi  , le  cifre  del  quo- 
ziente saranno  sempre  le  stesse  di  quelle  ottenute,  per  quan- 
to si  prolunghi  la  divisione.  Queste  quoziente  è dunque  una 
frazione  decimale  che  si  compone  sempre  delle  medesime  cifre 
142857,  e che  perciò  chiamasi  periodica.  Le  cifre  che  si 
ripetono  formano  il  periodo. 

101.  Una  frazione  ordinaria  si  potrà  convertire  In  frazio- 
ne decimale  esalta,  quando  nella  serie  de’ numeri  10,  it)o, 
1000,  10000,  ec.  ve  n’ è uno  che  può  esser  diviso  pel  de- 
nominatore della  frazione.  In  effetti  moltiplicandosi  il  nu- 
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meratore  per  uno  di  questi  numeri,  per  cs.  periooo,  se  il 
denominatore  divide  looo , dividerà  ancora  i suoi  multipli 
( n°  65  ).  Ha  luogo  questa  circostanza  quando  il  denomi- 
natore è composto  de’ soli  Ettori  a e 5 che  sono  fattori  di  io, 
loo,  looo,  ec.  ( n*  65,3°  ). 

In  caso  contrario  la  divisione  deve  necessariamente  dare 
una  frazione  decimale  periodica.  Giacché  il  resto  dovendo 
esser  minore  del  divisore,  conviene  che  dopo  un  certo  nu- 
mero di  divisioni  si  ritrovi  necessariamente  uno  de’ resti  pre- 
cedenti. Allora  i dividendi  parziali  si  riprodurranno  collo 
stess’ ordine,  e si  avranno  le  stesse  cifre  nel  quoziente.  Le 
cifre  del  periodo  possono  esser  al  più  quante  sono  le  unità  del 
denominatore  meno  una;  ma  in  molti  casi  sono  in  minor  nu- 
mero ( V.  nota  al  n°  70  ).  Cosi  7^  convertito  in  decimali 
dà  0,0769^3  076293.  .,7^.  dà  o,og  09  09 


102.  Siccome  una  frazione  si  converte  in  decimi,  o centesimi, 
ec.  moltiplicando  il  suo  numeratore  per  10,  100,  ec.,  si  può 
con  un  metodo  analogo  convertire  una  frazione  in  un  altra  di 
una  specie  data.  Se  per  es.  la  frazione  ; si  vuol  convertire 
in  13*“",  si  moltiplicherà  i3  per  5 e si  dividerà  questo  pro- 
dotto per  8.  Il  quoziente  essendo  8 , « avrà  la  frazione  7^  che 
differisce  dalla  data  per  meno  di  7^. 


io3.  Del  pari  che  una  frazione  ordinaria  si  può  conver- 
tire in  decimale,  si  può  una  frazione  decimale  convertire  in 
frazione  comune. 

Se  la  frazione  è terminata,  si  scriverà  sotto  la  forma  di 
frazione  ordinaria  , e poi  si  ridurrà  alla  più  semplice  espres- 
sione. Cosi  la  frazione  0,625  è uguale  a t-V;V  > ^ ridotta  ad 
espressione  più  semplice,  dividendo  i suoi  termini  tre  volte 
per  5,  dà  | . 

3°  Quando  la  frazione  decimale  è periodica  , si  può  an- 
che trovare  la  frazione  ordinaria  generatrice.  A tal  uopo  bi- 
sogna osservare  che  i = o,iiiii....,  ^ =0,01  01  01 

^—=0,001  001  001 . . .,  ec. 

Ciò  posto  si  avrà 

0,335  = 3X0,1111....=  3x  ; = I 

0,2727 = 27X0,010101..=  27X-T,  =fi-  . 

0,i32  i32.  . . = i52,X0001  0O1..  = i32X,,'7=,‘,*J- 
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È facile  il  conchiudere  che  ogni  frazione  decimale  pe- 
riodica è uguale  ad  una  frazione  ordinaria  che  ha  per  nu- 
meratore le  cifre  del  periodo  e per  denominatore  un  nume- 
ro composto  di  tanti  9 per  quante  sono  le  cifre  del  perio- 
do. Le  frazioni  trovate  si  riducono  alle  espressioni 

più  semplici  7 , , rn  ( »"  7^  )• 

104.  Per  ben  intender  la  natura  delle  frazioni  decimali  periodiche 
si  consideri  la  frazione  0,99999  ■ * ■ > secondo  la  regola  è uguale  a 
1=1.  Sembra  a prima  vista  assurdo,  che  una  iìrazione  sia  eguale  a un 
intero.  Si  rifletta  però  che  se  nella  frazione  0,9999  • • • oi  arrestiamo 
alla  prima  cifra,  la  differenza  dall’unith  sarò  7-r  ; se  alla  seconda  cifra 
è se  alla  terza,  7^;  se  alla  quarta,  e cosi  di  seguito. 

Si  vede  adunque  che  la  frazione  0,9999. . . tanto  più  si  avvicina  a i 
quanto  più  si  estende.  Nondimeno,  qualunque  sia  il  numero  delie  ci- 
fre prese  , nou  potrà  mai  aversi  esattamente  1’  unità.  L'  unità  dun- 
que è una  quantità  verso  la  quale  la  frazione  0,9999. . . si  va  sem- 
pre più  avvicinando  senza  potervi  mai  arrivare,  e perciò  n' è il  li- 
mite. Per  esprimere  l' impossibilità  di  assegnare  il  numero  delle  cifre 
che  si  dovrebbero  prendere  per  formare  1'  unità  , si  dice  che  questa 
numero  di  cifre  dev'  esser  infinito  ; secondo  questo  linguaggio  la  fra- 
zione 0,9999. . . prolungata  all'  infinito  è uguale  a i.  La  differenza  fra 
r unità  e la  frazione  diviene  allora  tanto  piccola  da  non  potersi  as- 
segnare , il  che  si  esprime  col  dir  che  diviene  infinitesima.  La  stessa 
idea  bisogna  formarsi  delle  altre  frazioni  decimali  periodiche;  le  fra- 
zioni ordinarie  corrispondenti  sono  i limiti  verso  i quali  convergono, 
ossia  sono  i numeri  a cui  i loro  valori  tendono  a divenir 'eguali. 
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CAPO  IV. 


de'  numeri  complessi. 

io5.  I melodi  finora  dati  per  eseguir  le  quaitro  operazio- 
ni su  i numeri  interi  o frazionari  sono  inaipcndenli  dalla 
specie  deir  unità  di  cui  questi  numeri  rappresentano  le  col- 
lezioni. Ma  ogni  calcolo  da  eseguirsi  avendo  relazione  ad  una 
quislione  determinata  , il  risuliamento  che  si  cerca  ha  spes- 
so una  dipendenza  necessaria  dalla  specie  dell’unità  di  pa- 
recchi de’ numeri  su  i quali  deve  operarsi.  Ora  se  per  le 
diverse  specie  di  quantità  da  misurarsi  le  suddivisioni  o i mul- 
tipli delle  unità  principale  seguissero  il  sistema  di  numera- 
zione , il  calcolo  de’  numeri  concreti  rientrerebbe  in  quello 
de’  numeri  interi  ed  astratti,  e sarebbe  perciò  il  più  facile 
di  tulli.  Ma  ciò  s’ incontra  di  rado,  trovandosi  le  diverse  spe- 
cie di  unità,  ora  divise  in  impani,  ora  in  8,  ora  in  i6,  ce. 

I numeri  concreti  ne’  quali  le  suddivisioni  dell’unità  prin- 
cipale non  seguono  il  sistema  decimale  , si  chiamano  nume- 
ri complessi. 

106.  Prima  di  parlare  del  calcolo  de’  numeri  complessi,  e- 
nuncicremo  le  suddivi.sioni  di  quelle  misure , delle  quali 
avremo  a far  uso  negli  esempi. 

II  tempo  generalmente  si  misura  , dividendo  il  giorno  in 
24  ore,  r ora  in  60  minuti  primi,  il  minuto  primo  in  60 
secondi.  I minuti  primi  s’indicano  con  un  accento,  c i se- 
condi con  due.  Per  indicare  3 ore,  17  min.  primi  e i5  se- 
condi si  scrive  3"’  17'  i3". 

Alcune  misure  della  Città  di  Napoli. 

Misure  di  lunghezza.  L’  unità  si  chiama  palmo  , che  si 
divide  in  12  once  e l’oncia  in  5 minuti.  Otto  palmi  for- 
mano una  canna. 

Pesi.  1j’ unità  si  chiama  libbra-,  si  divide  in  ]2  once, 
1’  oncia  in  jo  drariime  , la  dramma  in  3 trappesi,  il  irap- 
pcso  in  20  acini  o grani.  Per  alcuni  generi  s’  impiega  il 
rotolo  che  equivale  a once  33^.  Un  peso  di  100  rotoli  si 
chiama  cantajo. 
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L’ uniià  monetaria  è il  ducato  , che  si  divide  in  loq 
grani , e il  grano  in  12  cavalli. 

Alcune  misure  di  Parigi. 

Misure  di  lunghezza.  L’unità  si  chiama  si  divide 
in  6 piedi,  il  piede  in  12  pollici,  il  pollice  in  12  linee. 

Pesi.  L’  unità  si  chiama  libbra  , che  si  divide  in  16  on- 
ce , r oncia  in  8 grossi  o dramme , la  dramma  in  3 scru- 
poli , lo  scrupolo  in  24  grani. 

L’  antica  unità  di  moneta  si  chiamava  lira',  si  divideva  in 
20  soldi,  c il  soldo  in  12  denari. 

107.  Il  calcolo  de’ numeri  complessi  riesce  facile  a chi  ha 
ben  capito  lo  spirito  de’metodi  nel  calcolo  dc’decimali  e delle 
frazioni.  Mon  si  tratta  che  di  applicare  i medesimi  principii 
generali  da  cui  quelle  operazioni  dipendono  , e di  estendere 
a delle  divisioni  arbitrarie  dell’  unità  i metodi  dati  pel  caso  in 
cui  r unità  sia  divisa  c suddivisa  sempre  in  10  parti. 

ART.  I. 

Conversione  de*  numeri  complessi. 

108.  Conoscendo  in  un  numero  complesso  le  suddivisioni 
dell’  unità,  sarà  facile  trovare  quante  unità  di  una  specie  da- 
ta contiene  1’  unità  principale.  Infatti  una  tesa  è 6 piedi , 
e poiché  1 piede  è 12  pollici,  la  tesa  sarà  poli.  6X12=72;  e 
siccome  ogni  pollice  è 12  lince,  sarà  la  tesa  eguale  a lin.  72X  12 
= 864  linee.  Nel  modo  stesso  si  trova  facilmente 

J«».  _ gp.l.  _ ggon. 

=12°"-  =120'''-  =56o'"<’’  =720O*'^' 

109.  Ogni  numero  complesso  si  può  scrivere  sotto  la  forma 

di  frazione  ordinaria.  Sia  per  cs.  il  numero  7'*"  2°°'  4‘”- . 

Conoscendo  qual  parte  il  palmo,  l’oncia  c il  minuto  è della 
canna , quel  numero  si  potrà  scrivere  canne  7+7  + 5^  + 777- 
Il  denominatore  480  essendo  divisibile  per  8 e per  g6 , sa- 
rà 480  il  denominatore  comune  delle  tre  frazioni,  c si  avrà 

3x60+1X5+4  „,.,.,ro7X4»o+3X6o+2X5.p4_3554  ^ 

7 T*  /u„  » ovvero  — , lu 
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ducendo  la  frazione  all’  espressione  più  semplice , si  avrà 
i^cn.5p.i-  a"“- 4“  =7:^  canne;  o pure,  svolgendo  la  frazione 
medesima  in  decimali  , il  numero  proposto  potrà  esprimersi 
per  canne  7,404  J 5 j 5 . . . 

Ilo.  L’operazione  necessaria  a farsi  per  trasformare  un  nu- 
mero complesso  in  frazione  ordinaria  serve  anche  per  con- 
vertire questo  numero  in  unità  dell’  infima  specie.  In  effetti 
di  canna  rappresenta  evidentemente  3554  minuti. 

Ma  però  l’operazione  può  esser  resa  più  semplice  , con- 
vertendo successivamente  le  unità  di  una  data  specie  in  quel- 
le dell’ordine  immediatamente  inferiore,  come  si  vede  qui 
praticato  su  1’  esempio  del  n°  prec. 

Si  moltiplicano  le  7 canne  per  8 denominatore  del- 
r unità  immediatamente  inferiore , e si  avrà  56  che 
esprime  il  numero  de’ palmi  contenuto  in  7 canne; 
e aggiuntovi  3 palmi,  si  avrà  5g  palmi=7'*"‘0i“'-.  Mol- 
tiplicando 5g  pena,  si  convertirà  questo  numero  di 
palmi  in  once  ; e aggiunte  al  prodotto  le  a once  da- 
te, si  avrà  7io”"'=7“°-3'"‘‘  a™'.  Moltiplicando  1710  per 
5,  si  convertiranno  le  once  in  minuti,  che  co^  4 mi- 
nuti dati  formeranno  3554  minuti. 


Effettuando  sul  numero  3554,  che  rappresenta  minuti,  del- 
le operazioni  inverse  alle  precedenti,  il  medesimo  si  conver- 
tirà in  once,  palmi  e canne.  Si  dividerà  perciò  prima  per 
5,  denominatore  de’  minuti  riferito  all’  unità  immediatamente 
superiore  cioè  all’ once,  e si  avrà  il  quoziente  718  e il 
resto  4;  e sarà  3554  minuti  =7io““’4™-  . Si  dividerà  il  quo- 
ziente 710  per  la,  denominatore  delle  once  rispetto  ai 
almi,  e si  avrà  il  quoziente  5g  e il  resto  a;  sarà  quindi 
554“'  = 5g>’*''a°"'  4“- . Dividenclo  in  fine  5g  per  8 si  avrà 
il  quoziente  7 e il  resto  3;  per  cui  5554'"-  =7''  3>“'’  a““-4"'  . 


J 

56 

_3 

59 

la 

118 

708 

a 

710 

5 

355o 
4 

3554 
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L’  operazione  si  disporrà  come  qui  appresso. 


/ 


5654  1 5 

4 1 710 

13 

110 

a 

- 

Si  scriverà  P ultimo  quoziente  e i resti  successivi  ma  pre- 
si in  ordine  retrogrado;  e si  darà  a ciascuno  la  denominazio- 
ne che  gli  compete  secondo  P ordine  di  successione. 

Sia  dato  il  numero  a'"-5^‘'-4'’°'‘3''"  da  ridursi  a linee.  a 
Si  farà  l’operazione  posta  a lato,  e si  troverà  il  nu-  6 
mero  proposto  espresso  in  linee  ed  eguale  a 2499  ii- 
nee.  Volendo  esprimere  lo  stesso  numero  in  frazioni,  5 

tx)noscendo  che  la  linea  è ttt  della  tesa  , sarà  

•“  ’ 17 

at-.5pi,.  5ii»._  tese  ^ = a rrT—n  fff- 

54 


17 

4 

302 

18 

416 

208 

3 


2499 


Parimenti,  se  il  numero  34798  grani  ( misura  di  Parigi  ) 
si  voglia  convertire  in  numero  complesso  , si  farà  la  seguente 
operazione. 


34798 

107 

ii( 


32 


34 

1449 

■3 

34 

483 

8 

9 

0 

5 

60 

13 

16 

5 


L’ultimo  quoziente  è 3,  e i residui  sono  12,  3,  o,  22; 
per  cui  il  numero  34798  grani  = S'*’’-  12”“^  5*’-  o«'  aa’"- 
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Così  si  ha 


jjiir.  yJ<^n.=  3o55  denari  = ~~  lire  = ^=  lire  la-fj  ; 
284541"  = 5^'  rj”’-2‘  21". 

Quel  che  si  fa  ne’  numeri  interi  o decimali  per  ridurre 
lutto  il  numero  ad  unità  dell’  infima  specie  non  è che  un 
caso  particolare  del  precedente,  Per  es.  il  numero  3783  e- 
sprime  3™*"***  8‘“"- 4“°'.  Se  si  moltiplicano  le  3 migliaja 

{)cr  10,  si  ridurranno  a 3o  ccntinaja,  che  colle  7 centinaia 
ormano  37  ccntinaja.  Moltiplicale  queste  nuovamente  per 
10,  si  convertono  in  370  diecine,  che  colle  8 diecine  date 
formano  378  diecine,  in  fine  moltiplicando  nuovamente  per 
jo  e aggiungendo  le  4 unità,  si  ha  il  numero  stesso  con- 
vcrtito in  5784  unità,  il  niclodo  adunque  c lo  stesso;  ma 
in  quest’  ultimo  caso  le  conversioni  si  fanno  senza  cffelluare 
operazione,  perchè  la  moltiplicazione  dipende  dalla  sola  si- 
tuazione delle  cifre  . 


111.  L’indic.'ito  modo  di  operare  risulta  aneor  più  evidente,  osservando 

che  neiresempio  del  n"  109  il  numero  3554  si  oUieiic  eirelliinudu  le  qui  indi- 
cale opcrar.ioiii;  7 X 4‘''o+3  X X 5-J-4)  le  quali  si  decompongono  in 

operazioni  pili  semplici,  cicè  7 X HX  t2X5-)-3X  X 5-J-2X5-J-4 •^^*'** 
chiaro  che  dividendo  quest’  ultimo  numero  per  5 si  Ita  per  resto  !\  c per 
quoziente  7 XH  X • z + 3 X i 5 dividendo  questo  (|uozicute  per  ta 
si  ha  per  resto  a c per  quoziente  7X''l+3  ; e dividendo  ipiest' ultimo 
numero  por  8,  si  ha  per  resto  3 e per  quoziente  7.  Facendo  l’ope- 
razione inversa,  si  hanno  i numeri  7X84-3,  7 X8X 12 -|-3  X *^ +’ > 
7 X8 X 12 X 5+3X 12X5+2X5+4  1 l’ultimo  de’ quali  c il  numero 
richiesto,  cioè  3554- 

112.  Si  debba  ora  convertire  in  numero  complesso  un  nu- 
mero frazionario  dell’  infima  specie,  come  per  esempio 

3178481  Estraendo  da  questo  numero  gl’  interi  cioè  divi- 
dendo 3178481  por  i3,  si  avrà  244498",-^.  Si  tratterà  ora 
di  convci  tirc  244498"  in  minuti  primi  , ore  c giorni  secondo 
la  regola  assegnala  , cioè  dividendo  il  dello  numero  per  (io, 
poi  il  nuovo  qiioziemc  per  fio,  jKii  l’altro  per  24.  Si  vede 
dunque  die  il  divisore  i3  si  può  considerare  come  forman- 
te parte  della  .scric  de’ divisori  , c quindi  l’operazione  è 
uniforme.  Il  primo,  residuo  è il  numeratore  della  frazione 
che  deve  accompagnare  il  numero  dcH’  infiina  specie.  Ecco 
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il  quadro  dell’operazione. 


3178481" 

% 

64 

128 

111 

7 


i3 

344498" 

60 

449 

4074' 

398 

4?4 

58" 

54' 

6^ 

67” 

19” 


24 


39- 


e perciò 


31784^1 


i3 


. — = 39  ig"'-  54'  58" 


7 

TT 


ii3.  Se  si  ha  un  numero  concieio  espresso  in  frazione  or- 
dinaria e rapportalo  all’  unità  principale , è facile  convertirlo 
in  numero  complesso.  Si  abbia  per  es.  il  numero  : canne 
3 ^ , e si  voglia  la  frazione  ^ esprimere  in  palmi  , canne  e 
minuti.  Bisogna  in  primo  luogo  convertirla  in  minuti  , e 
siccome  il  minuto  è della  canna  , quella  frazione  sarà 


eguale  a minuti 


480  X 3 


cioè 


1440 


di  minuto.  Si  tratterà  ora  colla 


7 . . 7 . 

regola  precedente  di  esprimere  in  numero  complesso  il  quo- 
ziente ai  1440"’'°'  diviso  per  7;  il  quale  sarà  Si"''  5°°-  o'“- 1. 

In  vece  di  convertire  la  frazione  di  canna  \ immediata- 
mente in  minuti , e poi  da’  minuti  ripassare  alle  once  c 
palmi,  sarà  forse  più  facile  e più  breve  convertire  la  frazio- 
ne I in  palmi  moltiplicandola  per  8.  Si  avrà  cosi  ^ di  canna 
eguale  a ^ di  palmo  = pai.  5}.  Si  convertirà  questa  frazione 
di  palmo  in  once  , moltiplicandola  per  1 3 , e sarà  } di  palmo 
di  once  = once  5).  Convertendo  finalmente  j di  oncia 
in  minuti , si  avrà  ^ di  oncia=  o”-  Dunque 


can.  3 I =3""  S''*'-  5-‘'  0'“'“  • ? ; 

risultamenlo  identico  al  precedente.  È facile  ravvicinare  questi 
due  modi  di  operare. 

Parimenti  nel  numero  i5"*",457  si  esprimerà  la  frazione 
decimale  per  mezzo  delle  suddivisioni  della  tesa  operanda 
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0,457 

0,743 

0,904 

6 

12 

12 

■ 3,743 

1 4S4 

1 808 

743 

904 

C! l » ' 

8,904 

10,848 

Sicché  sarà 


i3'"-,457=:i3‘"-  2P‘«'-  8p”'-  io”"-, 848. 
ART.  II. 


Operazioni  su  i numeri  complessi. 

5.  /.  Addixione  e sottrattone. 

ii4>  L’addizione  de’ numeri  complessisi  esegue  scriven- 
do le  une  sotto  le  altre  le  unità  della  medesima  denomi- 
nazione; e poi,  cominciando  dalle  unità  dell’  ìnfima  spet'Je,  si 
faranno  tante  somme  parziali , quante  sono  le  specie  di  u- 
nità  delle  quali  si  compongono  i numeri  dati.  Se  le  som- 
me parziali  non  contengono  tante  unità  quante  ne  bisogna- 
no per  formare  una  o più  unità  dell’  ordine  che  segue 
immediatamente  , si  scriveranno  nel  luogo  della  somma;  in 
caso  diverso,  si  divideranno  pel  loro  denominatore  , si  scri- 
verà il  resto,  e il  quoziente  si  riporterà  alla  colonna  seguente. 
A schiarimento  di  quanto  si  è detto  si  guardi  l’esempio  che 
segue. 

La  somma  delle  linee  è Sa,  e siccome  Sa  5'“- S*^' 4’’**' * **■ 
linee  equivalgono  a di  pollici,  si  scriverà  ^ 7 ^ * 

il  resto  8,  c il  quoziente  2 si  riporla  alla  co-  ® 1 10  li 

lonna  de’ pollici.  La  somma  de’ pollici  è 3i,  ^ ^ 9 ^ 

c siccome  3i  pollici  è uguale  a fj-  di  pie-  16 8‘”'*8'“- 
de  , si  dividerà  3i  per  la,  il  resto  7 si  scri- 
verà e si  riporterà  a alla  colonna  seguente.  E così  di  seguito. 

Ecco  altri  esempi  per  esercizio. 


_c.  ^p.1.  Qon.  gm.  X 

5 3 11  5 1 

2791 

8 6 5 4 1 

24“»-  6'-'  1“"'-  !”■  f 


j8«i«.  5»r.  j0/  3g/» 

2 14  18  19 

i3  23  7 ^9 

4 22  69  47 
3gii-  j5"'  4a'  44" 
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Il 5.  La  sottrazione  parimenti  non  ammette  difHcolià,giacchè 
brattasi  di  eseguirla  sopra  unità  del  medesimo  nome.  Se  qual- 
che sottrazione  parziale  fosse  impossibile  perchè  il  nume- 
ro superiore  è minore  dell’  inferiore , si  prenderà  in  presti- 
to un’  unità  dell’  ordine  che  segue  immediatamente.  Ecco  un 
esempio. 

Da  6 once  non  potendosi  sottrarre  ii  once,  ia“"‘5>"'’6°"'  4“’‘" 
si  prenderà  in  prestilo  i palmo  che  si  con-  rj  711  3 
verte  in  la  once  , e si  farà  la  sottrazio-  5cd.5i..i.„oii. 
ne  togliendo  11  da  18  ; e così  di  seguilo.  ' 

Per  render  la  sottrazione  possibile,  si  viene  a decomporre 
il  numero  superiore  in  ii“"‘  ia<’*‘’  i8°°'  4'"' . Aggiungiamo  per 
maggior  dilucidazione  un  altro  esempio. 

^lib.  qoi,.  2«r.  j3.c. 

2 1 5 7 a a3 

40  0 2 14 

Del  modo  come  l’ operazione  è eseguita  si  troverà  la  ragio- 
ne , osservando  che  il  numero  superiore  si  è decomposto 
in  Ó''*’- 15““-  75™- 4*"- 37’""* 


5-  II-  MoUiplicazione  e divisione. 

116.  Consideriamo  in  primo  luogo  il  caso  in  cui  si  debba 
dividere  un  numero  complesso  per  un  numero  intero  ed 
astratto  ; e per  poter  ragionare  prendiamo  il  numero  ( mis. 
di  Napoli)  2i58“'’'  7“"  4'’'‘  da  dividersi  per  124. 

La  prima  idea  che  si  presenta  è forse  quella  di  convertire 
il  dividendo  in  unità  delP  infima  specie  cioè  in  grani  (n°  1 10)  ; 
e allora  questa  divisione  rientra  nel  caso  del  n°  112.  Ma 
trattandosi  di  aver  il  quoziente  in  numero  complesso  , col 
distruggere  questo  carattere  nel  dividendo  non  si  farebbe  che 
allungare  considerevolmente  il  calcolo.  Riflettendo  poi  che  il 

auoziente  si  ottiene  col  dividere  pel  divisore  ciascuna  parte 
i cui  si  compone  il  dividendo  ( n°  53  ) , si  tratterà  di  de- 
comporre il  dividendo  in  siffatto  numero  di  libbre  , once  , 
dramme , ec. , che  ciascuna  parte  sia  separatamente  divisibile 
per  124.  La  qual  cosa  si  esegue  facilmente,  convertendo  ogni 
resto  in  unità  della  specie  che  segue  ; c può  conoscersi  il 
modo  come  bisogna  condurre  il  calcolo  , osservando  1’  opc- 
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razione  che  segue , cffelluala  sull’  escmp  io  proposto. 


l’div.  2i38''’’-  7”°’  l5*'- 

898 

3o'“’- 

la 

56Ò 

7 

367°"' 

XJ94'*"- 

78>^- 

3 

a34 

1 

4"div.  235^ 

111*'- 

30 


134 

J^llb.  goa.  gJr.  i8*'-  ^ 


3320 

l5 

s»div.  HaSSs’’- 

995 

3s- 


Dopo  aver  diviso  3l58  per  124  si  ha  il  resto  3o  libbre.  Si 
convertono  le  libbre  in  once  moltiplicandole  per  la,  il  che 
dà  36o  once,  che  colle  7 once  date  nel  dividendo  fbrmano 
367  once.  Divise  queste  per  ia4  danno  per  residuo  119.  Si 
converte  questo  numero  di  once  in  dramme  ; e siccome  l’on* 
eia  si  divide  in  10  dramme , basterà  calare  il  4 dividen- 
do, e si  ha  1 194  dramme.  Divise  per  1 a4  danno  per  resi- 
duo 78 , che  si  converte  in  trappesi  moltiplicandolo  per  3 ; e 
così  di  seguito. 

Se  il  numero  da  dividersi  fosse  solamente  3i38“’’-,  l’operazio- 
ne così  eseguila  coinciderebbe  con  quella  del  n°  ii3. 

La  divisione  de’  numeri  interi  o decimali  non  è che  un 
caso  particolare  del  precedente.  Ogni  resto  si  converte  in 
unità  dell’  ordine  immediatamente  inferiore , e vi  si  aggiun- 
gono le  unità  dell’  ordine  immediatamente  superiore.  Ma  ne’ 
numeri  scritti  secondo  il  sistenaa  di  numerazione , la  molti- 
plicazione per  10  c r addizione  della  cifra  seguente  si  fa 
col  solo  calure  della  cifra  stessa. 
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117.  Si  può  moltiplicare  un  numero  complesso  per  un  nu- 
mero intero  cd  astratto  procedendo  con  operazioni  inverse  a 
quelle  effettuate  per  la  divisione.  Sia  per  es.  da  moltiplicarsi 
i3“°*  3“*‘  a™' ì per  a5  ; si  disporrà  l’operazione  come 

si  vede  qui  appresso. 


35 


65“» 

36 

• 

ixr  7 palmi 

. 21 

per  3 once 

6 3"“' 

per  2 mimiti 

IO 

per  2 terzi  di  fciti. 

3 i‘"  ^ 

347*- 

gH-  X'"-  1 

Dopo  aver  moltiplicato  i5  per  26  , si  moltiplicherà  7 per 
25,  il  che  dà  iqS  palmi;  dividendo  per  8 si  ha  2i'-7i"'' Si 
moltiplicherà  in  sc{>uilo  3“"-  per  26  e si  avrà  75  once,  e divi- 
dendo per  12  si  avrà  Gp*'-  3""’.  E così  si  coiiUnnerà.  Questi  pro- 
dotti parziali  si  trovano  in  luogo  separato , e poi  si  scrivono 
nel  sito  proprio  a ciusciino. 

Si  potrebbe  anche  ridurre  il  moltiplicando  ad  unità  dell’in- 
fima specie  e moltiplicarlo  poscia  per  25.  Il  prodotto  ottenuto 
si  convertirebbe  nuovamente  in  numero  complesso  , giusta  il 
metodo  esposto  al  n“  110. 

1 18.  Avendo  mostrato  come  si  esegua  la  moltiplicazione  e 
la  divisione  di  un  numero  complesso  per  un  numero  astratto, 
passiamo  al  caso  in  cui  il  moltiplicatore  o il  divisore  sieno 
anche  numeri  complessi. 

E cominciando  dalla  moltiplicazione , si  osserverà  clic  trat- 
tandosi di  comporre  un  numero  per  mezzo  del  moltiplicando 
come  il  moltiplicatore  lo  è per  mezzo  dell’  unità  ( n®  21  ) , 
il  móltiplicatorc  deve  figurar  sempre  da  numero  astratto,  e il 
prodotto  dev’  esser  della  stessa  natura  del  moltiplicando.  Si 
tratterà  dunque  di  mostrare  come  si  riduce  il  moltiplicatore 
a numero  astratto.  Intanto  è d’  uopo  avvertire  che  non  è in- 
differente , come  ne’  numeri  astratti , prender  per  moltipli- 
cando uno  qualunque  dc’due  fattori.  L’enunciato  della  questio- 
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iic  , determinando  la  naiara  del  prodotto,  indica  «piale  de’  due 
fattori  dev’  esser  preso  per  moltiplicando. 

Si  domandi  1’  importo  di  a4*“'  5?'-  di  un  «lato  lavoro, 
pagandosi  a 1 7*°‘-  la  tesa.  Il  numero  che  si  cerca  do- 
vendo esser  espresso  in  lire, è chiaro  che  7“''  a'**"-  dev’esser 
il  moltipli«»ndo.  E siccome  il  moltiplicatore  deve  figurar  da 
numero  astratto,  si  tratterà  di  ripeter  7‘“'-  a'*'"-  ventiquat- 
tro volte,  e poi  prenderne  la  stessa  parte  che  S*"'  7?“' • è della 
tesa.  Ora  essendo  24'"’  5’’‘'  7^''  = ^4-^  di  tesa  , si  dovrà 
moltiplicare  iS'"-  7“'-  a'’*"-  per  ' il  che  si  fa  moltiplicando 
prima  per  1796  e poi  dividendo  il  pnidotto  per  725  o vicever- 
sa. Ecco  r operazione. 


per  7 sol... 
per  a dcn. . 

Prodotto 

Resto  in  lire 


2 5'ir.  i^'ot.  ^fleo. 

•^795 

8925"- 

179D 

ba8  5“'- 
14  19  a''*”- 

22568"-  4’°'-  a"*'"-  72 

”38à^ 

208 

64 


J7»i.  10^...  ^ 


20 

ia8o 

^ 

1284“' 

564 

Resto  in  soldi ....  go 


Resto  io  den... .. 


la 

720 

3 

792 

a 


1 


119.  Se  anche  il  moltiplicando  si  mettesse  sotto  forma  di 
frazione , si  tratterebbe  ai  moltiplicar  fra  loro  degl’  interi 
uniti  a frazioni.  Si  può  con  molto  vantaggio  applicare  a que- 
sto caso  il  metodo  esposto  al  n°  96  , decomponendo  le 
parti  frazionarie  de’  due  fattori  in  Orazioni  che  haimo  per  nu- 
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meratore  l’ uniti.  Riprendiamo  1’  esempio  di  sopra,  affinchè  il 
confronto  de’ due  metodi  dia  maggior  risalto  a quello  che 
passiamo  ad  esporre. 


per  6 sol., 
per  3 sol., 
per  3 den, 
per  3 pied 
per  3 pied 
per  6 poi  . 
per  I poi. 


Dopo  aver  fatto  il  prodotto  di  i5  per  24  si  deve  moltipli- 
care 24  per  7 soldi.  Si  decomporrà  questo  numero  in  5 soldi 
piu  2 soldi  ; il  prodotto  di  24  per  1 lira  sarehLe  24  lire , 
essendo  5 soldi  la  quarta  parte  di  1 lira , il  prodotto  sarà  la 

a nana  parte  di  24"’.Parimcnti  essendo  2 soldi  la  decima  parte 
i 1 lira,  si  prenderà  la  io*  parte  di  24,  decomponendo  que- 
sto numero  secondo  le  suddivisioni  della  lira.  Essendo  2 de- 
nari la  dodicesima  parte  di  2 soldi,  si  avrà  il  prodotto  di  24 
per  2 denari , prendendo  la  dodicesima  parte  del  prodotto 
precedente.  Tutti  questi  prodotti  parziali  compongono  il  pro- 
dotto del  moltiplicando  per  24.  11  prodotto  del  moltiplicando 

rr  1 , darebbe  il  moltiplicando  ; decomponendo  5 piedi  in 
piedi  e 2 piedi , si  otterranno  questi  due  prodotti  pren- 
dendo la  mela  e poi  la  terza  parte  del  molliplicandQ.  Si  de- 
comporrà poi  7 pollici  in  6 pollici  più  1 poli.;  e siccome  6 pol- 
lici sono  la  meta  di  un  piede  o la  quarta  parte  di  2 piedi, 
si  prendevi  il  quarto  dm  prodotto  prccecfentc , e si  avrà 
jiir.  5»i.  ^de«.  |,_  Iq  jj  sesia  parte  di  questo  numero  darà  il 
prodotto  per  1 pollice. 

l20.Se  in  vece  della  quistione  or  ora  risoluta  fosse  data  que- 
st’ altra  ; Con  una  lira  si  hanno  24’*‘-  di  lavoro  , 

quanto  se  ne  potrà  avere  con  7“’'-  2''*"-  ? Bisogna  pure 
moltiplicar  fra  loro  questi  due  numeri , ma  il  proaotto  do- 
vendo esser  espresso  in  tese,  7”''  2^”- farà  da  moltipli- 


l51ir.  _iol.  ad.!.. 

24*“-  5i^-  7t“'- 
6o“'- 
3o 

6 

2 8“'- 

o 4 

7 i3  7'^"- 

5 2 4 i 

■ 1 5 7 i 

• o 4 3 iV 

382“"-  i7“’‘  io''“  ~ 
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calore.  Ecco  1’  operazione. 


24'" 

5pi. 

^pol. 

1 5'"- 

2-1.0. 

1 20"’ 

24  . 

per 

3 

piedi.  . 

• • • 7 

3,... 

|.ir 

2 

piedi . . 

• - ■ 5 

0 

per 

(> 

poli.  « . 

■ • • 1 

1 

gp.,1 

per 

I 

poli  . . . 

...  0 

1 

5 

per 

5 

sol.  . . 

■ • • 6 

l 

4 q''" 

per 

sol.  . . 

■ • • j 

1 

5 q 

pir 

1 

sol.  . . 

• • • 1 

1 

5 g 

per 

1 

den . . 

• ■ • 0 

1 

2 1? 

582"* 

5p. 

^pol.glln. 

I procioni  ouennii  ne’  due  casi  che  abbiam  considerati  sem- 
brano diversi  perchè  contengono  parti  dell’  unità  diversa- 
niente  divisa.  Ma  scrivendo  queste  parti  sotto  forma  di  fra- 
zione , si  otterrà  il  risultamento  unico  38a  | ‘ 

lai.BI.sogna  in  queste  operazioni  procurare  di  decomporre 
in  modo  le  frazioni  dell’  unità  che  le  divisioni  si  faccian  sem- 
pre per  numeri  di  una  sola  cifra , affinchè  si  possano  eseguire 
a mente.  In  caso  contrario  si  farà  ii.so  di  prodotti  ausiliari 
( 11“  t)6  ).  Ecco  un  esempio  de’  più  complicati. 


XCAIlt. 

54*'- 

53*“' 

•19“- 

ici3, 

72 

per  5o  rut. . . • 

..  a3, 

77 

per  lu  rut..,. 

• • 4,  75,  4 7 

per  2 rot.. , . , . 

..  0, 

95, 

per  1 rot 

0, 

47» 

t)T7 

. . 1,  42,  7 fi 

per  IO  once... 

..  0, 

14, 

2 rrf 

per  5 once. . . . 

••  0, 

°7> 

1 tv; 

per  a once 

••  0, 

02, 

lo-^ 

per  3 once. . . . 

••  0, 

02, 

10  ■— 

c * s 

w, 

169,  19,  8 
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Si  deve  osservare  che  essendo  il  ducato  diviso  in  loo  gra- 
ni , si  può  considerare  il  moltiplicando  come  incomplcsso  ; 
quindi  si  farà  immediatamente  il  prodotto  di  47,54  per  3. 
Quantunque  i 53  rotoli  sieno  parti  decimali  del  caniajo,  non 
conviene  moltiplicare  47j54  per  3,53  , giacché  bisognerebbe 
staccar  quattro  cifre  decimali  dal  prodotto  , e allora  il  grano 
resterebbe  diviso  in  centesimi , mentre  s’  intende  dividerlo 
in  la  cavalli.  Diviso  53  rotoli  in  5o-)-a-t-i , si  ottiene  il  pro- 
dotto per  5o  rotoli  prendendo  la  metà  del  moltiplicando;  per 
aver  quello  di  a rotoli  bisogna  ricorrere  al  prodotto  ausilia- 
rio per  IO  rotoli.  Siccome  un  rotolo  è uguale  a once  35 tre 
rotoli  formano  100  once  ; è necessario  dunque  il  prodotto  au- 
siliario di  3 rotoli  o 100  once , il  quale,  si  ottiene  sommando 
i prodotti  di  2 rotoli  e 1 rotolo.  Prendendone  la  10”  parte, 
si  ha  il  prodotto  per  10  once  ; e così  pel  resto. 

Il  metodo  di  prender  in  parti  si  applica  a qualunque 
caso  della  moltiplicazione  de’  numeri  complessi  ; quindi  an- 
che a quello  del  n°  117. 

122.  Ci  rimarrebbe  a parlare  del  caso  in  cui  il  moltipli- 
cando e il  moltiplicatore  sono  numeri  della  stessa  natura.  Que- 
sto caso  non  si  presenta  che  per  le  misure  lineari.  1 due  fat- 
tori debbono  esser  considerati  entrambi  come  numeri  astrat- 
ti ; si  possono  perciò  ridurre  a numeri  frazionari  , e il  pro- 
dotto sarà  anche  un  numero  astratto.  Questo  prodotto  però , 
rapportandosi  ad  un’unità  dipendente  da  quella  de’ due  fat- 
tori , può  esser  anche  espresso  per  un  numero  complesso  ; 
ma  per  far  ciò  è necessario  conoscer  la  natura  di  quest’unità; 
della  qual  cosa  se  ne  terrà  proposito  nel  Capo  IX. 

123.  Abbiamo  già  fatto  conoscere  come  in  qualunque  caso 
si  esegua  la  divisione  di  un  numero  complesso  per  un  numero 
astratto  ( n“  ii6).Or  nella  divisione  dovendo  il  dividendo  esser 
composto  col  quoziente  come  il  divisore  è composto  coll’ unità 
( n°  3o  ),  il  divisore  deve  sempre  funzionare  da  numero  astratto 
e il  quoziente  dev’  esser  della  stessa  natura  del  dividendo. 
Nella  divisione  di  un  numero  complesso  per  un  altro,  il 
divisore  e il  dividendo  o sono  di  specie  diversa  o della  me- 
desima specie.  Bisogna  dunque  mostrare  come  ciascuno  di  que- 
sti casi  si  può  riportare  a quello  di  un  numero  complesso  por 
un  numero  astratto. 

Son  due  le  quistioni  che  corrispondono  al  primo  caso. 
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Se  per  es.  con  5'/8‘"'-  5^"‘  si  è ottenuto  Sy***- 

^poii.  ^lin.  di  y,j  dato  lavoro;  si  può  domandare  quanto  si  è 
pagato  per  ogni  tesa,  o pure  con  i lira  quanto  lavoro  può 
aversi.NeJ  primo  caso  è chiaro  che  se  si  conoscesse  il  prezzo  di 
una  lesa  di  lavoro,  moltiplicandolo  per  Sy***'  a'"*'*-  yP“"-  4*“', 
si  dovrebbe  avere  5y8'"-  i3’"'  Si  troverò  dunque  il  prez- 
zo di  una  lesa  di  lavoro , dividendo  5y8‘’''  10“'-  per 
3i.i«a.  ^poii.  511».  ji  quoziente  dov’ esser  in  lire,  e perciò  il 
divisore  deve  ridursi  a numero  astratto.  Questo  divisore , messo 
sotto  forma  di  frazione,  diverrà  =^.  Sicché  mol- 

tiplicando prima  il  dividendo  per  16  e poi  dividendo  per 
699 , si  avrà  il  quoziente  richiesto.  Ecco  1’  operazione. 


5y8'*'-  S"*'"’ 

16 

3468'"- 

5y8 

per  IO  sol 8 

per  2 sol 1 13 

per  I sol O 16 

per  4 den O 5 

per  1 den O 


,<ol. 


4^“- 

4 


Resto  in  lire. 


aa58“^-J4“ 

5a68 

ay3 

ao 


S*"' 


599 

i5“'  9** 


idea. 


» 9 9 


Resto  in  sol. 


Resto  in  den. 


5460 

14 

54^4*°'- 

la 

166 

85 

^ 

1004'***- 

4o5 


Perciò  il  costo  di  una 
Quando  poi  con  gli 


tesa  sarà  9“'-  l**"'  4f?* 
stessi  dati  si  domanda  quanto  lavoro 
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può  aversi  con  i lira  , l>iso{5na  divider  57*'*'  a'’’"''  n’’"'-  5''" 
per  578'''''  1 5”'  5'''" . Operando  come  sopra , si  ha  per  qno- 
zicnie  4<“''  7“"- frrìrf- 

ia4-  Se  il  divisore  è della  slessa  natura  del  dividendo , il 
quoziente  può  esser  numero  astratto  o numero  complesso  di 
natura  diversa.  Nell’uno  e nell’ altro  caso  si  ridurranno  il  di- 
visore ed  il  dividendo  ad  unità  dell’  infima  specie  , ed  in 
questo  stato  riportandosi  essi  alla  stessa  unità,  si  potranno  con- 
siderare come  numeri  astratti;  macché  il  nome  o la  grandez- 
za dell’ unità  non  influisce  sul  valore  del  quoziente  (n‘  58,  46). 
Con  questa  riduzione  l’ operazione  è riportata  ad  una  divisione 
ordinaria  fra  due  numeri  interi.  II  quoziente , secondo  ri- 
chiede la  quislione  o si  lascerà  sotto  la  forma  di  numero 
astratto , o si  convertirà  in  numero  complesso  dandogli  il 
nome  che  gli  compete  ed  esprimendo  la  frazione  che  lo  ac- 
compagna in  frazioni  di  una  specie  data. 

Sia  proposto  il  quesito  seguente.  E necessario  l’acquisto  di 
578""-  7'“'-  6°"'  di  tela  ; ogni  pezza  forma  8'‘  a’’-  5""'  5'"-  ; si 
vuol  sapere  quante  pezze  bisogna  prendere.  Evidentemente  si 
tratterà  di  dividere  il  primo  numero  pel  secondo;  e il  quo- 
ziente, esprimendo  il  numero  delle  pezze  necessarie  a formare 
il  numero  di  canne  richiesto,  sarà  numero 
astratto.  Si  riducono  i due  numeri  a minuti,  i8i885  3988 

e si  avrà  i8i885  da  dividere  per  3988.  !22565  ^5 

Il  quoziente  intero  è 4^  ; e il  residuo  è 2425  2426 

minuti , ovvero  5'’  C'  S""*'.  Quindi  biso- 
gneranno pezze  45  e altri  5'-  o'’-  al  di  fuori. 

Altra  quistione.  Una  libbra  di  una  data  droga  costa  duca- 
li 2,43;  ; quante  libbre  della  stessa  droga  si  potranno  comprare 
con  due.  075,21  ? E chiaro  che  per  avere  il  numero  delle 
libbre  richiesto  , bisogna  vedere  eli  quante  quantità  eguali  a 
2,43  si  compone  375,21.  Si  dovrà  dunque  dividere  375,21 
per  2,43  o pure  ( sopprimendo  in  ciascuno  la  virgola  c mol- 
tiplicando per  2 ) 75042  per  487 , che  si  possono  considerare 
come  numeri  astratti.  11  quoziente  astratto  i54  7V7  indica 

auanle  volte  bisogna  rÌTCier  1 libbra.  Ora  , poiché  il  pro- 
otio  di  1 libbra  per  104  «xf  c libbre  i54  di 

convertire  la  frazione 7^  in  parti  della  libbra,  operando  secondo 
il  metodo  esposto  ne’  n‘  ii3  c 116. 

Si  poteva  da  principio  considerare  il  dividendo  75042  come 
libbre  e dividerlo  pel  numero  astratto  487.  Ma  allora  il  cal- 

6 
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colo  avrebbe  avuto  relazione  alla  quistione  seguente.  Con 
due.  3,43  ì si  hanno  libbre  5']5  di  una  data  droga  ; 
quante  se  ne  potranno  avere  con  1 ducalo?  Nell’ uno  e nel- 
r altro  caso  si  ottiene  per  quoziente  complesso  i“- o'*'’’ 

a.r.p, 

Queste  due  quistioni  danno  il  medesimo  risultamento  ; 
e in  cfTetti  non  diSeriscono  fra  loro  , se  non  perchè  nella 
prima  il  quoziente  corrisponde  al  moltiplicatore,  nella  seconda 
al  moltiplicando  ; e abbiamo  gih  veduto  ( n°  i3o)  che  anche 
nella  moltiplicazione  de’  numeri  compiessi  si  può  invertire 
r ordine  de’  fattori  purché  il  prodotto  sia  espresso  in  numero 
incomplesso , come  in  questo  caso  è il  dividendo. 

Altra  quistione.  Per  7“"‘  S*"'"  3""'-  4"-  di  un  dato  lavoro  si 
è pagato  1 ducalo  ; quanto  dovrà  pagarsi  per  3t3'-  3'"  3““’ 
à"'  ? Riducendo  i due  numeri  dati  a minuti , si  tratterà  di 
dividere  i5o43a  per  3569. 11  quoziente  sai^  due.  ffl-l'. 
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CAPO  V. 


DELLA  RtPKOTA  DELLE  QUATTRO  OPERAEIOITI. 


1 aS.Neircffcttuare  le  quattro  operazioni  su  i numeri, eseguen- 
dosi a mente  una  buona  parte  del  calcolo  necessario,  è iheile 
commettere  'degli  errori.  Per  assicurarsi  se  il  risullamento  otte- 
nuto è esalto  , conviene  eseguire  un’  altra  operazione  che  ne 
sia  la  prova.  È condizione  essenziale  però  cM  questa  seconda 
operazione  sia  più  facile  della  prima , altrimenti  si  cadrà  nel 
dubbio  se  l’ errore  è dell’  operazione  principale  o della  pruova. 

Si  può  riveder  1’  addizione , ripetendola  con  altro  ordine. 
Se  per  es.  la  prima  volta  si  è eseguita  sommando  da  sopra 
verso  sotto  , si  potrà  rifare  andando  da  sotto  verso  sopra  : 
sarà  difficile  allora  incorrere  nel  medesimo  equivoco.  Si  può 
anche , se  i numeri  sono  molli , dividerli  in  diverse  som- 
me di  quattro  o cinque  numeri  l’ una.  Conviene  anzi  adottare 
fin  da  principio  questo  partito  per  non  stancar  la  memoria. 

La  migliore  prova  dell’addizione  è quella  di  andar  togliendo 
dalla  somma  ottenuta  le  diverse  somme  parziali  di  cui  essa 
si  compone , cominciando  dall’  unità  dell’  ordine  il  più  eleva- 
to. Se  r operazione  è ben  fatta,  si  deve  avere  per  ultimo  resto 
zero. 


Nell’  esempio  qui  annesso , si  fa  la  somma  delle  3764 
migliaja  che  ò la  , e siccome  vi  sono  scritte  14  mi-  aéq8 

gliaja , da  14  si  toglie  la  e si  nota  il  resto  a al  di  sotto.  35>^a 

Questo  resto  si  unisce  come  diecine  alla  cifra  seguen-  4g(i3 
te , e si  formano  ag  ceniinaja.  La  somma  delle  centi- 
najaèa7,  che  tolto  da  ag  dà  per  resto  a;  si  nota  a 
al  di  sotto,  e unito  come  decine  alla  cifra  seguente  si 
forma  il  numero  a8.  Sommata  la  colonna  seguente  ossia  quella 
delle  diecine  , si  ha  a7,  che  tolto  da  38  dà  per  resto  1.  U- 
nito  1’ 1 alla  cifra  seguente  si  forma  17.  Sommate  le  unità  si 
ha  pure  17  ; sicché  il  resto  é zero,  e l’operazione  è beh  fatta. 
£ fàcile  estender  questa  prova  anche  a’ numeri  complessi^ 


ia6.  La  riprova  della  sottrazione  si  fa  facilmente , giacché 
sommando  il  numero  inferiore  col  resto  si  deve  avere  il  nu- 
mero più  grande  ( n°  i3  ). 

1 37.  La  riprova  della  moltiplicazione  si  può  fare  dividendo 
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il  prodotlo  per  uno  de’  fallori  : se  1’  operazione  è ben  falla , 
si  deve  aver  per  quoziente  1’  aliro  fattore.  Parimenti  la  prova 
della  divisione  si  fa  moltiplicando  il  quoziente  pel  divisore,  e 
a questo  prodotto  aggiungendo  il  resto  si  deve  avere  il  divi- 
dendo. Ma  queste  prove  mancliercbbcro  della  condizione  ac- 
cennala al  n“  ia5.  Bisogna  dunque  ricorrere  ad  un  mezzo 
più  semplice. 

Per  verificare  la  moltiplicazione  , si  potrà  cambiare  1’  or- 
dine de’  fallori  ; o pure  si  molliplicberanno  i fattori  stessi  per 
de’  numeri  arbitrari , per  es.  uno  per  a , 1'  altro  per  5 ; il 
nuovo  prodotto  diviso  per  6 dovrà  essere  eguale  al  prodotto 
prima  ottenuto. 

Parimenti  si  può  verificare  la  divisione  moltiplicando  il  di- 
visore e il  dividendo  per  un  medesimo  numero;  e ripetendo 
1’  operazione , si  dee  trovare  lo  stesso  quoziente. 

1 a8.  Ma  pe*  numeri  interi  o decimali  si  può  ricorrere  ^r 
la  moltiplicazione  ad  una  prova  che  è la  più  spedita.  Si  di- 
vida ciascun  fattore  per  un  numero  qualunque,  per  cs.  per  7, 
c si  notino  i resti  ; si  faccia  il  prodotto  di  questi  resti  , e 
si  divida  pure  per  7 ; il  resto  di  quest’  ultima  divisione  de- 
v’  esser  uguale  al  resto  che  dà  il  prodotto  totale  diviso  per 
7 ( 67  ). 

L’ operazione  si  dispone  nel  seguente  modo. 


5431 

1 2 
j ordii 

27155 
282412 

Si  segna  una  croce;  si  divide  il  primo  faiiore  per  un  numero 
qualunque,  per  es.  per  7 , e si  noU  il  resto  6 nel  primo  luo- 
go ; si  divide  1’  altro  fattore  per  7,  e si  nota  il  resto  3;  si 
fa  il  prodotlo  de’ due  resti  (ì  c 3,  il  quale  diviso  per  7 dà  per 
resto  4)  che  si  nota  in  terzo  luogo  ; se  1’  operazione  è ben 
fatta,  il  prodotto  diviso  per  7 deve  dare  per  resto  4. 

Fra  i numeri  da  scegliersi  per  divisori , bisogna  rigettare  il 
2,  e il  5;  giacché  i resti  non  dipendendo  che  d.illa  sola 
ultima  cifra  ( n”  68  ),  la  prova  sarebbe  di  niun  conto.  Converrà 
però  preferire  il  g,  perchè  il  resto  si  ha  togliendo  i g dalla 


Digilized  by  Googic 


C 85  ) 

sominii  delle  cifre  ( n°  69).  Ripetendo  la  prova  col  9 
nell’  esempio  di  sopra,  si  hanno  subito  i resti  4>  7i  i- 
Questa  chiamasi  la  prova  del  9.  Essa  non  è intera- 
mente sicura  , giacché  traspónendo  le  cifre  di  un  nu- 
mero , scrivendo  degli  zeri  in  vece  di  9 , o g in  vece  di  zero, 
si  ha  lo  stesso  resto  ; per  conseguenza  può  il  prodotto  esser 
erroneo  e la  regola  non  annunziarlo.  Ma  degli  errori  che  si 
compensino  in  tal  modo  sono  così  dilGcili  ad  aver  luogo,  che 
veramente  si  può  far  uso  della  regola  con  tutta  la  confiden- 
za. D’  altronde  il  solo  numero  g e quello  che  riunisce  alla 
massima  brevità  dell’  operazione  una  grande  sicurezza.' 

Se  la  prova  anriunzia  di  essersi  sbagliato , si  può  ripeterla 
sopra  ciascun  prodotto  parziale  per  vedere  quale  di  questi  è 
erroneo. 

179.  Facendo  uso  del  numero  1 1 , il  quale  dà  il  resto  sottraendo  dalla 
somma  delle  cifre  di  posto  impari  quella  delle  cifre  di  posto  pari(n°  77), 
si  ha  maggior  sicurezza  , ma  P operazione  è più  lunga. 

Qualunque  sia  il  numero  che  si  scelga  , non  si  può  mai  con  questa 
pruova  esser  pienamente  sicuri  di  non  aver  errato.  Imperocché  , trat- 
tandosi di  trovar  il  resto  e non  il  quoziente , un  numero  , anche  sotto 
date  condizioni  , può  variare  di  mollissime  maniere  e dar  sempre  il 
medesimo  resto.  Supponiamo  che  si  scelga  il  7 , e che  si  operi  per  tro- 
vare il  resto  secondo  è stato  prescritto  al  n°  70.  Il  periodo  de'  resti 
che  dà  7 è 5,4s6)>s3,i.  Or  è chiaro  che  tutte  le  cifre  del 
Damerò  dato  corrispondenti  alla  medesima  cifra  del  periodo  , per  es. 
al  3 , ti  potranno  invertire  o variar  comunque  di  valore , purché  diano 
sempre  la  medesima  somma  ; e parimenti  la  somma  delle  cifre  ehe  cor- 
rispondono al  3 si  potrà  aumentare  di  una  certa  quantità  purché  di  altret- 
tanto si  accrescano  quelle  corrispondenti  al  4 i o >1  contrario.  Lo  stesso 
polendosi  fare  per  tutte  le  altre  cifre  del  periodo  , si  vede  che  un  nu- 
mero si  può  cangiare  in  infiniti  modi  , e ottenerne  sempre  il  medesimo 
resto.  Per  es.  il  numero  dato  sia  57348675834  5 scrivendovi  al  di  sotto 
il  periodo  de'  resti  , nel  modo  praticato  al  n°  70 , e guardando  nel  nu- 
mero qui  scritto  le  cifre  corrispondeut  i a'  medesimi  resti , 

57348675934 

40731546731 

sarà  fàcile  conoscere,  che  si  avrà  lo  stesso  resto  da’ numeri  75844657338, 
57373770904  , ec.  , e da  moltissimi  altri. 

i3o.  £ facile  applicare  la  regola  del  9 alla  divisione.  11  sc- 
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gueute  esempio  poirà  servire  di  nornu. 


594769  I 534 

2098 

4969 

i63 


Lì— 

1 1 3 


Si  sommano  le  cifre  del  divisore  , si  tolgono  i 9 e si  nota 
il  resto  3 ; si  fa  lo  stesso  col  nuozìeiite  ; si  fa  il  prodotto 
de’  due  resti  3 e 1 , che  è 5.  Poi  dalla  somma  delle  cifre 
del  dividendo  togliendo  i 9 e le  cifre  del  resto  della  divi- 
sione , se  r operazione  è bcà  fatta , si  deve  avere  per  resto  3. 
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CAPO  VI. 

de'  DIFFEMIITl  SISTEMI  DI  aCMERAEIOSE. 


i3i.  Se  in  un  numero  complesso  le  suddivisioni  deirunià  ^dcìmIc 
seguissero  nn  sistema  uniforme , tanto  la  loro  riduzione  ad  unita  dell'  in- 
fima specie,  che  le  operazioni  sarebbero  più  facili.  Supponiamo  per  es. 
che  la  libbra  fosse  divisa  in  8 once,  l'oncia  in  8 dramme,  la  dramma 
in  8 trappesi,  il  trappeso  in  8 acini;  il  numero  S'*-  4®»-  ']*’•  5*'*  a*'-  si 
ridurrebbe  ad  unitk  dell’iiifima  specie  con  una  operazione  uniforme,  cioè 
moltiplicando  la  prima  cifra  a sinistra  per  8 e poi  aggiungendo  la  cifra 
seguente  ; moltiplicando  questa  somma  per  8 e aggiungendo  la  terza  ci- 
ira  ; e così  moltiplicando  sempre  per  8 e aggiungendo  la  cifra  che  segue, 
si  riduce  <juel  numero  a i48a6  acini.  Parimenti  se  si  avesse  il  numero 
8898  acini  e si  volesse  convertire  in  iinmero  complesso  , bisognerebbe  ' 
eseguire  l'operazione  del  ii’  1 10,  dividendo  però  sempre  per  8 ; e si  avreb- 
be il  numero  complesso  a'*-  o®"-  S"*'-  t"’-  6*'- . 

Or  se  si  stabilisse  che  le  cifre  acquistassero  un  valore  otto  volte  più 
grande  a tqisura  che  si  trovano  avanzate  di  un  posto  verso  la  sinistra, 
in  vece  di  dieci  volte  come  è 1'  attuale  sistema  di  numerazione , il  nu- 
mero complesso  3'*-  4®“'  S*'-  a per  rappresentare  unitù  dell’  infima 

specie  si  potrebbe  scrivere  (3475a);  del  pari  che  3“‘‘s'**J*  ^®'®>*"-  a*®®- 
4®®‘<A  si  esprimono  per  mezzo  di  8734  unita.  Lasciando  adunque  i nomi 
particolari  delle  misure  , l'ordine  dell’  unitù  sarè  indicato  dal  posto  delle 
cifre.  Quindi  nel  numero  (y54a6),  la  prima  cifra  a destra  indica  unitù 
semplici  ; la  seconda  rappresenta  collezioni  di  unitù  otto  volte  più  grandi 
della  prima  o di  secona'  ordine  ; la  terza  cifra  , unitù  otto  volte  più 
grandi  della  precedente , ovvero  unità  di  tcrz'  ordine  ; e così  di  segui- 
to. £ chiaro  in  questo  caso  che  il  numero  8 , formando  un’unità  di  se- 
cond’ordiiie,  sarà  rappresentato  dall’  unità  scritta  al  secondo  posto  cioè  da 
(10).  Perciò  i caratteri  necessari  per  scrivere  tutt’ i numeri  in  questo  si- 
stema sono  8 solamente,  cioè  o,  j,a,3,4i^i^s7i^  questo  nu- 
mero è la  base  del  sistema.  Così  10  è la  base  del  sistema  ordinario  di 
numerazione  , perchè  vi  bisognano  io  caratteri  per  scrivere  tutt’  i numeri 
possibili.  Parimenti  convenendo  che  il  valore  delle  cifre  divenisse  di  la 
in  la  volte  più  grande  per  ogni  posto  che  queste  avanzano  verso  la  sinistra, 
vi  bisognerebbero  la  caratteri  per  scrivere  tutti  i numeri  possibili , cioè  i 
primi  dieci  conosciuti  e due  altri  nuovi  per  rappresentare  10  e 1 1 . Per  far 
uso  di  questo  sistema  negli  esempi , dinoteremo  queste  due  altre  cifre 
per  X e p. 

11  numero  ( 3475a  ) base  8 non  è che  il  numero  complesso  di  una 
specie  data  3 , 4 > 7 > ^ i m ci'>  si  prende  per  unità  principale  quella 

deir  infima  specie.  Kiducendo  questo  numero  ad  unità  dell'  infima  spe- 
cie , si  ha  14836.  I due  numeri  ( 34763  ) e 14820  son  dunque  eguali , 
c si  rapportano  ad  unità  della  stessa  grandezza,  ma  l'uno  è scritto  ucl 
sistema  a base  8 , 1’  altro  nel  sistema  ordinario. 

Da  ciò  risulta,  che  per  scrivere  nel  sistema  ordiuario  un  numero  che 
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si  trova  scrino  in  un  altro  sistema  o viceversa,  bisogna  eseguire  la  sicsssa 
operazione  die  si  farebbe  sopra  un  numero  complesso,  o per  ridurlo  ad 
unita  dell'  infima  specie,  o per  ripassare  dalle  unita  dell’ inuma  specie  alle 
unita  de’ diversi  ordini  (11°  ito). 

Dunque  per  tradurre  un  numero  dal  sistema  decimale  ad  un  altro  siste- 
ma bisogna  divider  questo  numero  per  la  nuova  base , poi  il  quoziente 
per  la  stessa  base  , e il  nuovo  quoziente  per  la  base  , e cos'i  continuare 
lino  a che  si  arrivi  a uu  quoziente  minore  della  base.  I resti , scritti  da 
destra  verso  sinistra  secondo  l’ordine  ottenuti  e seguiti  dall' ultimo  quo- 
ziente , formeranno  il  numero  richiesto. 

Si  voglia  per  es.  tradurre  il  numero  5g53  in  un  altro  a base  6.  £cco 
il  quadro  delle  operazioni. 

5953 
55 
i3 


Sictdic  sarli  5953  =(43321  ) base  6. 
Darimcnti  si  trova 


6 


6 

39 

i65 

45 

2 

3 

1374  = ( 20444  ) 5, 

137895  = (21000011020  ) base  3, 
17543  = ( I2i«9  ) base  II. 


Viceversa  , se  un  numero  scritto  in  un  sistema  qualunque  si  vuol  tra- 
durre nel  sistema  decimale  , si  rooltiplicherk  la  prima  cifra  ( a sini- 
stra ) per  la  base , e si  aggiungerli  la  cifra  seguente  ; questa  somma  si 
moltiplicherk  nuovamente  per  la  base  , e si  aggiungerli  l’ altra  cifra;  e 
cosi  si  conlinuerk  finché  all' ultimo  prodottosi  aggiunga  l' ultima  cifra. 

Quando  la  base  del  sistema  è di  una  sola  cifra  , 1’  operazione  del 
n°  Ilo  riesce  più  semplice;  giacche  scritto  una  sola  volta  il  moltipli- 
catore , si  possono  senza  stento  trovare  i pro- 


dotti successivi  , avendo  cura  , mentre  si  fa  la 
moltiplicazione  , di  aumentarli  del  valor  della 
cifra  che  segue  quella  gik  adoperata.  D’annesso 
esempio,nel  quale  trattasi  di  tradurre  nel  sistema 
ordinario  il  numero  (635o4ì£nse  7,  e le  indicazio- 
ni poste  a lato  mostrano  abbastanza  come  bisogna 
in  simili  casi  regolarsi.  Fatta  l’ operazione  , si 
ottiene  (635o4)  base  7 = 

Così  pure  si  ha 


635o4 
2 

45  = 6X7+3 

3ao  = 45X7+5 

2i4o  = 320X7+0 

14^4  = >>40X7+4 


( 57326  ) base  8 = 24278 , 


( 36G0482  ) base  9 = 1988381  , 
( 47j>9,5o5  ) base  12  = 13910261. 
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Risulta,  dalla  natura  di  queste  operazioni  che  quanto  più  grande  è la 
base  del  sistema  tanto  minore  è il  numero  delle  cifre  che  bisogna  im- 
piegare per  rappresentare  un  numero  dato. 

In  tutto  ciò  <me  avremo  a dire  in  seguito  iàremo  sempre  uso  de'  nu- 
meri rapportati  alla  base  8. 

i3a.  Si  moltiplica  un  numero  perla  base,  aggiungendo  un  zero  alla 
sua  destra.  11  numero  (3754  ) moltiplicato  per  otto  , cioè  per  ( 10)  è 
uguale  a (87540).  Moltiplicando  nuovamente  per  otto,  si  ha  (376400)  j 
e così  di  seguito.  Stando  alla  convenzione  di  separar  con  una  virgola 
le  parli  minori  dell'  unitò  , il  numero  stesso  diviso  per  la  base  è ogude 
a (375,4).  ^ diviso  nuovamente  per  la  base,  dark  (87,54).  Segue  da 
ciò  , che  qualunque  sia  la  base  del  sistema , un  numero  si  moltiplica  o 
si  divide  per  la  base  trasportando  la  virgola  o da  sinistra  verso  destra, 
o da  destra  verso  sinistra. 


i33.  I principii  generale  su  i quali  sono  fondate  le  quattro  opera- 
zioni , essendo  indipendenti  dalla  base  del  sistema  di  numerazione  , po- 
tranno essere  applicati  ad  un  sistema  che  non  differisce  dal  decimale 
che  per  la  base.  Questa  applicazione  riuscirò  ancora  più  facile,  ravvi- 
cinando i metodi  dati  pel  sistema  decimale  e pe’  numeri  complessi,  e 
osservando  come  i prinnpii  esposti  pel  sistema  decimale  si  sono  estesi  a 
un  sistema  in  cui  le  suddivisioni  dell'unitk  non  sepuono  una  legge  costan- 
te , e che  perciò  deve  riguardarsi  come  più  diihcile  di  quello  in  coi 
i numeri  sono  scritti  in  una  base  diversa  da  io. 

Ecco  alcuni  esempi  di  addizione. 


37543 

a65o 

3i4» 

20045 

ii4ioa 


Esempi  di  sottrazione. 

27434  5oooo4 

12776  254777 

12436  223oo5 


5431 1 

77700 

273 

36220 

212724 


100000 

35426 

“42352 


La  moltiplicazione  si  fa  come  nel  sistema  decimale  , avvertendo  però 
ne'  prodotti  parziali  di  riportare  al  prodotto  seguente  tutte  le  unita  di 
secoud’  ordine  che  vi  si  contengono  , le  quali  nel  caso  attuale  sono  com- 
poste di  otto  unitk  di  prim' ordine. 
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Ecco  alcuni  esempi. 

3754^6 

376 

3761204 

3356732 

i37o5o2 
170620724  ■ 

11  seguente  esempio  potrk  servir 


7 3 4,26 

5,373 

1 6 7 054 
64  o 6 3a 
262  5 o 2 
45i5  56 
5o66^3  3 574 

di  norma  per  la  divisione. 

I 5733 

I 5410,643.... 


4o543'3'o'7* 

34502 

3o4i  2' 

2755  o 

64  2 o' 

57  3 2 

46  6 7*0* 
43434 

32340' 

27550 

35700' 

21616 

4063 


134.  La  difficoltà  che  si  sperimenta  tanto  nel  leggere  che  nel  far  le  ope- 
razioni sopra  i numeri  scritti  con  un’  altra  base  dipende  da  che  il  lin- 
guaggio non  si  trova  in  corrispondenza  col  sistema  di  numerazione.  Im- 
perocché le  operazioni  di  composizione  e decomposizione , che  si  eseguono 
su  i numeri  combinando  fra  loro  le  diverse  cifre  che  li  rappresentano , 
alcune  possono  ridursi  a regole  pratiche  e sono  quelle  che  risultano  da 
principii  generali , indipendenti  o dalla  base  del  sistema  o dal  sistema  stes- 
so ; altre  le  esegue  la  mente,  e sono  strettamente  dipendenti  dal  valore 
che  le  cifre  ricevono  dal  posto  che  occupano.  Considerando  per  es.  la 
moltiplicazione,  si  vedré,  che  dipende  da  un  principio  generale  la  re- 
gola di  ripeter  separatamente  ciascuna  delle  parti  del  moltiplicando  tante 
volte  per  quante  unitk  contiene  il  moltiplicatore  ; che  dipende  dal  sistema 
di  numerazione  la  regola  che  quando  le  unità  del  moltiplicatore  si  tro- 
vano scritte  sotto  la  prima  cifra  ( a sinistra  ) del  moltiplicando,  si  deb- 
bono scrivere  i prodotti  parziali  in  modo  che  la  prima  cifra  di  cia- 
scuno occupi  lo  stesso  posto  della  corrispondente  cifra  del  rooluplicatore; 
e dipende  dalla  base  io  il  saper  ne'  prodotti  di  una  cifra  per  un’  altra 
ricavar  le  unità  di  second' ordine.  Allorché  dunque  il  linguaggio  o manca 
o non  si  trova  in  corrispondenza  col  sistema  di  numerazione  , le  opera- 
zioni debbono  riuscir  granticmcutc  più  difficili. 

Il  pregio  dell’  attuale  sistema  non  risiede  nella  scelta  della  base , ma 
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nel  principio  che  ogni  cifra  ha  due  valori  uno  assoluto  1'  altro  di  po- 
sizione ; il  che  penuelte  di  poter  con  tanta  facililli  combinar  le  cifre  fra 
loro  (*). 

Le  condizioni  principali  alle  quali  dovrebbe  soddisfare  la  base  per 
presentare  il  massimo  numero  di  vantaggi  sono  le  seguenti;  i*  che  non 
fosse  troppo  piccola,  per  evitar  1'  inconveniente  di  dover  impiegar  molti 
caratteri  per  rappresentare  un  numero;  a”  che  non  fosse  molto  estesa, 
perchè  difficile  a concepirsi  ; 3*  che  contenesse  il  maggior  numero  di 


(*^  Questo  sistema  ci  è stato  tramandato  dagli  Arabi  insiem  colle  cifìre  di  cui 
facciamo  uso  , e die  perciò  son  dette  Arabe. 

1 Romani  ed  i Greci  quantunque  avessero  una  numerazione  parlala  uguale 
alla  nostra  , avevano  un  sistema  di  scrivere  i numeri  diversissimo  ed  assai  male 
immaginato  { giacché  impiegavan  le  lettere  , e sempre  col  medesimo  valore  as- 
soluto. 

I Romani  iacevan  uso  delle  sole  lettere  C,I,L,V,X,e  rappresenlavano 
i numeri  cosi  : 

Cifre  Romane.  1 , V , X , I> , C , 13  , CI3 , 133 , CCI33  . D33,  CCCI333. 
Valori  corrisp.  i , 5 , io  , So , loo,  Soo , looo  , Sooo  , loooo , Soooo  y looooo. 

I medesimi  caratteri  servivano  per  rappresenlare  lutti  i numeri  inicrmrdi , 
scrivendoli  1'  uno  dopo  1’  altro  secondo  1'  ordine  di  grandezza.  Ma  po'  numeri 
Ano  al  C loo  legnivasi  il  sistema  di  sommare  o sottrarre  il  valore  assolalo  di 
due  cifre  poste  a contatto  , aeoondocfaé  la  cifra  di  minor  valore  ai  trovava  a de- 
stra o a sinislra  di  quella  di  maggior  valore.  Perciò  si  scriveva 

Nnmeri  Rom.  IV  , VI , IX , XI , XL  , LX  , XC  , CX. 

Val.  corriap.  4,  6,  g,  11,  4°i  9»  1 t**** 

II  sistema  d'impiegar  le  cifre  per  sottrazione  non  si  estendeva  che  tu  quelle 
apparteneoli  ad  un  ordine  immediatamente  inferiore , c non  ti  mettevano  in  re- 
lazione che  le  cifre  appartenenti  a due  ordini  consecutivi , considerando  la  suc- 
cessione degli  ordini  secondo  il  sistema  di  numerazione  parlala.  Perciò  si  scri- 
veva XClA  e non  IC  per  indicar  gg  , XLV  e non  VL  per  indicar  45.  Pari- 
menti  avendoti  LIX,  l'I  si  metteva  in  lelazione  con  X e non  con  L 1 pw  cui 
quel  numero  rappresenta  5g  e non  61.  Il  numero  7864  secondo  questo  sistema 
si  scrive  I30-C13-a0-I0-CCCtXlV. 

Nel  considerar  la  numerazione  parlata  de’  Latini  si  è prcteeo  rhe  i Romani  con- 
tassero fino  a 100000.  Ma  é chiaro  che  partendo  da  C13  e stabilendo  che  que- 
sto numero  divenga  decuplo  per  ogni  coppia  di  C che  vi  si  aggiungano , c che 
il  suo  valore  ti  debba  prender  per  metà  allotché  si  sopprimono  te  C a sinistra, 
si  vede  che  i possibile  con  questo  sistema  rapprrscniare  qualunque  numero.  PcC- 
ciò  un  milione  ti  scrive  CCCCI3033  > c Sooooo  13033  ; e cosi  di  seguito. 

Ma  dopo  il  C 100  il  sistema  ha  toOcrlo  qualche  variazione,  giacche  al  13 
fu  soatiluito  un  D e al  CI3  un  M.  Le  lettere  V,  X,  L,  C,  D,M  segnate 
al  di  sopra  con  una  linea  acquistavano  un  valore  1000  voile  più  grande.  Per- 
ciò ti  scriveva  v per  Sooo,  x per  icxioo,  ....ii  per  rappresentare  un  milione. 

Vi  ha  pure  chi  pretende  che  Sooo  ti  scrivesse  VM,  10000  XM  , ec.,  nel  qual 
caso  le  cifre  di  valor  più  piccolo  servirebbero  di  moltiplicalorc. 

, I Greci  avevano  due  sistemi  di  numerazione  scritta.  In  uno  ti  servivano  delle 
lettere  maiuscole)  e il  modo  di  scrivere  non  ditTcriva  da  quello  de’ Romani  se 
non  perche  le  cifre  ciano  impiegale  sempre  per  addizione. 


Digitized  by  Google 


( 9*  ) 

divisori,  per  poier  irasporUre  il  sistema  di  numerazione  alle'  misure  di 
cui  si  fa  uso  ne'  bisogni  ordinari  della  società. 

Si  commenda  la  io  come  quella  che  senza  esser  molto  piccola 


Caratteri  Greci 

I 

n niytt  ( pente  ) 

A Ai*»  (deca) 

lil 

H Ht’aardv  ( ecatOD  ) 
IhI 

X XiIm  ( chilia  ) 

m 

MMùfxa  ( miria) 


Valore  cotrispond> 
1 
5 

IO 

So 

loo 

5oo 

looo 

Sono 

loooo 


Pc'  numeri  intermedi  si  ripetevano  le  medesime  cifre  , finché  col  loro  valor» 
assoluto  formassero  U numero  dato.  Perciò  si  scriveva  : 


numeri  Greci.  TTII , Alili , IhIHHAII  , MISIHHI , ec. 

Valori  corrisp.  4 1 *7 1 7^^  s iSaoi 

L’ altro  sistema  di  numerazione  scritta  era  fondato  sul  modo  di  contare  per 
uniti  , per  diecine  , per  centinaja,  ec. } sicché  s’ impiegavano  le  lettere  dell' al- 
fabeto per  rappresentare  prima  i primi  nove  numeri , poi  le  nove  diecine , poi 
le  g centinaia.  Le  medesime  lettere  con  un  accento  al  di  sotto  acquistavano  ua 
.valore  looo  volte  più  grande. 


Vnitl 

Diediie 

A I 

1 IO 

* 

X ao 

y 3 

X 3o 

8 4 

p 4» 

s 5 

V 5o 

* 6 

( 6o 

f 7 

0 70 

n 8 

» 80 

» 9 

»,  9» 

Centinaia 

Migliaia 

f 100 

loco 

0 aoo 

A 

aooo 

r 3oo 

V, 

3ooo 

u 4®® 

» 

4 OOO 

f 5oo 

», 

5ooo 

X 600 

«, 

6000 

4-  7®o 

C. 

7000 

9ù  OOO 

»i, 

8uoo 

900 

d, 

9000 

Si  scrivevano  queste  cifre  senza  alcun  ordine , e per  leggere  un  numero  conve* 
niva  fare  un’  addizione.  Perciò 


ytx>»y»  1844‘ 

Questi  sistemi  , oltre  la  difRcollà  che  prescniaiio  per  combinar  le  cifre  fra 
loro  , hanno  il  difetto  di  non  potersi  estendere  per  rappresentar  tuli'  i nunwsi 
possibili , e di  non  poter  esser  impiegali  a rappresentare  parti  minori  dell' unilà. 
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si  trova  meglio  proponionata  all* (**)  intelliKnaa  comune  p).  Sia  pur  cosi; 
ma  Don  può  n^rsi  al  sistema  decimale  il  difetto  di  contenere  nella 
sua  scala  i soli  divisori  a e 5.  La  qual  circostanza  ha  dovuto  rimover 
gli  animi  dall*  adottare  la  divisione  decimale  nelle  misure , ove  rìcfaie- 
devaosi  divisori  piti  convenienti  all’  uso  cui  erano  destinate.  Da  ciò 
r origine  de’  numeri  complessi  (*'*). 


(*)  Si  pretende  , e forse  a ragione  ^ che  il  sistema  deciaule  si  trori*  stahi- 
tilo  da  che  gli  uosnini  Del  cominciare  a contare  hanno  follo  uso  delle  dila  per 
punti  di  richiamo.  La  corrispondenza  nel  modo  di  contare  fra  diverte  nazioni 
II’ é una  pruova.  Il  sistetna  di  numeraaione  de'fiomani  convalida  maggiorroenle 
questa  opinione  ; giacché  la  seconda  cifra  ha  un  valore  quintuplo  della  prima, 
la  terza  doppio  della  seconda , e cosi  continuando , tempre  una  ha  un  valore 
• quintuplo  e l’altra  doppio  delia  precedente  ; il  che  signinca  che  prima  si  con- 
tava fino  a 5 con  una  mallo,  e poi  sino  a dieci  impiegando  l’altra  mano , os- 
tia raddoppiando  il  primo  nnmeto. 

(**)  La  diversità  fra  le  misure  e il  sistema  di  numerazione  c sorgente  pe- 
renne di  due  gravi  inconvenienti,  i»  Essendosi  complicata  l’ Aritmetica  commer- 
ciale , un  minor  numero  di  uomini  si  trova  a portala  d’ imparare  a calcolare 
per  le  comuni  occorrenze;  Riuscendo  più  prolissi  i calcoli,  vien  tolto  al 
calcolatore  un  tempo  tanto  più  prezioso  quanto  più  estese  sono  la  relazioni  com- 
merciali e più  avanzate  le  umane  conoscenze. 

TJn  cambiamento  nel  sistema  di  numerazione,  richiedendo  un  cambiamento  nel 
linguaggio,  si  deve  riguaVdare  come  impossibile.  Il  vano  tentativo  fatto  in  Fran- 
cia per  cambiare  il  aistema  di  mianre  à una  pruova  della  difficoltà  che  s'incon- 
tra nell’ indurre  gli  nomini  a rinunciare  alle  abitudini  contratte  fin  dall’ infan- 
zia. Priciò  il  sistema  drcimale  introdotto  o per  raso  o per  le  dita  delle  mani, 
ha  privalo  il  genere  ornano  del  vantaggio  che  potè*  risultare  dalla  corrispon- 
denza Ira  le  misure  c il  sistema  di  numerazione  , corrispondenza  che  dovrà 
nrressariamente  aver  luogo  io  un  sistema  più  proprio  a soddisfare  a' comuni  bi- 
sogni. 
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CAPO  vn. 

OSSERVAZIONI  SULLA  MOLTIPLICAZIONE,  SULLA  DIVISIONE  , E SULLE 
FRAZIONI.  CALCOLO  PER  APPllOSSIM AZIONE. 

l35.  Abliiam  veduto  (n'  5a)  che  quando  un  numero  non 
è csaitauientc  divisibile  per  un  altro  ^ si  può  ottenere  il  quo- 
ziente con  quella  approssimazione  che  si  desidera  , prolun- 
gando la  divisione  per  mezzo  de’ decimali.  Avvien  di  rado  che 
si  abbia  bisogno  di  aver  de’  numeri  seguiti  da  molte  cifre 
decimali,  giacché  le  ultime  cifre  esprimendo  parti  di  unità 
molto  piccole  , negli  usi  ordinari  sono  assolutamente  trascu- 
rabili. Supponiamo  per  es.  che  il  numero  37,54726  esprima 
palmi,  è chiaro  che  le  due  o tre  ultime  cifre  possono  risul- 
tare inutili  negli  usi  ordinari,  essendo  impossibile  tener  <x>nio 
delle  parti  millesime  del  palmo  nel  prender  le  misure  ; e le 
parti  diecimillesime  o centomillesime  sono  tante  piccole  che 
non  si  possono  tampoco  concepire. 

Quando  dunque  si  debbono  trascurare  le  ultime  cifre  di 
un  numero  che  contiene  decimali , si  costuma  di  aumentare 
di  un’  unità  1’  ultima  delle  cifre  che  restano,  quando  quelle 
che  si  trascurano  formano  più  di  una  mezza  unità  dell’  or- 
dine infimo  di  quelle  che  si  conservano,  ossia  quando  la  prima 
delle  cifre  trascurate  è maggiore  di  5.  Supponiamo  per  es. 
che  il  numero  3,7583s  si  debba  adoperare  con  due  soie  de- 
cimali , si  cancelleranno  le  ultime  tre  cifre,  e si  aumenterà 
di  un’  unità  1’  ultima  delle  cifre  rimaste  , e si  avrà  3,76.  la 
cfletii  quel  numero  è compreso  fra  3,76  e 3,76;  ma  siccome 
è più  vicino  a quest’  ultimo  che  all’  altro , 1’  errore  che  può 
provenire  dalle  cifre  trascurate  è minore  quando  ri  ritiene  il 
numero  5,76.  Al  contrario  pei  numero  a, 5834;  trascurando 
le  due  ultime  cifre  si  riterrà  lo  stesso  numero  a,58.  Il  primo 
è approssimato  per  eccesso  , il  secondo  per  difetto. 

Si  debbono  nondimeno  cancellare  da  un  numero  le  cifre 
decimali  inutili , quando  questo  sia  il  rìsultamento  finale  di 
una  operazione  qualunque  ; giacché  se  su  quel  numero  si 
dovessero  eseguire  delle  moltiplicazioni  o delle  divisioni , le 
cifre  trascurate  potrebbero  influire  grandemente  sul  valore  del 
prodotto  o del  quoziente  , come  or  ora  faremo  vedere. 

i3fì.  Nel  moliiplicare  tlue  iiuineri  clic  contengono  cifre  decimali,  il 
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prodotto  ha  tante  cifre  decimali  per  quante  se  ne  contengono  ne*  due 
fattori.  Or  quando  nel  prodotto  non  bisognano  totte  le  cifre  decimali, 
si  può  render  piu  breve  1’  operazione , prendendo  i prodotti  parziali  con 
tante  cifre  decimali  quante  se  ne  cercano  nel  prodotto  totale.  Sia 
per  es.  da  moltiplicarsi  57,358475  per  74,985,0  si  voglia  il  prodotto 
con  sole  tre  cifre  decimali.  In  vece  di  avere  il  prodotto  totale  e can- 
cellare le  ultime  sei  cifre  , si  possono  fln  da  principio  conservar  ne'  pro- 
dotti parziali  le  sole  cifre  che  bisognano.  Gioverà  in  tal  caso  comin- 
ciar la  moltiplicazione  dalla  sinistra  del  moltiplicatore  , e cominciare  i 
prodotti  parziali  da  quella  cifra  del  moltiplicaudo  che  db  nel  prodotto 
unitb  dell'  ordine  da  conservarsi.  £ necessario  però  calcolar  nel  pro- 
dotto una  cifra  di  più  di  quelle  che  si  cercano  , giacché  l' ultima  ci- 
fra del  prodotto  cosi  ottenuto  non  può  esser  mai  esatta  a causa  di  ciò 
che  si  riporterebbe  dalla  colonna  precedente  che  non  è scritta.  Kel  caso 
attuale  adunque  bisogna  ottenere  il  prodotto  con  quattro  decimali  per 
conservarne  tre  solamente.  Fa  d'uopo  inoltre  per  maggior  esattezza  aggiun- 
gere alla  prima  cifra  di  ogni  prodotto  parziale  ciò  che  si  riporterebbe 
dal  prodotto  della  precedente  cifra  trascurata , avvertendo  anche  di  pren- 
der questa  parte  da  aggiungersi  ora  in  eccesso  ora  in  difetto  secondo  la 
regola  assegnata  ( n*  prec.  ).  La  sola  difficoltò  sta  nel  determinare  la 
cifra  del  moltiplicando  dalla  quale  deve  cominciare  il  prodotto  parziale 
della  prima  cifra  del  moltiplicatore  a sinistra  ; giacche  per  gli  altri  pro- 
dotti , ciascuno  dovrò  cominciare  nel  moltiplicando  dalia  cifra  a sini- 
stra di  quella  da  cui  si  è cominciato  il  precedente.  Si  toglie  subito  que- 
sta difficoltò  riducendo  il  denominatore  a non  aver  che  una  sola  cifra 
dal  lato  degl'  interi.  Quindi  i due  numeri  dati  si  convertiranno  ia 
573,58475  e 7,4985.  Siccome  il  prodotto  del  moltiplicando  per  la  cifra 
delle  unitò  del  moltiplicatore  deve  dare  nel  prodotto  unitò  dello  stes- 
s'  ordine  di  quelle  del  moltiplicando  , volendosi  nel  prodotto  Sole  quat- 
tro cifre  decimali  , il  primo  prodotto  parziale  comincerò  dalla  quarta 
decimale  del  moltiplicando  , cioè  dalla  cifra  7 ; il  prodotto  per  4 co* 
mincerò  dalla  cifra  4 * sinistra  della  precedente  ; il  prodotto  per  9 
dalla  cifra  8 a sinistra  di  4 j e così  di  seguito.  Ogni  prodotto  parziale 
così  ottenuto  si  comincerò  a scrìver  sempre  sotto  la  prima  cifra  a destra 
del  primo  prodotto  parziale  } siccome  si  vede  nell*  esempio  che  segue. 

573,58475 

7i49»5 

4oi5,oq3a  prodotto  per  7 aumentato  di  3 « 

329,4339  4 3 

51,6326  g 4 

4,5886  8 6 

3H67  ' 5 3 

43o  1,035 

Ciascun  prodotto  si  trova  aumentato  di  ciò  che  si  riporterebbe  dal  pro- 
dotto della  cifra  precedente.  Quello  scritto  nella  seconda  linea  che  comin- 
cia dalla  terza  ciCra  del  moltiplicando  si  trova  aumentato  di  3 , per- 
chè il  prodotto  per  la  cifra  preoedeuie  a quella  da  cui  s'incomincia  è 38 
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che  è pili  vicino  a 3o  che  a in.  Prendendo  i prodotti  parziali  ora  per 
eccesso  ora  per  difetto  , si  produco  un  tale  cnni|toiisu  cIh-  l' errore  pro- 
veniente delle  cifre  trascurale  non  può  mai  iiilluirc  sulla  seconda  cifra 
del  prodotto  totale. 

Ecco  un  altro  esempio  , in  cui  si  cerca  il  prodotto  con  «juallro  cifre 
decimali  esatte. 

3693,427 
7 >54^9 
52867,980 
1847,7135 
147,81708 
29,36342 
3,32588 
54896,4089 

Per  non  cadere  in  equivoco  sulla  cifra  del  moltiplicando  da  coi  deve 
cominciarsi  ogni  prodotto  parziale  , si  potrh  segnare  con  un  punto  la 
cifra  da  cui  ti  è cominciato  il  prodotto  parziale  precedente. 

Si  potrebbe  ancora  scrivere  la  cifra  delle  unità  del  inoltìplicfitore 
sotto  la  cifra  del  moltiplicando  da  coi  deve  cominciare  il  primo  pro- 
dotto parziale  , e scriver  poi  le  altre  cifre  in  ordine  in- 
verso , secondo  la  disposizione  che  si  vede  a banco  data  ai  573,58473 
fattori  del  primo  esempio  ; ogni  cifra  di  esso  si  troverà  5,8^47 
scritta  io  corrispondenza  di  quella  del  moltiplicando  da  cui 
deve  cominciarsi  il  prodotto  parziale. 


137.  Questo  modo  di  operare  nella  moltiplicazione  non  solo  è ntile 
quando  nel  prodotto  non  sono  necessarie  le  ultime  cifre  decimali  , 1U.2 
anche  quando  i fattori  dati  non  sono  esalti  ma  approssimati.  Riprendendo 
nnovameute  il  primo  esempio,  si  supponga  che  i numeri  dati  57,  338473 
e 74,985  non  sieno  esatti  ma  approssimati.  Ciascuno  di  essi  potrà  ('ine- 
rìre dal  vero  valore  in  più  o in  meno,  per  circa  ‘ dell’ unità  dell' ul- 
timo ordine  contenuto  in  ciascuno.  Si  faccia  per  poco  astrazione  d.illa 
vìrgola.  Se  il  moltiplicatore  fosse  57358475-1-4  e il  moltiplicatore 
74^3-4-  ì , il  prodotto  sarebbe  uguale  a’  quattro  prodotti  ( n°  p4  ) 
57358475X74985-f 57358475X4+74985Xì-|-ì;Xr  , sicché  la  difle- 
renza  di  questo  prodotto  da  quello  di  57338475  per  58947  può  esser  i>el 
caso  più  sfavorevole  quanto  la  semìsomma  de’  due  fattori  , la  quale  ha 
tante  cifre  quante  ne  contiene  il  numero  più  grande  o una  di  meno.  In 
questo  esempio  il  prodotto  totale  ha  i3  cifre  ( n”  29  ) , il  moltiplicando 
tie  ha  8;  dunque  le  ultime  otto  cifre  non  vengono  esatte,  per  cui  é 
inutile  trovarle. 


Se  un  solo  de'  fattori  fosse  approssimato  , sarà  facile  conoscere  , che 
il  numero  delle  ultime  cifre  erronee  del  prodotto  può  esser  quanto 
(|ii<'llc  di  cui  si  comporrebbe  il  fattore  esatto  diviso  per  2.  Nel  secondo 
esempio  il  prodotto  totale  ha  12  cifre  ; supi>oniaiiio  che  il  solo  mol- 
tiplicando sia  approssimato  ; siccome  il  inoltipli<»tore  diviso  per  2 ha  5 
cifre  , non  si  può  contare  sull’  esattezza  delle  ulliuic  5 cifre  del  pro- 
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dolio.  In  quello  caso  sarebbe  inutile  trovare  il  prodotto  al  di  Ib  de' de- 
ci uii. 

i58.  Allorché  nella  moltiplicazione  uno  de’ fattori  contiene 
una  frazione  decimale  periodica , è sempre  più  breve  sostituire 
ad  essa  la  frazione  ordinaria  corrispondente.  Sia  per  es.  da 
moltiplicarsi  SySSS  per  a, 6666*  • • Se  alia  frazione  0,6666. . . 
si  sostituisce  la  frazione  ordinaria  corri^ndenie  7 , si  ha  su- 
bito il  prodotto  qui  sotto  notato. 

37683 

76166 

13637  V 

18537  f 
looaai  r 

Parimenti  se  si  avesse  da  far  la  moltiplicazione  di  367, 8333... 
per  6,478  ; sostituendo  7 alia  frazione  periodica  da  cui  è se- 
guiu  la  cifra  de’  decimi , si  fa  subito  1’  operazione  come  qui 
appresso. 

a 37,8  j 
5,478 

1 0 03  4 

16  6 46 

?6  1 3 

9>o 

prod.  p«r  1 1836 

i3oa,8  61 

139.  Non  è gib  che  impiegando  le  frazioni  decimali  non  si  potesse  per- 
venire al  medesimo  risultameiito  ; ma  oltre  che  è necessario  regolar  l'o- 
perazione con  qualche  avvedutezza  per  far  che  tutte  le  cifre  del  prodotto 
risultino  esatte,  il  metodo  di  cui  si  deve  far  uso  riesce  quasi  sempre  im- 
barazzante , e più  particolarmente  quando  il  periodo  è di  più  cifre  e 
quando  ciascun  fattore  ha  una  frazione  decimale  periodica.  Riprendendo 
il  primo  esempio,  nel  quale  la  frazione  periodica  si  trova  al  moltiplica- 
tore , per  aver  il  prodotto  esatto  fa  d’  uopo  scrivere  in  ogni  colonna 
tutte  le  cifre  che  verrebbero  , se  la  frazione  decimale  si  prolungasse  al- 
r infinito. 


7 
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Ecco  il  quadro  dell'  operazione  che  potrà  aervir  di  norma  in  casi 
limili. 


3;  583 

2,666. . . 

55166 

2354.98 

335,498 

32,549 

2,254 

335 

22 

3 

100221,333.  . . 


Osservando  che  le  ultime  tre  colonne  sono  composte  delle  medesime  cifre 
e che  vi  dovrebbero  esser  infinite  di  queste  colonne,  è facile  ricavare  che 
il  prodotto  dev' esser  100221,3333. ..,  ossia  100221 4,  come  sopra. 

L' operazione  del  secondo  esempio,  lasciando  nel  moltiplicando  la  fra- 
zione decimale  periodica,  dev’  esser  pure  fatta  colla  considerazione  che  la 
irazione  decimale  fosse  prolungata  all' infinito. 

337,833333.... 

5,47B 

1 189,166666. . . . 

95,133333  ... 

1 6,648333 

1 ,902666  . . . 
i3o2,85i 

Questa  però  dà  luogo  a molte  importanti  osservazioni.  Primieramente 
bisogna  prender  la  frazione  decimale  periodica  in  modo  che  rimangano 
alcune  cifre  del  periodo  anche  per  1’  ultimo  prodotto  parziale.  Nel  fare 
il  primo  prodotto  parziale  in  vece  di  scrivere  per  prima  cifra  5 con- 
viene scriver  6 , perchè,  siccome  la  frazione  o,3333  . . dovrebbe  esser 
prolungata  all'  infinito  , bisogna  tener  conto  della  ritenuta  che  verrebbe 
dalla  cifra  seguente  che  non  è scritta  : lo  stesso  si  dica  per  gli  altri 
prodotti.  Facendo  la  somma  secondo  si  trovano  scritti  i prodotti  p.nr- 
ziali,  si  trovereblie  1803,850999.  ..  Trasportando  la  virgola  di  tre  posti 
verso  la  destra  , si  ha  il  numero  i3o385o  seguito  d.illa  frazione  deci- 
male periodica  0,999  ..  1 questa  è uguale  a 1 (0°  io3),  perciò  il 
prodotto  cercato  è uguale  a i3o2,85i.  Si  può  anche  pervenire  a que- 
'Sto  risiiltamento  , osservando  che  siccome  si  dovrebbero  sommare  un 
infinità  di  colonne  tutte  uguali  alle  tre  ultime , la  somma  della  colonna 
che  non  è scritta  è 18;  riportando  1 alla  colonua  seguente  secondo  la  re- 
gola (n°  i36),  si  ha  il  vero  prodotto. 
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Da  ciò  si  conchiuile  die  se  per  alcuni  casi  può  esser  preferibile  il 
convertire  le  frazioni  ordinarie  in  decimali  , in  altri  servirebbe  ad  al- 
lungare considerevolmente  1’  operazione. 


140.  Vi  è qualche  altro  caso  in  cui  1’  uso  delle  frazioni 
ordinarie  può  esser  preferibile  alle  decimali , ed  è quando 
una  frazione  decimale  si  può  convertire  in  una  frazione  or- 
dinaria molto  semplice.  Avendosi  per  es.  la  frazione  decimale 
o,a5  in  uno  de’  fattori , può  riuscir  più  facile  in  qualche 
occasione  servirsi  delle  frazione^;  avendosi  0,1  a5  si  può  im- 
piegare ^ ; e così  di  seguito. 

Siccome  la  moltiplicazione  per  7 equivale  alla  divisione  per 
4 ; la  moltiplicazione  per  7,  alla  divisione  per  8;  e in  generale 
ogni  moltiplicazione  per  una  frazione  che  ha  per  numeratore 
r unità  corrisponde  ad  una  divisione  ; si  può  cambiar  la  mol- 
tiplicazione in  divisione  sempre  che  le  ultime  cifre  di  un 
fattore  considerate  come  decimali  corrispondono  ad  una  fra- 
zione ordinaria  molto  semplice.  Sia  per  es.  da 
moltiplicarsi  5a3g8  per  SiaS.  Si  può  il  molti- 
plicatore considerare  come  5,ia5.  , e siccome 
o,ia5=x>  dopo  aver  fatto  il  prodotto  per  3,  in 
vece  di  continuare  il  prodotto  per  le  altre  cifre 
del  moltiplicatore,  si  divide  per  8 il  moltipli- 
cando, e il  quoziente  moltiplicato  per  1000  darà  103918700 
il  prodotto  di  63398  per  ia5.  y' 


63398 

3ia6 

167194 

0734750 


i4<.  Quando  nella  divisione  è determinato  anticipatamente  il  numero 
delle  cifre  che  si  cercano  nel  quoziente  , questa  operazione  ammette  un 
compendio  analogo  a quello  usato  per  la  moltiplicazione  , cioè  in  vece 
di  calar  le  cifre  del  dividendo  , o pure  aggiunger  degli  zeri  .il  residuo, 
ti  possono  andar  sopprimendo  le  citre  del  divisore. 

Ecco  un  esempio. 


19561 749', 3'7' 
, 1693109  3 
303536  I 7 
ia363  a 1 

1641  43 

3II  8 6 

33  I 7 


3 573938 


Dopo  aver  trovate  le  prime  tre  cifre  del  quoziente , in  vece  di  aggiun- 
gere un  zero  al  residuo  1336331  si  sopprime  la  prima  cifra  8 del  divi- 
sore , e dividendo  questo  numero  per  357393  si  ha  3 nel  quoziente. 
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?iel  far  il  prodolto  di  357391  per  3 bisogna  usare  la  solila  avvertenza 
di  aggiungere  a questo  prodotto  ciò  che  si  riporterebbe  dal  prodotto  della 
cifra  8 trascurala  , preso  sempre  in  più  o in  meno  secondo  si  è detto  al 
n*  i35-  Si  ottiene  il  resto  164 143  j si  sopprime  un'  altra  cifra  nel  diviso- 
re , e si  divide  questo  numero  per  35739  ^ si  ha  nel  quoziente  la  cifra 
4 e si  operasi  solito,  aggiungendo  sempre  al  prodotto  di  35^39  per  4 
ciò  che  si  riporterebbe  dalla  cifra  a destra  che  si  trascura.  Continuan- 
do a questo  modo  , si  perviene  finalmente  al  dividendo  parziale  33 17 
che  diviso  per  357  dù  9 per  ultima  cifra  del  quoziente.  Non  dovendosi 
più  proseguire  l'operazione,  è inutile  scriver  1’ ultimo  resto. 

Poiché  le  prime  due  o tre  cifre  del  dividendo  bastano  ordinariamente  per 
decidere  quante  volle  il  divisore  vi  é contenuto , e le  cifre  che  si  tra- 
scurano nel  divisore  non  influiscono  che  sulle  ultime  cifre  de'  divi- 
dendi parziali  , specialmente  quando  ad  ogni  prodotto  si  aggiunge  la 
ritenuta  proveniente  dalla  cifra  trascurala,  si  potrò  regolare  l'operazione 
in  modo  da  finire  con  un  divisore  di  due  o di  tre  cifre , secondo  che 
le  cifre  che  nel  divisore  seguono  la  prima  a sinistra  sono  rispetto  a 
questa  piccole  o grandi.  In  conseguenza  avendo  detenninato  da  princi- 
pio quante  cifre  bisognano  nel  quoziente  , si  sapr'a  a quale  dividendo  par- 
ziale si  può  cominciare  a sopprimere  le  cifre  del  divisore.  Le  quali  a 
misura  che  si  trascurano  si  segnano  con  un  punto  , come  si  vede  nel- 
r esempio. 

i43<  Se  in  una  divisione  da  farsi  il  divisore  è accompagnalo 
da  una  frazione  decimale  periodica,  bisogna  sostituire  ad  essa  la 
frazione  ordinaria  corrispondente  ; giacché  non  potendosi  im- 
piegare un  divisore  composto  di  un  numero  infinito  di  cifre, 
quelle  trascurate  influiranno  necessariamente  sul  quoziente, 
il  quale  non  potrebbe  perciò  avere  che  un  numero  limitato 
di  cifre  esatte.  Per  es.  dovendosi  dividere  37543  per  25,8666..., 
sostituendo  \ alla  frazione  decimale  periodica  si  tratterà  di 
dividere  57545  per  23,8  j,  ossia  ( n°  40,  V.)  1126290  per  716; 
co’  quali  numeri  , per  quanto  si  prolunghi  la  divisione  , si 
hanno  sempre  cifre  esatte  nel  quoziente. 

Ma  se  la  frazione  decimale  si  trova  nel  dividendo  , e si 
c.erca  il  quoziente  approssimato  co’ decimali,  converrà  lasciar 
di  preferenza  la  frazione  decimale  periodica  , come  si  vede 
nell’  esempio  che  segue. 

735'8',5'2'8'888. .. 

121  8 
60  4 5 
5192 

■ 2 808 

5 5 2 


61  4 

11,98/4 
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L’operazione  può  coniinuarsi  airinQnilo,  aggiungendo  al  re- 
sto sempre  la  cifra  S.Questo  esempio  móstra  quale  grandissimo 
vantaggio  offrono  i decimali  quanao  si  vogliono  esprimere  delle 
quantità  per  approssimazione. 

145.  Siccome  conviene  qualche  volta  cambiar  la  moltipli- 
cazione in  divisione  ( n°  140),  si  potrà  pure  cambiar  la  di- 
visione in  moltiplicazione  ; ed  è quando  il  divisore  può  con- 
vertirsi in  una  frazione  ordinaria  che  abbia  per  numeratore 
l’unità.  Si  debba  per  cs.  dividere  aSyq  per  125.  Siccome 
0,125=  j , si  moltiplicherà  2379  per  8 e si  dividerà  per 
JOOO,  il  che  darà  19,052.  Parimenti  4382  diviso  per  5 equi- 
vale a 438axa  diviso  per  10  ; cioè  si  moltiplica  4382  per 
a e si  stacca  una  cifra  decimale , il  che  dà  876,4* 

l44*  Allorché  il  divisore  è terminato  dalla  cifra  5 , è 
utile  talvolta  moltiplicarlo  per  a , e quando  è numero  pari 
moltiplicarlo  per  5.  Ciò  conduce  ad  ottenere  in  molti  casi  un 
divisore  più  semplice,  giacché  la  prima  cifra  o anche  più  cifre 
a destra  divengono  zeri.  Per  es.  si  debba  dividere  570497  per 
7,625  ; moltiplicando  il  divisore  prima  per  2 si  ha  i525o, 
poi  un  altra  volta  per  2 si  ba  3o5oo  ; c un  altra  volta  per 
2 si  ba  61000  ; moltiplicando  anche  il  dividendo  per  8 e 
staccando . tre  cifre  decimali  si  ha  4587,976  da  dividersi  pcr 
61  : divisione  assai  più  semplice  della  prima.  Parimenti  si  ab- 
bia a dividere  3758g3  per  462;  moltiplicando  entrambi  i nu- 
meri per  5 ovvero  prendendone  la  metà,  si  ha  1879 i6, 5 
da  dividersi  per  23 1.. 

145.  I tentativi  da  farsi  per  conoscer  quante  volle  il  di- 
visore è contenuto  nel  dividendo  parziale  ( n°  35  ) tanto  più 
innanzi  debbono  spingersi  quanto  più  grandi  sono  le  cifre 
che  seguono  la  prima  a sinistra.  Quando  la  seconda  cifra  del 
divisore  è piccola  o almeno  minore  di  5 , lusia  ordinaria- 
mente la  sola  prima  cifra  a sinistra  per  vedere  quante  volle 
il  divisore  è contenuto  nel  dividendo  parziale.  Per  questo 
riguardo  conviene  qualche  volta  moltiplicare  il  divisore  per 
2 , per  5 , ec.  affinchè  sì  ottenga  un  divisore  che  abbia  la 
seconda  cifra  a sinistra  minore  di  5.  Se  per  cs.  si  debba 
dividere  875389  per  17789.  Moltiplicando  il  divisore  per  4 
si  ha  7IJ06;  sicché  dividendo  35oi556  per  71156  si  otterrà 
più  speditamente  il  quoziente. 
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i46.  Nella  niolliplicacìone  , allorché  il  moltiplicatore  è di  una  loia 
cifra  , ciascuna  cifra  del  prodotto  risulta  in  generale  della  somma  di  tre 
parli  i cioè  ^ dalle  uniili  del  prodotto  del  moltiplicatore  per  la  corri* 
spendente  cilra  del  moltiplicando  , dalle  diecine  del  prodotto  precedente 
e dalle  diecine  della  somma  che  ha  data  la  cifra  precedente.  Per  es. 
dovendosi  moltiplicare  375U34  per  7 , la  quinta  cifra  del  prodotto  sark 
composta  dalle  unitk  del  prodotto  7X7  che  è 9,  dalle  diecine  del  pro- 
dotto 5X7  che  è 3 , e dalle  diecine  cìie  si  riportano  dalla  somma 
che  ha  data  la  cifra  precedente,  che  è 1.  £ siccome  queste  somme  si 
fanno  facilmente  a memoria  , ti  possono  scrivere  immediatamente  tutte 
le  cifre  del  prodotto. 

Allorché  il  moltiplicatore  è composto  di  più  cifre,  la  regola  prescrive 
di  trovar  prima  i prodotti  del  moltiplicando  per  ciascuna  cifra  del  mol- 
tiplicatore, e poi  sommare  questi  prodotti  parziali,  per  ottenere  il  pro- 
dotto totale.  Ma  se , in  vece  di  ottener  le  cifre  che  debbono  comporre 
le  linee  otizsootali,  si  trovassero  quelle  che  debbono  comporre  le  colonne 
verticali , se  ne  farebbe  a mente  la  somma  , e si  potrebbero  scrivere 
ìmmediaiamenle  le  cifre  del  prodotto  , come  nel  caso  in  cui  il  molti- 
plicatore è di  una  sola  cifra. 

Or  si  osservi  che  colla  stessa  regola  con  cui  si  trova  il  primo  pro- 
dotto parziale  si  trovano  tutti  gli  altri , ma  siccome  ciascun  di  essi  si 
trova  di  un  posto  piu  avanzalo  del  precedente,  non  bisogna  che  tener 
conto  di  questa  circostanza  per  rinvenire  i diversi  numeri  che  compon- 
gono una  cuLotina  verticale.  Per  es.  le  unitù  del  prodotto  della  2*  cifra 
del  moltiplicatore  per  la  quarta  del  moltiplicando  appartengono  alla 
quinta  colonna  ; quelle  delia  4*  del  moltiplicatore  per  la  3^  del  mol- 
tiplicando appartengono  alla  tì*  colonna  , e così  di  seguito.  Supponiamo 
aounque  che  si  debba  fare  il  prodotto  di  365847  4^7^-  La  prima 

cifra  del  prodotto  sark  data  dalle  unitk  del  prodotto  7 X6  , e sarà  6. 
La  seconda  cifra  sarà  data  dalla  somma,  delle  diecine  del  prodotto  pre- 
cedente cioè  5 , e delle  unita  de'  due  prodotti  della  >*  cifra  dell’  uno 
per  la  a*  dell’ altro  e viceversa,  cioè  de’ due  prodotti  4XB  e 7X7,  che 
sono  a e 9 j ed  essendo  aq-q4-5=:i6,  la  seconda  cifra  sark  6.  La  terza 
cifra  del  prodotto  risulta  daiì’i  che  si  riporta  dalla  somma  precedente, 
dalle  diecine  de’  due  prodotti  precedenti  che  sono  3 e 4 > c dalle  unitk 
de’  tre  prodotti  che  risultano  moltiplicando  ciascuna  delle  prime  tre  ci- 
fre a destra  del  moltiplicando  per  le  tre  cifre  del  moltiplicatore  prese 
in  ordine  inverso,  cioè  dalle  unitk  de’ tre  prodotti  8x8,  4X7,  7X3 
che  sono  4 , ^ , > i c quindi  la  terza  cifra  risulterà  dalle  unitk  della 
somma  i -l-3-|-4-|-4+8-i-‘ =^*  , ® perciò  1.  La  quarta  si  ottiene 
sommando  il  a diesi  riporta  dalla  somma  precedente,  le  diecine  de’ tre 
prodotti  precedenti,  e le  unitk  de’quattro  prodotti  della  1*  , a*  , 3*  e 4* 
cifra  (a  destra)  del  moltiplicando  rispetùvamente  per  la  4*  ,3*  , a*  e 1* 
cifra  del  moltiplicatore. . £ cosi  di  seguito. 

Si  rende  più  facile  1’  operazione  scrivendo  il  moltiplicatore  io  ordine 
inverso  c in  un  pezzo  di  carta  separato.  Con  questo  ripiego  il  mol- 
tiplicatore , reso  mobile  , si  andrk  successivamente  applicando  sotto  le 
cifre  del  moltiplicando  , situando  la  prima  cifra  a sinistra  di  esso  mol- 
tiplicatore invertito  sotto  la  prima  cifra  a destra  del  moltiplicando  ^ 
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• poi  facendolo  avanzar  di  un  msto  per  ogni  volta  , e moltiplicando 
tempre  le  cifre  che  si  corrispondono  verticalmente.  Ri- 
prendendo 1’  operazione  di  sopra  , e scrivendo  8784  in 
vece  del  moltiplicatore  dato,  si  situerà  da  princìpio  nel 
modo  che  si  vede  in  A.  La  prima  cifra  del  prodotto  sarà 
anella  delle  unità  del  prodotto  delle  cifre  corrispon- 
oenti  alla  stessa  verticale  , cioè  sarà  6.  Si  prendono  poi 
le  diecine  di  questo  prodotto  cioè  5 , si  fa  camminare 
il  moltiplicatore  come  si  vede  iu  B,  e al  5 si  uniscono 
Je  unità  date  da’  prodotti  delle  cifre  che  si  corrispondo- 
no verticalmente. Si  dirà  dunque  5 più  9 più  2 fanno 
16 , e si  scrive  il  6.  Poi  i che  si  riporta  più  4 più 


56 

365847 

^34 

81 


3 , che 


sono  le  diecine  de'diie  prodotti  precedenti,  fanno  ^ 
B j SI  tiene  a memoria  l’8  e si  irasnorla  il  moltiplicatore 
come  si  vede  in  C.  In  seguito  si  airh  ; 8 che  si  riporta 
più  1 più  8 più  4 , che  sono  le  unità  de'  prodotti 
delle  cifre  che  si  corrispondono,  fanno  3 1,  e si  scrive  jj 
r l per  terza  cifra.  Poi  sì  dirà  ; 2 che  si  riporta  dalla 
somma  precedente,  più  2 più  2 più  6,  che  sono  le  die- 
cine de’  prodotti  {irecedcnti  , fanno  12  ; sì  tiene  a me- 
moria il  12,  e si  passa  il  moltiplicatore  più  avanf', 
collie  si  verte  in  D.  In  seguito  si  dirà  ; 12  che  si  ri-  ^ 
porta,  più  84-2-1-64-0,  che  sono  le  unità  de’nuovi  pro- 
dotti, fanno  28  ; si  scrive  1’  8 per  4*  cifra,  e si  riporta 


365347  ' 

^34 

ii3 

365847 

8t4 

i36 


365847 
87^ 
123 


il  2.  Poi  2 che  si  riporta,  più  2-p  1 -)-5-l-4i  sono 
le  diecine  de' prodotti  precedenti,  fanno  i4  i passato  il 
moltiplicatore  più  avanti  , come  si  vede  in  E,  si  dirà  ; 

14  che  si  riporta  , più  6 -{-4-1- 3 +3,  che  sono  le  unità 
de'  prodotti  delle  cifre  che  si  corrispondono  vertical- 
mente, fanno  37  ; si  scrive  7 per  5*  cifra.  Io  seguito: 

3 che  si  riporta  più  i-{-3-{-3-{-4  > che  sono  le  diecine 
de’ prodotti  precedenti,  fanno  i3;  si  passa  il  moltipli- 
catore come  si  vede  in  E,  e si  dirà:  i3-{-2-4-5-{-3-|-4 
(anno  26  ; e sì  scrive  il  o.  Poi  24.3-|-i-}-4-{-2  fanno 
12;  passato  il  moltiplicatore  più  avanti,  come  si  vede 
in  G , si  dirà  : i2-{-o4-8-{-i=2i , e si  avrà  per  settima 
cifra  I.  Poscia  2-p-j4- 1 4-2=7  ; spiato  il  moltiplicatore 
più  innanzi  , come  si  vede  in  H , sì  dirà:  7 che  si  ri- 
porta -f 4-('9=:^o  > per  cui  l'ottava  cifra  sarà  o,  e si 
riporta  2.  In  seguito  2 -{-2=4  1 e fatto  camminare  di 
un  altro  posto  il  moltiplicatore,  come  si  vede  in  I , si 

dirà  ; 4-pt*  1 prodotto  di  4 pcr  3,  fanno  16,  che  si  

scrive  per  intero,  non  essendovi  più  cifre  ne' fattori.  12 

Il  prodotto  cercato  sarà  dunque  1601678166. 

Questa  maniera  di  eseguir  la  moltiplicazione  può  a prima  vista  sem- 
brar più  difficile  dell’  ordinaria.  Ma  la  difficoltà  svanisce  interamente , 
scrivendo  il  moltiplicatore  in  ordine  inverso  e rendendolo  mobile  , giac- 
ché basta  il  più  breve  esercizio  per  acquistar  rabitudìnc  di  chiamare  e 
scmiutare  le  unità  o le  diecine  de' prodotti  de' numeri  semplici,  guar- 


H 


I 


365847 

W 

1 13 

365847 

8734 

59 

365847 

8734 

33 

365847 

8734 
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dando  blamente  i numeri.  Per  et , ne*  numeri  posti  a margine  3 
li  dirk  subito:  fanno  i4,  t che  si  riporta  +4*1*34' ' 

no  B ; sicché  la  somma  de'  prodotti  delle  cifre  che  ti  corrispon- 
dono  verticalmente  è B4- 

Del  resto  questo  metodo  non  interessa  tanto  per  1'  uso  che  può  iàr- 
sene  , quanto  per  conoscere  quali  sono  le  cifre  de’  fattori  che  sono  ne- 
cessarie per  comporre  le  diverse  cifre  del  prodotto;  e per  intendere  un 
metodo  elegante  per  eseguir  la  divisione  più  brevemente , allorché  il 
divisore  ha  moltissime  cifre,  proposto  da  Fourier  sotto  il  nome  di  di- 
eitione  ordinata. 


i47-  Questo  metodo  consiste  nell'  impiegare  le  cifre  del  divisore  a 
misura  che  si  rendono  necessarie  per  ottenere  la  cifra  esatta  nel  quo- 
ziente. 

Per  meglio  svilupparlo  ragioneremo  sopra  un  esempio.  Si  debba  di- 
videre 357943297372  per  7546727375. 


!•  dìTìd.  357^*y2'9'7'3'72  I 

7546'7'2'i 

5634' 

aq  — 4'6  1 

4743  0 2 . 

%'  dir. 

5610 

33a3' 

70=4.7+7.6 

3*  div. 

3253 

2372' 

»i  =4.2+7  7 + 4.6 

4"  dir. 

229» 

^99 

96=4  ■ 9 4*  7 • * 4*  4 • 7 -h  3 . G, 

5-  dir. 

2o3 

aoSb' 

io4=4*3.+7-9+4'^+’' 

6"  div. 

iq33 

425 

Per  non  servirsi  di  un  divisore  di  molte  cifre  si  prende  un  divisore  for- 
mato dalle  prime  due  cifre  o pnre  dalle  prime  tre  o dalle  prime  quattro 
a sinistra.  Supponiamo  che  si  prenda  per  divisore  754.  I|  dividendo 
corrispondente  a questo  divisore  sarò  3579.  Si  faccia  la  divisione  al- 
l’ordinario , e si  avrà  per  prima  cifra  del  quoziente  4 e per  resto  3. 
Operando  a tal  modo  , si  sono  tolti  dal  dividendo  i prodotti  della  prima 
cifra  4 quoziente  per  le  sole  prime  tre  cifre  del  divisore.  Per  1 e- 
sattezza  del  risultamento  converrebbe  toglierne  i prodotti  per  4 delle 
cifre  che  seguono  754;  ">*  siccome  questi  prodotti  sono  rispettivamente 
dello  stess’  ordine  uelle  cifre  che  seguono  il  primo  dividendo  3579  , si 
potri  andarli  togliendo  a misura  che  si  calano  le  cifre  del  dividendo. 
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Calata  la  prima  cifra  ^ , si  ha  il  secondo  dividendo  5634  che  bisogna 
correggere  sottraendone  il  prodotto  di  4 prima  delle  cifre  che 

s^uono  il  divisore  segnato  , il  qual  proootto  è Eseguita  la  corre- 
aione , si  ha  56io  per  a°  dividendo  parziale.  Si  faccia  al  solito  la  di- 
visione,  e si  ha  per  seconda  cifra  del  quoziente  7,  e per  resto  33a.’ Su 
questo  resto  ragionando  come  precedentemente  , si  vede  che  bisogna 
dal  dividendo  sottrarre  tutti  i prodotti  di  7 per  le  cifre  che  seguono  il 
divisore  segnato,  i quali  prodotti  sono  rispettivamente  dell' ordine  stes^ 
•o  delle  rimanenti  cifre  del  dividendo.  A misura  dunque  che  queste 
cifre  sono  chiamate , bisogner'a  andarne  togliendo  tutti  i prodotti  dello 
stesso  ordine  di  esse , dipendenti  dalle  cifre  trascurate  nel  divisore.  Ca- 
lando la  cifra  3 si  ha  33a3;  i prodotti  dello  stesa'  ordine  che  bisogna 
sottrarne  sono  quelli  che  risultano  dalla  1*  cifra  del  quoziente  per  la  seconda 
di  quelle  che  seguono  il  divisore  segnato , e dalla  seconda  del  quoziente 
per  la  prima  delle  dette  cifre.  La  somma  di  questi  prodotti  è 70.  Sottratto 
questo  numero  da  33z3  , si  ha  3253  per  terzo  dividendo  parziale  cor- 
retto. Dividendo  3a53  per  754  si  ha  per  terza  cifra  del  quoziente  4 ^ 
per  resto  237.  Calando  la  cifra  seguente,  si  ha  l'altro  dividendo  2372 
che  bisogna  correggere  sottraendone  la  somma  de'prodotti  della  1 .*,  2.*,  3.* 
cifra  di  quelle  che  sono  a destra  del  divisore  segnato  rispettivamente 
per  la  3*,  2*,  i*.  cifra  del  quoziente.  Questa  somma  de’prodotti  è 81,  la 
quale  sottratta  da  23^2  dii  per  resto  229 1 , che  è il  quarta  dividendo  par- 
ziale corretto.  E cosi  si  continuerà. 

Le  somme  de’  prodotti  che  debbono  sottrarsi  da  ciascun  dividendo  par- 
ziale si  ottengono  scrivendo  in  ordine  inverso  e in  un  foglio  separalo  le 
cifre  del  (luoziente,  poi  presentandole  successivamente  alle  cifre  che  sona 
a destra  del  divisore  segnato  si  tratierh  di  far  la  somma  delle  unitii  e 
delle  diecine  de’  prodotti  delle  cifre  che  si  corrispondono  verticalmente, 
la  quale  somma  si  ottiene  senza  che  vi  sia  bisogno  di  scrivere  i pro- 
dotti ( n.  prec.  ). 

L’operazione  cosi  eseguita  riesce  facilissima.  Questo  metodo  diflcrisce 
da  quello  esposto  al  n”  i4i.  Giacche  in  quel  caso  è determinato  antici- 
patamente il  numero  delle  cifre  che  si  vogliono  nel  quoziente,  e si 
vanno  rifiutando  le  cifre  a destra  del  divisore , a misura  che  queste  si 
rendono  inutili  per  le  cifre  che  si  cercano  nel  (quoziente  \ in  guisa  peròi 
che  1 operazione  non  si  potrebbe  prolungare  al  di  Ik  di  quello  che  si 
era  stabilito  nel  cominciarla.  In  questo  si  procede  in  ordine  inverso  t si 
fa  asodi  un  divisore  assai  semplice  prendendo  per  formarlo  le  sole  prime 
due  o tre  cifre,e  si  chiamano  le  altre  cifre  del  divisore  a misura  che  si 
rendono  necessarie  per  1’  esattezza  delle  cifre  del  quoziente.  Con  ciò  si 
evita  ogni  calcolo  inutile  , e si  può  prolungar  l’operazione  finché  si  vuole: 
vantaggio  di  grandissimo  conto.  11  metodo  qu'i  esposto  riesce  poi  somma- 
mefite  utile  quando  il  divisore  ha  moltissime  cifre,  e non  si  cercano  che 
poche  cifre  nel  quoziente. 


148.  Per  la  pratica  di  questa  divisione  sono  necessarie  alcune  osser- 
vazioni. 

1 Siccome  ogni  resto  unito  alla  cifra  che  si  cala  , dev’  esser  corretto 
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per  formare  un  dividendo  parziale  , la  cifra  icriita  nel  quoziente  sarà 
esatta  , ogni  volta  che  la  correzione  è possibile. 

2°  La  correzione  è sempre  possibile,  quando  il  resto  è maggiore  o 
almeno  eguale  alla  somma  delle  cifre  già  scritte  nel  quoziente  e consi- 
derate come  se  fossero  unità  ; giacche  il  resto  col  calar  l’altra  cifra  si 
rende  maggiore  del  decuplo,  e le  diverse  cifre  del  quoziente  sono  mol- 
tiplicate per  numeri  minori  di  io.  Gioverà  dunque  per  ogni  resto  assi- 
curarsi di  questa  condizione  ; se  essa  non  ha  luogo , la  cifra  scritta  nel 
quoziente  è incerta. 

_ 3°  Quando  la  correzione  non  si  può  fare , la  cifra  scritta  al  quo- 
ziente è troppo  grande  , e bisogna  diminuirla  di  un’  unità.  Se  dopo  di- 
minuita la  cifra  del  quoziente,  e ripetuta  l’operazione,  si  ha  un  altro 
resto  , su  cui  nemmeno  può  eseguirsi  la  correzione  , si  diminuirà  la  cifra 
del  quoziente  di  un’altra  unità  , e ciò  si  ripeterà  finché  il  resto  di- 
venga tanto  grande  che  unito  alla  cifra  che  segue  dia  un  numero  mag- 
giore della  somma  de’  prodotti  che  se  ne  debbono  sottrarre. 

/f.’  Se  si  è preso  per  divisore  segnato  un  tiumcro  troppo  piccolo  di 
cifre,  avverrà  presto  che  la  correzione  non  potrà  farsi;  giacche  il  resto 
é sempre  minore  del  divisore,  e il  numero  de’  prodotti  da  sottrarsi  da  ogni 
dividendo  parziale  va  in  generale  crescendo  a misura  che  si  spinge  piu  in- 
nanzi l’operazione,fìno  a che  non  sieno  esaurite  tutte  le  cifre  rimaste  a destra 
del  divisore.  In-  questo  caso  non  si  troverà  la  vera  cifra  del  quoziente 
che  dopo  un  numero  di  tentativi  più  o meno  grande.  Siccome  1’  im- 
possibilità della  correzione  dipende  dall’ esser  troppo  piccolo  il  divisore 
adottato  , si  evita  questa  ripetizione  di  calcolo  prendendo  un  divisore 
con  qualche  cifra  di  più. 

5". Volendo  prender  un  divisore  con  una  cifra  di  più,  non  è neces- 
sario incominciar  da  capo  l’operazione.  Ma  quando  si  ha  un  dividendo 
parziale  già  corretto,  in  vece  di  trovar  l’altra  cifra  del  quoziente,  si 
calerà  un’ altra  cifra  del  dividendo,  il  che  darà  un  nuovo  dividendo  par- 
ziale ; nel  tempo  stesso  si  aggregherà  un’  altra  cifra  al  primo  divisore 
Kelto,  e si  avrà  un  nuovo  divisore  segnalo. 

Si  farà  poi  sul  nuovo  dividendo  parziale  la  consueta  correzione,  pa- 
ragonando le  cifre  del  quoziente  con  un  egual  numero  di  quelle  rimaste 
a destra  del  nuovo  divisore  segnato. 

6“  Si  può  nel  corso  dell’operazione  diminuire  o aumentare  a piacere 
il  numero  delle  cifre  che  si  sono  segn.i  te  per  formare  il  divisore  segnato; 
giacché  per  diminuirlo  si  eseguirà  la  divisione  sul  resto  senza  calar  una 
nuova  cifra  ; e per  aumentarlo , si  calerà  una  seconda  cifra  dopo  fatta 
la  prima  correzione  , e per  ogni  cifra  che  si  cala  si  farà  una  nuova 
correzione. 

7“  Se  si  volesse  il  resto  di  una  divisione  eseguita  con  questo  metodo, 
bisognerà  calar  tante  cifre  dal  dividendo  ( una  per  volta  ) quante  ne  sono 
necessarie  per  prender  il  divisore  con  tutte  le  cifre. 

S"  È inutile  ili  questa  operazione  tener  conto  della  grandezza  dell’unità 
cui  si  riferisce  il  quoziente,  giacché  nella  divisione  si  conosce,  indipenden- 
lemciitc  dall’  operazione , di  che  ordine  è la  prima  cifra  del  quoziente. 


i4«j.  Ecco  degli  esempi 
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1°  ESEMPIO. 


3734>9> 6*y ,y9»o'o* . . I ^63*  4>ay  2*5*4*37 

^^9(=3.3)  ' 3,58*47  30078.... 

a*  diT.par.corr..445 

659* 

_^(=3.4+5.3) 

3°  div.  parz.corr..  63a 

_5o(=3.*+5.4+8.3)  * 

4* div.  parz.corr..  n 


_t5(=3.9+5.*+8  4+2.3) 

5*  dir.  parz.corr. . 370 

668' 

96(=3.5.+5.9+8.a+*. 4+4-3) 

dir.  parz.corr. . 572 

409' 

^(=3.8+5.5+8.9+*.a+4.4.  + 7-3) 

7“  div.  paiz.  corr. 

i9o*('9<C3  + 5+8+a+4+7  + 3;  •»  cifra  3 c 

incerta  ) 

i64(=:3.7 + 5.8+3. 5+a.g+ec.) 

Nuovo  divid.  parziale  260*  ( correzione  può  farsi  per  cui  la  cifra  3 del 

quoziente  è esatta.  Ma  il  divisore  segnato 
essendo  divenuto  troppo  piccolo  per  prose- 
guire l’operazione , SI  cala  un  altra  cifra 
dal  dividendo,  e si  prende  i63  per  nuovo 
divisore  segnato  ) 

180  (=3.3+5.7+8.8+2.5+...+3-4) 

80 
800' 

182  (=3.a-|-5.3  + +3.2+0-4) 

618 
6180' 

157  ( — 3.5+5. 2 + +3.9+0.2+0.4) 

6oa3 
6820' 

‘66  (=3. 4 + 5. 5+ . . , +0.2-I-7.4) 


8*  div.  parz.  corr. 
9°  div.  parz.  corr. 
10°  div.  parz.  corr. 
Il"  div.  parz.corr 


66.34 

53q 
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a®  ESEMPIO, 

SàfVjo'o'o'.. . ( ^a'5'4'3'a»9'6 

^ l'sVàS 

,8  4 ■ 

6o*  (6^  54>8;per  COI  U cifra  8 i incerla  ) 

4» 

'7^4  f la  cifra  8 è esalla-,  però  si  cala  un  altra  cifra  < e si  praa< 
^ ^ (le  ga  per  nuaro  dituore  segnato  ) 

6o 

l3o 

38o* 

5a 

32^ 

520* 

53 

467 

70*  ( 7 '^5+8  + 1 4*3  + 5 j per  cui  |a  cifra  5 è incerta^ 
lol  (1“  correiione  non  può  farsi } perciò  la  cifra  5 i troppo 
grande  ) 

99°  ( si  è scritto  4 in  vece  di  5 al  quoziente,  e si  è avuta 
per  nuovo  resto  ijq  } 

9<>  s 

8q4o*  ( *'  nltea  cifra  , c si  prende  ga5  per  nuova 

divisore  segnato  ) 

4^9 

8»ii 

4^^^*  ( 'Arrivati  a questo  punto  se  si  volesse  il  resto  , si 
calerebbero  tante  cifre  dal  dividendo  finché  si  pren^ 
de  per  divisore  il  divisore  intero,  non  dimenticanda 
di  fare,  per  ogni  cifra  che  si  cala,  la  correzione.  ) 

III 

47490' 

^ 

474220* 

7^ 

4741480' 

io5 

4741375°' 

54 

47413690  ( ®“i°  ) 

i5o.  La  divisione  ordinata  riesce  udiissima,  quando  o il  dividendo 
o il  divisore  o amendue  non  sono  esatti  ma  approssimati  giacche  im- 
piegandosi le  cifre  del  dividendo  e del  divisore  a misura  che  bisogna- 
no, si  può  facilmente  giudicare  quando  le  cifre  che  mancano  posso- 
no cominciare  a iufluir  su  le  cifre  del  quoziente. 
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i5i.  ÀllorcLè  si  ha  una  frazione  espressa  in  termini  molti 
srandi  ed  irriducibile,  è necessario  in  molti  casi  aver  delle 
frazioni  approsimative  alla  data  ed  espresse  in  termini  pih 
semplici.  Si  potrebbe  convertir  la  frazione  proposu  in  deci- 
mali, e terminando  1’ operazione  alla  prima,  seconda , terza, 
ec.  decimale,  si  avrebbero  delle  frazioni  sempre  piìi  prossime 
alla  vera.  Ma  queste  frazioni  decimali  non  sono  le  più  sem- 
plici fra  tutte  quelle  che  per  un  dato  grado  di  approssima- 
zione si  avvicinano  alla  proposta.  Ecco  come  si  deve  proce- 
dere in  questo  caso. 

Si  abbia  per  es.  la  frazione  ^^2—,  Per  formarsi  un’  idea 

2935 

distinta  del  valore  rappresentato  da  questa  espressione,  di- 
vidiamo i suoi  termini  per  537  e siccome  5 +^^,si 

avrii  “ 5^  '.7o  • Con  questa  sola  operazione  si  conosce  già 

che  la  frazione  proposta  è compresa  fra  ì e j.  Trascurando  il  re- 
sto a5o,  si  ha  la  frazione  | un  poco  più  grande  della  proposta. 
Volendo  tener  conto  anche  del  resto  a5o,  si  opererà  sulla 

frazione  , come  sulla  prima  frazione  , cioè  si  divideranno 


i suoi  termini  per  a5o  e si  avrà— ^-=— ^ — . Trascurando 

il  resto  57 , la  frazione  proposta  sarà  prossimamente  uguale 
a , cioè  eguale  a ^ . La  frazione  ^ sarà  un  poco  più  pic- 
cola della  data,  giacché  trascurando  la  frazione  si  ha 

li  . 

3 > . Aggiungendo  a 5 una  quantità  troppo  grande, 

• 1 ^ . • » • ^ I 

si  ba  il  denominatore  5 -f-  - maggiore  del  giusto , per  cui  la 

frazione  saiù  troppo  piccola. 

Volendo  ancora  tener  conto  del  resto  37 , si  opererà  sulla 

frazione  -^come  sulle  precedenti:  e si  avrà  — 

z5o  » 2935 

Trascurando  il  resto  28,  si  ha  = — , frazione  mag- 

’ 5+ — 71’  ° . 
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giorc  della  proposta  come , è facile  assicurarsi.  Così  prose- 
guendo , si  ottengono  le  espressioni 


1 


j — 1 

5+— X 
»+ — 1 
6+— , 

'•1 I 

3+- 

9 


di  cui  l’ultima  è uguale  alla  frazione  proMsla,  e le  altre 
sono  alternativamente  maggiori  e minori  di  essa. 
espressioni  si  dicono  frazioni  continue. 

i5a.  È facile  rimontare  da  una  frazione  continua  alla  frazio- 
ne ordinaria  equivalente.Prendendo  la  penultima  di  quelle  tr^ 

vate,  si  ha  1 + 3=3, 

1 _^7  e .’7_3'7  » ^ 

(H)  58’  ■*‘58-58  ’(Vi^)  3.7- 

Operando  in  tal  modo  su  tutte  le  altre,  si  hanno  le  frazioni 

1 a i3  ^ ^ 

5 ’ Il ’ 71  ’ 72  ’ 317 ’ 

delle  quali  la  prima  la  terza  e la  quinta  sono  più  gran- 
di, le  altre  più  piccole  della  frazione  -;ViV  Queste  frazio- 
ni si  chiamano  ridette  , e godono  della  proprietà  che  ciascuna 
di  esse  si  approssima  alla  frazione  data  più  di  qualunque 
altra  espressa  in  termini  più  semplici,  siccome  si  dimostra 
in  Algebra. 

Sara  facile  ravvisare  che  per  ridurre  una  frazione  a fra- 
zione continua  bisogna  far  sopra  i suoi  termini  la  stessa  ope- 
razione che  si  fa  per  trovare  il  massimo  c.  divisore.  Si  spinge 
r operazione  finché  si  abbia  un  resto  eguale  a zero  ; i quo- 
zienti, presi  secondo  1’  ordine  con  cui  si  sono  ottenuti,  lor- 
niapo  i denominatori  successivi  della  frazione  continua. 

i53.  Supponendo  Toperazione  terminala  al  primo  resto  o al  secondo  o 
al  terzo , ec.  si  possono  trovar  le  ridotte  colla  regola  assegnata  al  n°76 
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Sia  par  e$,  le  frazione  -2^.  Ecco  il  quadro  deH'operazìone  .da  eseguirai. 
6o5i 


6251 

1734  1 379  1 

1 355 1 

l’4 1 

>9  ' 

l'JUI' 

8 1 

* 1 

I 1 

>4  1 

• 1 

1 3 1 1 4 

i3o3 

i53 

29 

74 

5 

4 

1 1 

1039 

Ila 

59 

4 

3 

1 

264 

3i 

16 

i5 

1 

1 

247 

29 

i5 

»4 

1 

>7 

a 

1 

I 

9 

I 

1 

8 

1 

. 

I numeri  contcnuli  nelle  due  prime  colonne  a sinistra  sono  i termini 
delle  ridotte  successive,  le  quali  saranno  perciò 


112  29  3l  122  i53, 

8 ’ 9 ’ 17  ’ 2^  ’ 2B4  ’ io3g  ’ i3o3 

tutte  convergenti,  ora  in  più  ora  in  meno,  verso  la  frazione 

Quindi  se  i termini  della  frazione  contengono  qualche  divisore  co- 
mune, la  frazione  continua  che  ne  risulta  db  immediatamente  la  frazione 
ridotta  alla  sua  più  semplice  espressione. 


i54-  L'esposto  metodo  può  applicarsi  ancora  ad  una  frazione  de- 
cimale non  esatta , ad  oggetto  di  trovare  delle  frazioni  approssimate 
espresse  in  termini  più  semplici.  Ma  non  tutte  le  ridotte  che  se  ne 
ricavano  possono  esser  egualmente  ritenute  come  frazioni  convergenti 
verso  la  qnantitb  data.  Infatti  supponiamo  che  questa  sia  approssimata 
per  difetto,  aumentando  1’ ultima  cifra  di  uii'uniib,  si  hanno  due  li- 
miti ira  i quali  dev' esser  compresa  la  quantità  data.  Per  non  uscirda 
questi  limiti  , bisogna  qperare  su  tutte  due  le  frazioni , e ritenere  i 
soli  quozienti  comuni.  £ forse  inutile  avvertire  che  seia  frazione  da- 
ta fosse  approssimata  per  eccesso  , l' altro  limite  si  ha  diminuendo  l'ul- 
tiroa  cifra  di  un'  unità. 

Sia  per  es.  il  numero  frazionario  3, 14159265. ..  .minore  del  vero. 
£ chiaro  che  la  quantità  data  , qualunque  sieno  le  cifre  che  seguono 
l'ultima,  sarà  compresa  fra  3, 14159265  e 3, 14159266.  Riducendo  in 

frazione  continua  la  frazione  3i4 159265^  j quozienti 

100000000 


3 , 7 , i5  , I , 288. . . 


e riducendo  similmente  l'altra 

100000000 


si  hanno  i quozienti 


3,  7 » *5  , 1 , 399... 

Da  ciò  si  vede  che  i soli  primi  patirò  quozienti  sono  esatti  ; vale 
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a dire  che  le  cifre  trascurale  nella  frazione  decimale  data  non  in- 
fluiscono sulle  prime  quattro  ridotte.  Si  ha  dunque  la  fratione  cootùiua 


I 

I +ec. 


che  da  le  quattro  ridotte  esatte 


3 21  333  .35),,,. 

1 ’ 7 ’ io5 ’ 113  * 


(')  La  quantità  . . rappicscnla  il  rapporto  della  circonferenza 

al  diametro.  La  frazione  è quella  assegnata  da  Arcnimede.  La  quarta  , cioè 
data  da  Mezio  , merita  esser  avvertita  con  particolarità  , tanto  perchè 
con  termini  assai  semplici  esprime  molto  prossimamente  il  suddetto  rapporto  da 
cui  differisce  per  meno  di  quanto  perchè  la  disposizione  della  tue  cifre  pre- 

senta una  circostanza  che  le  la  ritenere  facilmente  a memoria.  Di  fatto  scritti  i 
primi  tre  numeri  impari  ognuno  due  volte,  si  ha  1|3355,  di  cui  le  prime  tre 
cifre  appartengono  al  deuomiiiatore,  le  altre  tre  al  numeratore  della  menzio- 
nata frazione. 
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CAPO  Vili. 

DELLA  RAGIOVE  E DELLA  PROPORZIONE. 

155.  Si  è dello  ( n"  a ) che  per  aver  idea  di  una  gran- 
dezza bisogna  paragonarla  ad  un’  al  ira  della  medesima  spe- 
cie collo  scopo  di  vedere  quanie  volle  vi  è conlenula.il  ri- 
suliamenio  di  quesio  conl’ronlo  si  chiama  il  rapporto  o la  ra- 
gione delle  due  quaniiih. 

Perciò  ( n”  3 ) il  numero  non  è che  il  rapporlo  che  una 
quaniiià  ha  colla  sua  unità. 

Per  veder  quante  volte  una  quaniiià  contiene  un’alira,  bi- 
sogna eseguire  una  divisione.  Quindi  il  rapporlo  di  due  quan- 
tità è precisamente  il  quoziente  di  una  divisa  per  l’altra.  Per 
cs.  se  si  Ila  una  quanliià  rappresentala  da  5 c un’alira  da  l5, 
~ ovvero  3 sarà  la  loro  ragione  ; parimenti  •;  è il  rapporto 
delle  due  quantità  9 c 17. 

Por  indicare  il  rapporlo  di  9 a 7 si  scrive  9I7  ; e così  in 
ogni  altro  caso.  I numeri  9 e 7 si  dicono  i termini  del  rap- 
porto. 

Non  si  può  stabilire  rapporto  che  fra  quantità  della  me- 
desima specie  o omogenee.  I\la  il  rapporlo,  essendo  indipen- 
dente d.aìla  natura  di  queste  quantità,  sarà  sempre  un  numero 
astratto. 

156.  Se  si  hanno  due  rapporti  eguali , i quattro  termini 
che  li  compongono  costituiranno  una  proporzione.  Il  rapporlo 
3Ii2  essendo  uguale  a quello  di  5^20,  questi  quattro  nu- 
meri formeranno  una  proporzione  , la  quale  si  scrive 

3;i2;:5:2o  , 

e si  legge  3 sta  a 1 2 come  5 a 20. 

Dunque  la  proporzione  è l’eguaglianza  di  due  ragioni. 

I rapporti  essendo  numeri  astratti , i termini  che  in  una 
proporzione  compongono  il  primo  rapporto  possono  essere  di 
specie  diversa  o eterogenei  con  fjuelli  del  secondo. 

I primi  termini  di  ogni  rapporto  si  chiamano  antece- 
denti , e i secondi  conseguenti.  Quando  si  tratta  di  espri- 
mere sotto  forma  di  frazione  i rapporti  di  cui  si  compone  la 
proporzione , è indifferente  prender  per  numeratore  o il  con- 
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seguenie  o 1’  aniecedcnie  , purché  in  ciascun  rapporto  si  pra- 
tichi lo  stesso.  Noi  converremo  di  prender  sempre  per  nu- 
meratore il  conseguente. 

Se  il  conseguente  del  primo  rapporto  è uguale  all'  ante- 
cederne del  secondo , la  proporzione  si  dice  continua.  Una 
proporzione  continua  si  può  scriver  più*  brevemente  •H’SiGlia, 
in  vece  di  5lh::6lia. 

167.  Siccome  il  numero,  che  è un  rapporto,  esprime  in 
che  modo  una  cniantilà  si  forma  per  mezzo  della  sua  uni- 
tà , in  generale  il  rapporto  di  due  quantità  esprimerà  in  che 
modo  una  quantità  può  formarsi  per  mezzo  di  mi’ altra.  Per 
es.  il  rapporto  di  5 a l5  è ^ ossia  3.  Questo  5 fa  conoscere  in 
che  modo  il  i5  si  forma  prendendo  per  elemento  5,  ed  esprime 
che  per  formar  i5  ci  vogliono  tre  quantità  rappresentate  da 
5.  Parimenti  il  rapporto  di  g a 6 è | ovvero  j , la  quale  fra- 
zione indica  che  per  formare  la  quantità  6 per  mezzo  del  g 
bisogna  prima  raddoppiare  il  g e poi  prenderne  la  terza  parte. 

11  quoziente,  o la  frazione  che  rappresenta  il  rap]>orto  di 
due  quantità  , essendo  anch’  esso  un  rapporto  quando  si  ri- 
ferisce all’  unità  , ne  segue  che  il  dividendo  , il  divisore , il 
quoziente  e l’unità  formano  una  proporzione.  Per  la  ragione 
medesima  il  prodotto  , il  moltiplicando  , il  moltiplicatoi-e  e 
1’  unità  sono  in  proporzione.  Perciò  nella  divisione  si  tratta 
di  esprimere  il  rapporto  di  due  quantità  per  mozzo  di  un 
altro  rapporto  che  ha  per  uno  de’  termini  l’ unità  ; e nella 
moltiplicazione,  conoscendo  in  che  modo  una  quantità  è com- 
posta per  mezzo  dell’  unità , si  tratta  di  comporre  similmente 
un’  altra  quantità  per  mezzo  del  moltiplicando. 

L’  idea  della  proporzione  fa  meglio  comprender  l’oggetto  di 
queste  due  operazioni;  le  quali,  quantunque  si  possono  ese- 
guire , r una  per  mezzo  dell’addizione  1’  altra  per  la  sottra- 
zione , offrono  un  carattere  che  permette  di  riguardarle  sotto 
un  altro  punto  di  vista;  ed  è , che  i due  numeri  dati  quello 
che  si  cerca  e l’unità,  prosi  secondo  l’ordine  conveniente, 
debbono  formare  una  proporzione. 

l58.  I numeri  interi  e frazionari,  chiamati  quantità  com- 
mensurabili perchè  hanno  coll’  unità  una  misura  comune 
( n°  56)  , si  dicono  anche  quantità  razionali , perchè  il  loro 
rapporto  o la  ragione  può  esser  espressa  da  due  numeri  interi. 
Il  rapporto  di  ^ a 1 e quello  dt  8l5. 
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159.  Si  possono  paragonar  due  quaniità  della  medesima 
specie  per  conoscer  la  loro  ineguaglianza  ^ e il  risultamento 
di  questo  confronto  si  dice  differenza  (n°  1 3 ).  Quattro  nu- 
meri ne’  quali  la  differenza  tra  il  primo  e il  secondo  è uguale 
alla  differenza  fra  il  terzo  e il  quarto  costituiscono  un' equi- 
differenza, la  quale  si  scrive  7,5;i3,ii  (*). 

Le  parole  termini , antecedente  , conseguente  , equidif- 
ferenza continua  hanno  lo  stesso  significato  che  nella  pro- 
porzione. 

La  teorica  deirequidiffercnza  essendo  facilissima,  e d’altronde 
non  avendo  bisogno  di  trattarne  per  le  cose  che  seguono  , 
passeremo  immediatamente  ad  occuparci  della  proporzione. 

ART.  I. 

Proprietà  delle  proporzioni. 

160.  Un  rapporto,  essendo  il  quoziente  di  un  numero 
diviso  per  un  altro  , non  si  altera  moltiplicando  o dividendo 
i suoi  termini  per  un  medesimo  numero.  Perciò  il  rapporto  di 
3*5  è lo  stesso  che  quello  di  6^10. 

161.  Dalla  proporzione  3li2::5lao  si  ha  le  quali 

frazioni  ridotte  allo  stesso  denominatore  danno 

Ma  due  frazioni  eguali , dello  stesso  denominatore  , avranno 
i numeratori  eguali,  perciò  sarà  iaX^  = 3oX5;  dunque  m 
ogni  proporzione  il  prodotto  de'  termini  estremi  è eguale 
al  prodotto  de’  medi. 

Per  assicurarsi  se  fra  quattro  termini  vi  è proporzione,  bi- 
sogna verificare  se  il  prodotto  de’  termini  estremi  è eguale  a 
quello  de’  medi. 


(*)  Ordiiiariineale  il  rUultainenlo  del  confronto  fatto  fra  due  quan- 
tità o nel  primo  o nel  secondo  modo  dicesi  in  generale  rapporto  ; ma  si 
dice  rapporto  geometrico  quello  in  cui  si  cerca  il  quoziente , e rapporto 
aritmetico  <|ueIlo  in  cui  si  domanda  la  dilfereuza.  Così  pure  la  pro- 
porzione si  chiama  geometrica  o aritmetica  secondo  che  1 rapporti  di 
cui  si  compone  sono  dell’  una  o deH'allra  specie.  Noi  non  potremmo  ora 
entrare  ad  esaminare  la  poca  esattezza  di  queste  denominazioni  ; abbiamo 
però  stimato,  per  servir  meglio  alla  precisione  del  linguaggio,  di  non 
confonder  con  uu  medesimo  vocabolo  due  idee  diversissime. 

* 
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E da  osservare  che  in  una  proporzione,  secondo  che  Tante- 
cedente  del  primo  rapporto  è niagfjiorc  o minore  del  suo  con- 
seguente, anche  l’antecedente  del  secondo  rapporto  dev’ esser 
tale  rispetto  al  suo  conscguente.  Per  cui  se  si  hanno  quattro 
numeri  , ne’  quali  a colpo  d’  occhio  si  scoprisse  che  manca 
questa  condizione  , si  conchiuderà  subito  che  dessi  non  sono 
in  proporzione. 

162.  Dall’  esposta  proprietà  risulta  che  i termini  di  una 
proporzione  si  possono  cambiar  di  silo,  purché  gli  stessi  ter- 
mini si  trovino  sempre  o gli  estremi  0 i medi.  Uiprcndendo 
la  proporzione  di  sopra  , i cambiamenti  che  si  possono  lare 
sono  i seguenti. 


3:12: 

: 6:20, 

12:  3; 

: : 20:  5 , 

3:  5: 

: 1 2 : 20  , 

12:20: 

: 5:  5, 

20: 12: 

: 5:  3, 

5:  3: 

: 20 : 1 2 , 

20:  5: 

:i2:  3 ; 

5:2o: 

: 3:12. 

I primi  quattro  cambiamenti,  ne’ quali  si  cangia  il  posto  de- 
gli estremi  o de’ medi,  s’indicano  colla  parola  permutando  ; 
gli  altri  quattro,  ne’ quali  si  mettono  gli  estremi  in  vece  dei 
medi , s’ indicano  colla  parola  invertendo. 

163.  In  una  proporzione  qualunque  moltiplicando  o di- 
videndo per  un  medesimo  numero  i due  antecedenti  o i 
due  conseguenti,  i numeri  che  ne  risultano  saranno  pro- 
porzionali. Nella  proporzione  3 : 12  : :5;  20,  moltiplicando  i 
due  antecedenti  per  2 c i conseguenti  per  3,  si  ha  un’al- 
tra proporzione  6 ; 36  ::  10:60.  Infatti  la  prima  proporzione 
permutando  diviene  5:5;  : 12: 20;  in  questa  si  può  moltipli- 
care i termini  del  primo  rapporto  per  2,  c quelli  del  secondo 
per  5,  e si  ha  6:  10:  : 36:  60;  c pcrmuiaudo  di  nuovo  sL  ha 
6:36:  : 10:60. 

164.  Sicno  due  proporzioni  che  hanno  comuni  gli  antece- 
denti •, 

3: 12  : ; 5 : 20  , 3 :q: : 5: i5 ; 

permutando  si  avrà 

5: 5:  : 12:20  , 3:  .5;  :g  : i5. 
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Ora  i secondi  rapporti  di  queste  ultime  proporzioni , essendo 
eguali  al  rapporto  3:5,  saranno  eguali  fra  loro;  e perciò  si 
avrà 


1 3 : ao  : : g : i5  , ovvero  1 2 : g : : 20 : i5. 


Perciò  se  due  proporzioni  hanno  gli  stessi  antecedenti  y i 
conseguenti  formeranno  una  proporzione. 

Si  dimostra  siinilmcntc  che  se  due  proporzioni  hanno  co- 
muni i conseguenti , gli  antecedenti  saranno  in  proporzione.. 


i65.  Dalla  proporzione  3: 12::  5:  20  si  ricavano  le  cgua- 


glianzc 

12  20 

3 _ 5 
12  20* 

Le  quali  non  si  alterano,  se  a 
r unità  ; si  avrà  allora 

ciascuna  quantitìt  si  aggiunge 

13  30 

l+__  i+y, 

3 .5 

* 12  20 

ovvero 

3-fl2  5-{-30 

3 + 12  5+20 

Da  queste  eguaglianze  si  può  passare  alle  proporzioni 
3-|-ia  :3  : :5+ao:  5 , 3+ia:  12  ; :5-|-ao:  20 


ovvero,  permutando, 

3+13: 5+  20  : : 3 : 5 o pure  : : 1 a : 20  ; 

cioè  in  una  proporzione  qualunque  la  somma  de’  due  primi 
termini  sta  alla  somma  de’  due  ultimi , come  il  primo  al 
terzo  o come  il  secondo  al  quarto.  Questa  operazione  s’ in- 
dica colla  parola  componendo. 

Riferendo  quest’  ultima  proposizione  alla  proporzione 
3:5  ::  12:20,  si  ricava  che  in  una  proporzione  la  somma 
degli  antecedenti  sta  alla  somma  da'  conseguenti , come 
un  antecedente  al  suo  conseguente. 
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166.  Dalie  eguaglianze 


la  30 


3 “ 5 » 


si  ricava  pure 


c quindi 


lì — 3 


20  — 5 


_3 

12 


e= 


£ 

20 


12 — 3 
12 


20 — 5 


20 


dalle  quali  si  passa  alle  proporzioni 

la — 3:  30— 5:  : 3 : 5,  0 pure  : : la:  ao 

cioè  in  una  proporzione  , la  differenza  de’  due  primi  ter- 
mini sta  alla  differenza  de’  due  ultimi  come  il  primo  al 
terzo , o come  il  secondo  al  quarto.  Questa  operazione  viene 
indicata  colla  parola  dividendo. 

167.  Dalle  due  proporzioni 

ia+3:  ao-f-5:  ;3:5 , 

1 a — 3 ; 20 — 5 : : 3 ; 5 

risulta 


ia-|-3  : là — 3 : : ao+5: 20— 5; 

cioè  la  somma  de’  due  primi  termini  sta  alla  loro  diffe- 
renza , come  la  somma  degli  altri  due  termini  sta  alla 
loro  differenza  ; ovvero  : la  somma  degli  antecedenti  sta 
alla  loro  differenza  come  la  somma  de’  conseguenti  sta 
alla  loro  differenza. 

168.  Si  abbiano  diversi  rapporti  eguali 

3:7:  :5:  i5:  :a:6:  :4:ia. 
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Co’  uiedesimi  si  possono  formare  tre  proporzioni,  che  sono: 

3:  9: :5: i5 , 

5:  i5:  : a:  6 , 
a:  6:  :4  : la  , 

Dalla  prima  si  ha 


5 + 5:g+i5:  :5:  i5. 

La  quale  proporzione  ha  un  rapporto  comune  colla  secondai 
per  cui  si  ha 

3+5:g-|-i5:  : a:  6. 

Questa  dà  parimenti 

5+5-fa .-g+iS+G:  :a:6; 

e per  la  terza  proporzione  si  ha 

3-J-5+a:9+i5+6:  :4:ia. 

Componendo  nuovamente  si  ha 

3-h5+a+4:  g-f-i5+6+ia:  :4:  la. 

Si  vede  da  ciò , che  in  una  serie  de'  rapporti  eguali , la 
somma  degli  antecedenti  sta  alla  somma  de'  conseguenti 
come  un  antecedente  al  suo  conseguente. 

l6g.  Sictio  più  proporzioni 

3 : 6 ; : 1 a : a4 , 

5 : 8: : IO  : 16, 

6: 7 : : 18 : ai. 

Da  queste  si  hanno  le  eguaglianze 

6 a4  ® 7 

3 I»’  5 lo’  6 18* 

£ evidente  che  il  prodotto  delle  prime  frazioni  dev’  esser 
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uguale  al  prodotto  delle  seconde,  cioè 

6 p T 3Ì  l6  21 

t'x-exI  =—  X — X 

•15  6 12  10  i8 

ovvero 

6X8X7 24x16X31 

3X5X6  12X10X18’ 

Da  questa  eguaglianza  si  passa  nuovamente  alla  proporzione 

3X5x6:6x8X7:  : 12X10 X 18:24 XiGXai- 


Ma  questa  proporzione  risulta  moltiplicando  i termini  corri- 
sponaenti  delle  tre  proporzioni  date  ; dunque  se  si  molti~ 
plicano  , termine  per  termine,  diverse  proporzioni , i pro- 
dotti saranno  in  proporzione. 

La  ragione  che  risulta  dal  prodotto  di  più  ragioni  si  chiama 
ragione  composta. 

170.  Dall’essere  in  una  proporzione  il  prodotto  dogli  estre- 
mi eguale  al  prodotto  de’  medi  , conoscendo  tre  termini  si 
può  trovare  il  quarto.  Supponiamo  che  il  termine  incognito 
sia  precisamente  il  (juarto.  Sieroinc  il  prodotto  del  primo  e 
del  quarto  dev’ esser  eguale  al  prodotto  de’ due  medi,  sarà 
dato  il  prodotto  e .uno  de’  fattori  ; per  cui  dividendo  il  pro- 
dotto de’  termini  medi  pel  pruno  termine,  si  avr,ì  il  quarto 
termine.  Per  es.  indicando  con  x il  termine  incognito,  dalla 

proporzione  3:7:^1250;,  si  ricava  x — — = 28. 

ART.  II. 


Prohlemi  dipendenti  dalle  proporzioni. 

Le  qnisiioni  che  si  presentano  in  Aritmetica,  quando  non 
si  possono  risolvere  direitanienle  con  una  delle  quattro  ope- 
razioni dipendono  ordinariamente  dalle  proporzioni.  Il  sistema 
di  operazioni  da  farsi  vien  conosciuto  sotto  il  nome  di  Regola. 

5.  I . Delhi  Regola  del  Tre. 

171.  Tutti  i prohlemi  che  conducono  ad  una  proporzione 
di  cui  son  dati  tre  termini  e l’ altro  è la  quantità  che  si  cer- 
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ca  , si  risolvono  con  una  proporzione,  seguendo  la  regola  del 
n“  prcc. , che  dagli  Arilmelici  è chiamala  rfe/ /m  A rischia- 
rar questa  teorica  presenteremo  la  soluzione  di  diverse  qui- 
stioni. 

I.  Con  i6  ducati  si  sono  comprale  3 canne  di  stoffa,  per 
comprare  i3  canne  della  stessa  stoffa  quanto  ci  vorrà  ? 

È da  osservarsi  che  se  il  numero  delle  canne  fosse  dopi— 

5 io  del  primo  , anche  la  somma  necessaria  dovrebbe  esser 
oppia  ; se  triplo  il  numero  delle  canne  anche  tripla  la 
somma  ; c così  di  seguito.  Dunque  il  prezzo  aiimenui  nello 
stesso  rapporto  della  quantità  della  stoffa;  perciò  le  due  quan- 
tità di  stoffa  , e i due  prezzi  corrispondenti  formeranno  una 
proporzione;  e si  avrà  3:j3;:i5;  x.  E quindi  sarà 

X = — =r  65  ducali . 

II.  Un  corriere  in  7 ore  ha  percorso  3o  miglia  ; quante 
miglia  percorreià  in  9 ore  camminando  colla  medesima  velo- 
cità ? 

È chiaro  che  in  un  tempo  doppio  percorrerebbe  il  doppio 
delle  miglia  , nella  metà  del  tempo  la  metà  delle  miglia,  ec. 
Dunque  la  distanza  cresce  o diminuisce  nello  stesso  rapporto  del 
tempo.  Si  stabilirà  perciò  la  proporzione  7 : g : : 3o  : a:  ; da  cui 

III.  ^on  5o  operaj  si  sono  falle  76  canne  di  un  dato  la- 
voro ; con  40  operaj  quante  canne  di  lavoro  si  faranno  ? 

Siccome  con  un  doppio  o triplo  numero  di  operaj,  si  fareb- 
bero il  doppio  o il  triplo  del  lavoro,  si  avrà  la  proporzione 

- , r 4°X73 

00:40;  : 75:  a:  = — =100. 

' 3o 

172.  Dall’  esame  di  queste  quisiioni  si  rileva  che  la  regola 
del  tre  non  può  applicarsi  che  quando  una  quantità  cresce 
o diminuisce  nello  stesso  rapporto  di  un’  altra  ; e bisogna  bene 
assicurarsi  se  questa  circostanza  si  verifica.  Se  per  cs.  si  dices- 
se : un  vaso  di  un  dato  diametro  e di  un  metro  di  altezza 
si  è vuotalo  in  5 minuti  , in  quanto  tempo  si  vuoterà  un 
altro  vaso  dello  stesso  diametro  e di  metri  47  di  altezza?  A 
questo  problema  non  si  potrebbe  applicare  la  regola  del  tre, 

Siacchè  quando  1’  altezza  è doppia  non  s’  impiega  un  tempo 
oppio  per  vuotare  il  vaso  ma  un  tempo  minore.  Così  cono- 
scendo che  un  corpo  cadendo  impiega  un  minuto  secondo  a 
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percorrere  metri  4t9044>  non  **  potrebbe  conchiudere  che  in 
due  minuti  secondi  percorre  uno  spazio  doppio. 

Vi  è qualche  caso  in  cui  la  proporzionalità  non  si  verifica 
esattamente  ma  che  si  ammette  per  render  più  semplice  il 
calcolo.  Per  es.  se  si  dicesse:  con  i5  cavalli  si  è tirato  un 


peso  di  8 cantaja,  33  cavalli  qual  peso  potranno  tirare?  Per 
poter  con  questi  dati  stabilire  una  proporzione  bisogna  sup- 
porre che  il  prodotto  del  travaglio  cresca  nel  medesimo  rapporto 
che  cresce  il  numero  dei  cavalli.  Or  questo  non  è rigorosamente 
vero  , giacché  lo  sforzo  che  fa  il  cavallo  dipende  da  molti 
elementi , e particolarmente  dal  sito  in  cui  si  trova  ; quindi 
bisognerebbe  che  nel  secondo  caso  i 33  cavalli  si  trovassero 


tutti  nella  medesima  attitudine  de’ primi,  il  che  è difficile 
a combinarsi.  Quando  si  fa  uso  della  forza  degli  uomini  o 
delle  bestie  , il  prodotto  del  travaglio  cresce  come  il  loro  nu- 
mero solamente,  quando  essi  possono  agire  separatamente  sopra 
diversi  punti.  Ma  quando  debbono  essere  applicati  allo  stesso 
punto,  il  prodotto  del  travaglio  non  cresce  come  il  numero 
degli  agenti  ma  in  una  ragione  minore.  Solamente  per  un  cal- 
colo approssimativo  si  potrebbe  stabilir  una  proporzione  fra  i 

dati  del  problema  precedente;  e fare  i5:33:  : 8:  x = 


lyS. Assicuratosi  che  la  soluzione  di  una  quistionc  può  dipen- 
dere da  una  proporzione, non  si  ha  altra  dinicolià  che  quella  di 
stabilire  il  posto  che  ciascun  termine  deve  occupare.  Or  nelle 
quistioni  di  questo  genere  cercandosi  il  valore  di  una  quantità 
che  deve  crescere  o diminuire  nello  stesso  rapporto  di  un’altra, 
fra  i dati  dei  problema  vi  saranno  due  termini  omogenei,  e 
uno  che  deve  esser  della  medesima  specie  della  cosa  che  si  cer- 
ca. I due  termini  omogenei  formano  il  primo  rapporto,  l’altro 
rapporto  sarà  formato  dal  termine  isolato  o solitario  e dal- 
l’ignoto. 

Nelle  quisiioni  proposte  i termini  nella  proporzione  sono 
situati  secondo  l’ordine  con  cui  si  presentano  nell’enunciato. 
Infatti  riprendendo  la  prima  quistione  si  vede,  che  siccome  cre- 
scendo la  quantità  della  stoffa  cresce  il  suo  prezzo,  stabilendo  il 
primo  rapporto  secondo  l’ordine  dell’enunciato  cioè  3:  i5 , il 
secondo  rapporto  deve  seguir  pure  l’ordine  medesimo  , perchè' 
il  prezzo  che  si  cerca  dovendo  esser  maggiore  del  prezzo  dato , 
il  termine  ignoto  dev’essere  il  conseguente  del  secondo  rappor- 
to ( n®  ifii  ).  Lo  stesso  si  verifica  ne  due  problemi  che  seguono. 
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Vi  sono  però  delle  quisUoni  nelle  quali  la  quantità  che  si 
cerca  cresce  a misura  che  un’altra  diminuisce,  e viceversa;  sic- 
come mostrerà  il  seguente  problema. 

IV.  Un  dato  lavoro  si  è fatto  da  1 5 uomini  in  7 giorni , 
quanto  tempo  impiegheranno  Ì24  uomini  per  fare  lo  stesso 
lavoro? 

Qui  si  vede  che  quanto  maggiore  è il  numero  degli  uomini 
tanto  minor  tempo  s’ impiegherà  ; sicché  se  il  numero  degli  uo- 
mini fosse  doppio,  il  tempo  necessario  sarebbe  la  metà;  se 
triplo  il  numero  degli  uomini  , vi  bisognerà  la  terra  parte 
del  tempo ^ e così  discorrendo.  Se  dunque  si  stabilisce  il  primo 
rapporto  secondo  Tordine  deireiiunciazionc,cioè  i5;  a4,  siccome 
il  tempo  che  si  cerca  deve  esser  minore  del  tempo  dato , il  se- 
condo rapporto  sarà  * : 7;  e si  avrà  la  proporzione  j 5 : 34  : : * ^7» 

. ...  7X>5 

da  cut  SI  ricava  x = ^ — . 

24 

Si  costuma  ordinariamente  di  metter  il  termine  incogni- 
to nel  quarto  posto  della  proporzione.  In  tal  caso  per  inta- 
volare  la  proporzione  si  terrà  la  seguente  regola.  Col  termine 
solitario  e coll’  incognito  si  stabilirà  il  secondo  rapporto  met- 
tendo r incognito  per  conseguente  ; siccome  i dati  del  pro- 
blema fanno  conoscere  se  la  quantità  che  si  corca  dev’csscr  mag- 
giore o minore  del  termine  solitario,  fra  i due  termini  omoge- 
nei si  stabilirà  il  rapporto  secondo  l’ ordine  di  grandezza  che 
serbai]  gli  altri  due  termini.  A questo  modo  nel  problema  pre- 
cedente avendo  stabilito  il  secondo  rapporto  7 : x , il  primo 
dovrà  esser  34  : i5. 

J 74.  Quando  una  quantità  cresce  nello  stesso  rapporto  di  una 
altra,  in  guisa  cioè  che  se  la  prima  diviene  doppia  o tripla  ec. , 
anche  la  seconda  diviene  doppia  o tripla  ec.,  si  dice  che  queste 
quantità  sono  fra  loro  in  ragion  diretta , o direttamente  pro- 
porzionali. Se  una  quantità  cresce  nello  stesso  rapporto  che 
un’  altra  diminuisce  , in  modo  cioè  che  se  la  prima  diviene 
doppia  o tripla,  la  seconda  diviene  la  metà  o la  terza  parte , 
queste  quantità  sono  in  ragione  inversa , o inversamente  pro- 
porzionali. Si  dice  quindi  che  il  prezzo  di  una  cosa  è in 
ragion  diretta  della  sua  quantità , che  il  tempo  per  eseguire 
un  dato  lavoro  è in  ragion  inversa  del  numero  degli  uomini 
che  vi  s’ impiegano. 

L’enuncialo  de’ problemi  di  questo  genere  si  compone  sem- 
pre di  due  parli;  la  prima  contiene  due  quantità  eterogenee  ma 
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noie , la  seconda  conlìene  due  altre  quaniilà  rispeltivemente 
omogenee  alle  prime,  ma  delle  quali  una  è inco»nita.  Or  quan- 
do queste  quantità  eterogenee  sono  in  ragion  diretta,  i termini 
contenuti  nella  prima  parte  dell’enunciato  formano  i due  an- 
tecedenti ; nell’  altro  caso,  cioè  quando  sono  in  ragion  inversa, 
bisogna  invertir  l’ordine  de’ termini  di  uno  de’ rapporti. 

AtlincUè  meglio  s’  intenda  il  signifìcalo  di  questi  vocaboli 
faremo  osservare,  ebe  due  frazioni  che  hanno  lo  stesso  deno- 
minatore si  dice  che  sono  in  ragion  diretta  de’  numeratori. 
In  falli  il  rapporto  di  eguale  a quello  di  7:12.  Al 

contrario  due  fiazioni  con  lo  stesso  numeratore  sono  in  ragione 
inversa  de’  loro  denominatori.  Giacché  il  rapporto  \ ^ , po- 
tendosi i suoi  termini  divider  per  3 , sarà  eguale  a quello  di 
j : ^ ; or  questo  rapporto , moltiplicando  i suoi  termini  per  7 
c per  5 diviene  quella  di  7:6,  perciò  sarà  | : : 7 : 5.  E 

già  si  sapeva  (11°  Gl  ) , che  una  frazione  cresce  al  crescer 
del  numeratore  c diminuisce  al  crescer  del  denominatole. 

176.  Ecco  ancora  altri  problemi  per  esercizio. 

V.  Con  ducati  137,40  si  sono  avute  libbre  io  e once  7 di  at^ 
genio,  quanto  se  ne  potrà  avere  con  ducali  621,36? 

La  proporzione  è diretta,  perchè  1’ ar-  uncaii 
cento  cresce  al  crescer  del  danaro.  Si  ha  l37,4o  io''*’’  7“*' 
dunque  la  proporzione  ' 66j,3a  x 

137,40  ; 66 1,33;  ; 10'“’-  7°“-  : x. 

I due  primi  termini  si  possono  ridurre  a numeri  astratti  mol- 
tiplicandoli per  100;  poi  si  può  render  più  semplice  il  primo 
rapporto  dividendone  i termini  per  la.  Eia  proporzione  di- 
verrà 


ii45;55ii:  :io'"’-  7““-:ar. 

Fatto  il  calcolo,  si  trova  x = 5o''*’-  il”"-  a'*''-  i"’-  18*'; 

Vi.  Un  Corriere  ha  fallo  un  dato  viaggio  in  8 giorni  cammi- 
nando 9 ore  al  giorno  ; si  vuol  sapere  quante  ore  al  giorno, 
dovrà  camminare  per  fare  lo  stesso  viaggio  in  5 giorni  ? 

Qui  le  ore  sono  in  ragione  inversa  de’  giorni  ; giorni  oro 
giacche  quanto  meno  giorni  si  vogliono  impiegare  8 9 

tanto  maggiore  dev’  esser  il  numero  delle  ore  di  5 x 
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viaggio  (li  ogni  giorno.Si  avrà  dunque  la  proporzione 

5:8:  : g:a:; 

d’  onde  x = ^ 24' 

VII.  Una  certa  quantità  di  orzo  è stala  consumata  da  3oo 
cavalli  in  i5  giorni;  per  quanto  tempo  la  stessa  quantità  di 
orzo  potrà  alimentare  470  cavalli  ? 

In  questo  problema  il  rapporto  è pure  in-  g’'*''- 

verso,  giacche  più  grande  è il  numero  de’ca- 
valli , più  presto  si  consumerà  1’  orzo.  Si  ha  a; 

dunque  la  proporzione 

540 : 3(M)  : : a 5 : X. 

Nel  primo  rapporto  si  può  sopprimere  un  zero,  e poi  dividere 
i termini  per  6,  e si  avrà  g : 5:  : i5  : x.  I due  anieeedenii  si  pos- 
sono anche  divider  per  3,  e si  avrà  finalmente  3 : 5 : : 5 : x ; da 
cui  X — ^ = giorni  8 

Vili.  In  una  piazza  assediata  si  hanno  i viveri  per  4 giorni  ; 
volendo  resistere  per  altri  10  giorni  a quanto  dovranno  ri- 
dursi le  razioni  ? 

La  razione  che  basta  per  quattro  giorni  si  può  g'°'‘-  raiìonc 
rappresentare  per  un  numero  qualunque,  ma  sarà  4 1 

f)iù  semplice  di  rappresentarla  per  1.  Si  dirà  al-  * 

ora  : se  dando  la  razione  1 si  hanno  i viveri  per  4 giorni, 
aflincbè  i viveri  bastino  jo  giorni  quale  razione  bisogna  dare? 

11  rapporto  è inverso.  La  proporzione  stirà  io.‘4'  • ^ • x , da 
cui  X = = \ , cioè  la  razione  dev’ esser  ridotta  a’  due  quinti 

dell’  ordinaria. 


§.  II.  Regola  del  tre  composta. 

176.  V'i  sono  de’ problemi  ne’ quali  la  quantità  che  si  cerca 
dipende  da  più  cose  alle  quali  è direttamente  o inversamente 
proporzionale.  Ecco  uno  di  questi  problemi.  ' 

IX.  Uu  operajo  ha  fatto  6 canne  di  muro  lavorando  per 
la  giorni  7 ore  al  giorno;  in  i5  giorni  lavorando  10  ore  al  gior- 
no quante  canne  di  muro  farà  ? 

Si  faccia  prima  astrazione  del  numero  delle  ore  ; c si  dica;  se 
un  operajo  in  la  giorni  fa  6 canne  di  muro,  in  i5  giorni  quante 
canne  di  muro  faìù?Si  avrà  quindi  la  proporzione 

ia:i5: ;6:x, 
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da  cui  si  ricava  x—  "~~}c  questa  sarà  la  quantità  di  muro  che 

farebbe  se  in  entrambi  i casi  lavorasse  per  un  egual  numero  di 
ore.  Poi  si  dirà  : se  travagliando  7 ore  al  giorno  fa  canne 
1 5 

— di  muro  , quanto  ne  farà  travagliando  10  ore  al  gior- 
no? e si  avrà  l’altra  proporzione 


i5x6 

7:10:  : : X : 


la 


7X1’ 


quindi  a?  = 

Si  poteva  anche  risolvere  questo  problema , scrivendo  con- 
temporaneamente le  due  proporzioni  , e chiamando  x'  (*)  il 
termine  ignoto  della  prima  proporzione , si  avrà  allora 


1 a : 1 5 : : 6 : x', 

7 : 10:  tar'.'x. 

Moltiplicando  queste  d.ue  proporzioni  per  ordine  risulta 


12X7:  iSxio:  ■6x»':x'X»; 

e dividendo  il  secondo  cappotto  per  x'  , si  ha  finalmente 

^X‘5x6 

* 7Xia 

Questo  valore  di  x si  può  scrivere  ancora  sotto  la  for- 
ma — X “X  t),  dalla  quale  si  rileva  che  esso  è eguale  al 

termine  solitario  moltiplicato  pel  prodotto  de’ rapporti  de’ gior- 
ni e delle  ore. 

Non  sarà  imitile  avvertire  che  questo  problema  si  poteva 
ridurre  alla  regola  del  tre  semplice  , osservando  die  un  tra- 
vaglio di  12  giorni  per  7 ore  al  giorno  equivale  a un  trava- 
glio di  ore  84,  e che  un  travaglio  di  i5  giorni  per  10  ore 
al  giorno  equivale  a i5o  ore  di  travaglio.  Ridotto  cosi  il  pro- 
blema, si  ha  subito  la  proporzione 

84:i5o: :6:x  , 


(’)  x'  si  pronunzia  x primo  ; ed  x"  , x'"  , ec.  si  pronunziano  x se- 
condo , X terzo,  cc. 
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che  è identica  a quella  trovata  per  altra  via. 

177.  Ecco  un  altro  problema  piu  complicato; 

X.  Si  è cavalo  un  canale  di  pai.  laoo  di  lunubezza , di 
larghezza  pai.  10  e di  profondità  palmi  4 , e vi  si  sono  im- 
piegati 17  opera]  per  8 giorni , travagliando  ciascuno  per  9 ore 
al  giorno  ; dovendosi  cavare  un  altro  canale  di  larghezza  pal- 
mi 8,  di  profondità  pai.  5,  si  vuol  sapere  quale  lunghezza 
se  ne  caverà  in  i3  giorni  con  a4  opera]  che  travagliano  la 
ore  al  giorno? 

Si  disporranno  1’  uno  sotto  1*  altro  i dati  compresi  nelle 
due  parli  dell’  enunciato  , come  si  vede  qui  sotto. 


Cora. 

gior. 

or.  lungh. 

largh. 

prof. 

^7 

8 

9 1200 

IO 

4 

24 

r*  • • - 1 

i3 

12  X 

8 

5 

Poi  si  stabiliranno  le  seguenti  proporzioni 


17:24:  : 

1 200  : x'  , 

8:i3:  : 

X'  :x", 

9:12:  : 

X"  :x'" 

8:10:: 

x'"  :x"' , 

5 : 4 ' ■ 

X*’  : X , 

le  quali  derivano  dal  seguente  ragionamento.  Si  supponga  in 
primo  luogo  che  tutte  le  altre  cose  sieno  eguali  all’  infuori  del 
numero  degli  uomini  , e si  dirà:  se  17  uomini  hanno  cavato 
laoo  palmi  di  canale,  quanto  ne  caveranno  24  uomini?  £ 
poi:  se  lavorando  per  8 giorni  si  cava  una  lunghezza  x' , quanto 
se  ne  caverà  lavorando  per  t3  giorni? In  seguito:  se  travaglian- 
do 9 ore  al  giorno  si  cava  una  quantità  di  canale  rappresentata 
da  x” , quanta  se  ne  caverà  travagliando  la  ore  al  giorno?  Fin 
qui  le  ragioni  son  tutte  dirette , perchè  crescendo  il  tempo  e 
gli  uomini  si  ottiene  più  lavoro.  Si  dirà  in  seguilo:  se  facendo 
il  canale  di  19  palmi  se  ne  cava  una  lunghezza  ar"' , volen- 
dolo di  largh.  8 palmi  quale  lunghezza  si  potrà  cavare  ? Qui 
la  ragione  è inversa , giacché  quanto  più  grande  è la  larghezza 
tanto  più  piccola  sarà  la  lunghezza.Finalmente:  se  si  ha  la  lun- 
ghezza quando  la  profondità  è 4 palmi  > volendolo  fare  di 
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profondità  pai.  5 quale  lunghezza  si  potrà  cavare?  In  questo 
caso  anche  la  ragione  è inversa  , perchè  crescendo  la  profon- 
dità deve  diminuir  la  lunghezza.  Questo  ragionamento  dimo- 
■stra  la  giustezza  delle  stabilite  proporzioni.  Moltiplicandole 
per  ordine  e omettendo  nel  secondo  rapporto  tutti  i fattori  co- 
muni a-‘ , ar"  , a:'",  a;",  si  avrà 

. 17X8X9X8X5: 24 XiSxiaX  10X4:  : 1200:  a: 


c quindi 

?4Xi3XiaXioX4Xi’oo  . 

I7X••iX9X!^X5  ’ 

la  quale  espressione  si  può  metter  sotto  quest’ altra  forma 

m IO 


•x.'i  i3  m IO  4 

ar=-ix— X-X^X  rXi 

17  il  9 » 0 


200. 


Osservando  questo  valore  si  trova,  clic  rf  è il  rapporto  diretto 
del  numero  degli  uomini,  ~ è il  rapporto  diretto  de’ giorni,-^ 
quello  delle  ore,  di  lavoro,  è l’inverso  del  rapporto  delle  lar- 
ghezze de’ canali,  che  secondo  l’enunciato  avrebbe  dovuto  es- 
sere e che  ^ è parimenti  il  rapporto  inverso  delle  profon- 
dità de’ canali.  Si  può  dunque,  nel  risolver  siffatti  problemi, 
osservar  la  seguente  regola.  iSV  dispongono  i dati  del  problema 
in  due  linee  come  è stato  fatto  più  sopra.  Si  formano  tutti  i 
rapporti  o diretti  o inversi  che  risultano  da  termini  relativi 
alle  circostanze  del  problema  \ V incognita  sarà  eguale  al 
prodotto  di  tutti  questi  rapporti  e del  termine  solitario. 

Il  valore  di  x del  problema  precedente  si  rende  più  semplice 
sopprimendo  i fattori  comuni  prima  di  effettuare  le  moltiplica- 
zioni. In  fatti,  si  ottiene  da  prima 


3 i3  4 5 4 

ar  =—  X — X-5X7-XFX1200, 

I ^ 1 3 ^ 


che  riduccsi  finalmente  a 


X 


i3x4  . . -c 

— — X 1200  = 0670 


IO 

~n’ 


Non  bisogna  in  casi  simili  dimentic,ar  questa  pratica  , 
clic  rendendo  il  calcolo  più  semplice  , lo  rende  anche  più 
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breve  e meno  soggetto  ad  errori  : principali  oggetti  da  aversi 
in  mira  in  ogni  calcolazione. 

5.  III.  Della  Regola  congiunta. 

178.  Questa  regola  ha  grandissima  relazione  con  quella  del 
tre  composta.  La  quistione  seguente  sarà  bastante  a lame  cono- 
scer 1’  oggetto. 

XI.  Una  persona  vuol  cambiare  del  zuccaro  in  pepe.  G>- 
noscendo  che  90  libbre  di  zuccaro  si  possono  cambiare  con  i3 
di  cade,  a5  libbre  di  caffè  con  13  ai  cannella,  a libbre  di 
cannella  con  5 libbre  di  lè  , e 6 libbre  di  tè  con  7 libbre 
di  pepe  ; si  vuol  sapere  quanto  pepe  può  aversi  per  3 a lib- 
bre di  zuccaro. 

Cliiamando  x la  quantità  di  pepe  richiesta,  e x' , x",  x’“ 
le  quantità  di  caffè , cannella , e lè  che  sarebbero  rispettiva- 
mente eguali  alle  3a  libbre  di  zuccaro,  è evidente  che  si  po- 
tranno stabilire  le  proporzioni  seguenti  : 

ao: x3: :3a:x' , 
a5: 13^  :x'  : x", 
a : 6 : : x"  : x”‘, 

6:  7 : :x'“:  x. 

Moltiplicandole,  termine  per  termine,  c omettendo  di  scrivere 
i fattori  comuni  x' , x"  , x'"  , si  avrà 


aoxa5xaX6  ; i3xi  axSx?  : : 3a  : x ; 


d'  onde  ricavasi 

_ i3  la  5 7 

^ = 5aX-X  ,-5X-X^  =39^, 

cioè  libbre  3a  di  zuccaro  valgono  quanto  libbre  3g  di 

■“Er  risolver  quesu  quistione  si  poteva  ancora  impiegare  un 
ragionamento  diverso  ma  conducente  al  medesimo  scopo.  Di 
fatto  se  ao  libbre  di  zuccaro  equivalgono  a i3  di  ca^ , 1 
libbra  di  zuccaro  sarà  eguale  a una  quantità  di  caffè  e^ressa 
da  f;  di  libbra.  Per  la  stessa  ragione  i libbra  di  caffè  sarà 

9 
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«gualc  a libbre  J-j  di  cannella  ; e cosi  per  gli  allri.  Si  avrà 
dunque 

1 lib.  di  zucc.  = lib.  7^  di  caf. , 

1 lib.  di  caf.  = lib.  -j-}  di  can., 

1 lib.  di  can.  = lib.  | di  tè , 

1 lib.  di  lè.  = lib.  I di  pepe. 


Per  conseguenza  si  troverà  la  quantità  di  cannella  che  equi- 
vale a 1 libbra  di  ziiccaro  prendendo  i H di  ri  ; e così  per 
gli  altri.  Si  avrà  in  generale 


1 lib.  di  zuc.=  lib.  — caf  = lib.  — X ^ can. 

20  30  3D 


|3 


= lib.—  X-^  X - tè  = lib.— X-^X- X i pepe. 

»>/v  «V K an  o'\  o h 4 * 


25 


20  2i> 


£ quindi 

5a  lib.  di  zuc.  = 3a  X-^X^X^  Xg  lib.  di  pepe: 

tisultamento  identico  ai  precedente. 

In  qualunque  modo  si  ragioni  , si  vede  : i”  che  la  regola 
ha  per  oggetto  di  trovare  la  qiianiità  di  una  cosa  che  equi- 
valga ad  una  quantità  data  di  un’  altra  di  diverso  genere, 
conoscendosi  una  serie  di  rapporti  fra  cose  di  diverso  gene- 
re, ne’ quali  quelle  da  paragonarsi  occupano  gli  estremi; 
3®  che  si  risolve  il  problema,  moltiplicando  fra  loro  i rapporti 
che  legano  le  due  ciuantità  da  paragonarsi , e formandone  un 
rapporto  composto  che  si  moltiplicherà  pel  termine  della  do- 
manda , cioè  per  la  quantità  data  di  cui  si  cerca  1’  equi- 
valente. 


I79.  Questa  regola  si  applica  più  frequentemente  al  cam- 
bio delle  monete.  Eccone  un  esempio. 

XII.  Si  tratta  di  convertire  in  lire  sterline  una  somma  di 
ducali  2000  di  Napoli,  sapendo  che  .55  ducali  di  Napoli  equi- 
valgono a 4^  scudi  romani  , che  5 sciuii  fanno  29  franchi, 
che  i3  franchi  fanno  5 fiorini,  che  87  fiorini  equivalgono 
a 11  federici  di  Prussia,  che  58g  federici  fanno  iqh  im- 
periali di  Russia,  che  38  imperiali  fanno  63  lire  sterline  (*). 


(*)  Questi  rapporti  non  sono  esatti,  csseinlosi  supposti  a solo  oggetto 
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Chiamando  x la  quantità  di  lire  sterline  equivalente  alla 
somma  di  ducati  2000  , si  avrà  secondo  la  regola. 


43  . . 39  5 II  195  63 

X — 2000  X 55  X 5 X ,-3  X 87  3»9  ^ W 


Sopprimendo  i fattori  comuni,  si  ottiene 


ovvero 


e in  fìne 


X = 2000‘X 


43X63 
389  X 38  ’ 


X = 2000  X 


^7*»9 
14781  ’ 


X 


= 566  lire  sterline. 

739' 


£ siccome  1 lira  sterlina  si  divide  in  20  scellini , uno  scel- 
lino in  la  pences , 1 pence  in  i^farthings,  sarà  prossima- 
mente 


X = 366'‘"-  *'•  io“'-  6^“-  2^*'*-; 

la  qual  somma  equivale  a 2000  ducati  di  Napoli. 

La  frazione  tVtVt  esprime  il  rapporto  che  il  ducato  ha  colla 
lira  sterlina.  Convertendola  in  decimali,  si  ha  o,i85263... 
che  è il  numero  per  lo  quale  bisognerebbe  moltiplicare  una 
somma  di  ducati  per  convertirla  in  lire  sierliue.  Viceversa  il 
rapporto  -Vf-V  = 5,4566. . • servirebbe  per  convertire  in  du- 
cati una  somma  qualunque  di  lire  sterline. 

5.  IV.  ProbUmi  d‘  ùUeresse  , e Regola  di  tconto. 

180.  Il  danaro  può  esser  impiegato  o per  l’acquisto  di  un 
podere  , o per  una  speculazione  commerciale,  o per  lo  stabili* 
m^to  di  una  maniiattura,  ec.  Allorché  il  danaro  è bene  im- 
piegato, alla  6ne  di  un  certo  tempo  si  ottiene  un  prodotto 
componente  una  somma  maggiore  della  primitiva.  Ma  per  po- 


di proporre  nn  esempio  di  questo  genere.  Del  resto  i rapporti  Ira  le 
monete  variano  a seconda  del  cambio  , il  quale  dipende  da  diverse  cir- 
costanze commerciali.  ^ 
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ler  conseguire  questo  intento,  ò necessario  che  il  danarosi 
trovi  nelle  mani  di  chi  sa  renderlo  un  capitale  produttivo. 

Avviene  spesso  che  chi  possiede  i inez-zi  da  impiegare  il  danaro 
in  un  modo  produttivo  manca  di  capiialc;ullora  prende  il  dana- 
ro in  prestito.In  questo  caso  è necessario  ch’egli  si  obblighi  dopo 
un  certo  tempo  non  solo  di  restituire  per  intero  la  somma  rice- 
vuta, ma  anche  di  aggiungervi  un  altra  somma  clic  serve  a com- 
pensare il  prestatore  de’  vantaggi  che  avrebbe  egli  ritiralo  se 
avesse  direttamente  impiegalo  il  suo  capitale.  La  somma  che  si 
dà  in  prestito  si  chiama  capitale  o sorte  principale,  la  somma 
che  si  paga  di  soprappiù  per  vantaggio  del  prestatore  si  chia- 
ma frutto  o interesse. 

L’ interesse  ordinariamente  si  calcola  al  tanto  per  loo  al- 
r anno;  così  dicendo  al  6 per  lOO  s’  intende  che  per  ogni 
lOO  ducali  si  ha  in  un  anno  il  frutto  di  6 ducati,  cioè  che  se 
uno  prestasse  ducati  100  , dopo  un  anno  dovrebbe  ritirar- 
ne 106. 

Tulli  i problemi  d’ inleresse'st  risolvono  colla  regola  del 
tre  ( n°  \nx  ).  Per  es.  si  domandi  quanto  sarà  il  frutto  di  du- 
cati 384  al  6 per  100.  Si  farà  le  proporzione 


J 00 : 6 : : 384  : a; . 

Osservando  che  il  primo  rapporto  si  può  ridurre  a qiiello  di 
1 :o,o6,  si  avrà  subito  a:  = 384X0,06  = 23,04.  Wa  0,00  è l’ in- 
teresse di  un  ducato;  perciò  st  ottiene  l’interesse  di  una  data 
somma  moltiplicandola  per  l’interesse  di  un  ducalo. 

Si  otterrà  sempre  ne’  problemi  di  questa  natura  che  uno  dei 
termini  delia  proporzione  sia  1 , qualora  l’ interesse  si  prenda 
sull’unità;  in  questo  caso  la  ricerca  dei  termine  incognito  si  ri- 
duce ad  una  moltiplicazione  o ad  una  divisione. 


181.  Se  si  cercasse  il  capitale  corrispondente  ad  una  data 
rendita,  siccome  il  frutto  è il  prodotto  del  capitale  per  l’ Inte- 
resse di  un  ducalo  ( n°  prec.)  , per  ottenere  la  sorte  principale 
bisogna  dividere  la  rentlila  data  -per  l’ interesse  di  un  ducato. 
Per  conseguenza  il  capitale  corrispondente  ad  una  rendila  di 

due.  64  al  5 per  100  è espresso  da-^=  1280. 


182.  Se  si  cercasse  quanto  vale  dopo  un  anno  la  somma  di 
762  ducati  al  6 per  100 , si  dirà  : se  100  ducali  divengono  106 
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dopo  un  anno  , quanlo  diverranno  384  ducati  ? il  che  dlt 
luogo  alla  seguente  proporzione: 

loo  : 106 : : 384  '•  * 5 ovvero  1 : 1 ,06  : : 384  ^ 

da  cui  X =3  384xi>o6  = 407,04-  Si  ottiene  dunque  il  valore 
di  una  somma  dopo  un  anno  moltiplicandola  per  l’ unità  ac- 
cresciuta del  suo  interesse. 

Viceversa  , se  volesse  sapersi  quanto  vale  attualmente  un» 
somma  da  ritirarsi  dopo  un  anno , bisogna  evidentemente  di- 
viderla per  l’unità  più  il  frutto  corrispondente  all’ unità.  Per 
cs.,  la  somma  di  due.  358  da  ritirarsi  dopo  un  anno  non  vale  at- 

3 5tt 

tualuiente  (l’interesse  al  6 per  100)  che  357,73. 

In  generale  supponendo  che  il  possessore  di  una  somma  di. 
danaro  abbia  sempre  e prontamente  il  mezzo  da  impiegarla, 
allorcliè  non  ne  può  disporre  die  dopo  un  certo  tempo,  il 
suo  valor  reale  è minor  del  valor /zomina/e  ; in  guisa  che  il 
possedere  anticipatamente  una  somma  fa  crescer  il  suo  valoe 
reale. 


i85.  Se  il  tempo  che  deve  scorrere  fosse  minore  di  un 
anno  , sicexime  nell’  enunciato  1’  interesse  suol  rapportarsi  al- 
1’  anno , per  mezzo  di  una  proporzione  si  troverebbe  P inte- 
resse corrispoiidoute  all’  epoca  data. 

Si  domandi  per  es.  quanto  varrà  la  somma  di  due.  58 1 da 
ritirarsi  dopo  8 mesi  al  6 per  100. Si  dirà;  se  per  un  anno  o 
13  mesi  1’  interesse  è 6 , per  8 mesi  quanto  sarà? il  che  dà 
luogo  alla  proporzione  la  ; 8 : ; 6:  * =fi=4.  La  somma  58t 

da  ritirarsi  dopo  8 mesi  varrà  attualmente 

‘ i,o4 


184.  Allorché  il  tempo  dopo  il  quale  deve  pagarsi  o riti- 
rarsi una  data  somma  passa  l’anno,  ordinariamente  si  calcola 
1’ interesse  anche  sull’interesse.  Per  es.  la  somma  5oo  al  6 
per  100  dopo  un  anno  diviene  5ooxi,o6-  ossia  53o;  que- 
sta somma  alla  (Ine  del  secondo  anno  sarà  divenuta  55oxt,o6r 
ossia  5ooX  1,06X1,06;  alia  fine  del  terzo  sarà  500X1,06X1,06“ 
Xi,o6;  ec.  e ben  si  vede  che  bisogna  moltiplicare  tante  volto- 
la somma  primitiva  pel  capitale  più  l’ interesse  corrispondente 
all’  unità,  per  quanti  anni  sono  decorsi. 

Al  contrario  , se  vuol  sapersi  quanlo  vale  ailuahucutc  una 
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somma  da  rilirarsi  dopo  un  ceno  numero  di  anni  , bisogna 
dividerla  tante  volte  pel  capitale  l più  il  suo  interesse,  per 

auanti  anni  debbono  scorrere.  Ck>sì  la  somma  6go  da  ritirarsi 
opo  3 anni , calcolando  1*  interesse  al  6 per  loo , non  vale 

attualmente  che  — - — 570,34. 
i,o6x>)ObXi,oò 

Moltiplicando  più  volte  di  seguito  una  somma  qualunque 
per  1,00,  si  troverà  che  sì  raddoppia  dopo  la  anni  circa  ; 
quindi  una  somma  da  rilirarsi  dopo  anni  la  non  vale  attual- 
mente che  circa  la  metà. 


l85.  Dicesi  cambiale  una  carta  nella  quale  un  negoziante 
promette  il  pagamento  di  una  somma  ad  un  epoca  deieruii- 
nata.  Se  il  possessore  della  cambiale  vuol  ricever  la  somma 
prima  del  tempo , ossia  prima  della  scadenza  , colui  che 
sborsa  il  danaro  non  deve  dare  l’intera  somma,  ma  una  mi- 
nore, affinchè  nel  rimborso  della  somma  contenuta  nella  cam- 
biale egli  ritrovi  il  suo  capitale  e il  frutto  corrispondente. 
La  somma  che  il  negoziante  ritiene  sulla  cambiale,  in  com- 
mercio si  chiama  sconto  ; e i problemi  seguenti  son  relativi 
alla  redola  di  sconto. 

XllT.  Una  c;imhiale  di  due.  5^0  deve  scontarsi  al  6 per  lOO 
4 mesi  prima  dell.i  scadenza  ; quanto  deve  pagare  il  banchiere 
che  riceve  la  cambiale  ? 

Siccome  3^0  è una  somma  che  deve  ritirarsi  dopo  4 mesi , 

attualmente  non  varrà  che  — — ossia  36'J,74  ( n°  i8i  ì : e 

1,02  ' ' 

questa  è la  somma  che  deve  sborsarsi  dal  banchiere. 

Si  può  anche  proporre  sullo  sconto  il  problema  inverso, 
del  genere  di  quello  che  segue. 

XIV.  Per  una  cambiale  di  HBg  pagabile  dopo  q mesi  si  è 
pagata  attualmente  la  somma  di  due.  65o,  a qual  ragione  è 
stata  scontata  la  cambiale? 

È chiaro  che  siccome  la  somma  689  divisa  pel  capitale  1 
più  l’ interesse  deve  dare  la  somma  slrorsata  , dividendo  G89 
per  65o  si  dovrà  avere  il  capitale  i più  1’  interesse.  Ora 
= 1,06,  in  conseguenza  l’interesse  di  un  ducalo  per  9 
mesi  è 0,06  ; e per  un  anno  sarà  0,08  , ossia  1’  interesse  è 
stato  all’  8 per  100. 

Si  poteva  anche  dividere  1’  eccesso  di  689  sopra  65o,  cioè 
3g  per  65o , e si  sarebbe  ottenuto  immediatamente  0,06. 
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y.  Regola  di  Società. 

186.  Basterà  il  seeuctue  problema  per  mostrare  1’  oggetto 
di  questa  regola , e 1’  origine  del  nome. 

XV.  Tre  persone  hanno  riunito  i loro  capitali  per  fare  un 
negozio.  Il  primo  ha  messo  ducati  31700  , il  secondo  ducati 
3yoo  , il  terzo  ducati  3200.  Hanno  guadagnato  2674  ducati; 
si  domanda  qual  porzione  di  guadagno  spetta  a ciascuno. 

Ki unendo  i tre  capitali  si  ha  il  capitale  totale  0600.  Ora 
è chiaro  che  se  imo  avesse  messola  metà  del  capitale  avrebbe 
dritto  alla  metà  del  guadagno  , se  la  terza  parte  del  capitale 
avrebbe  dritto  alla  terza  parie  del  guadagno  , cc.  Dunque  il 
rapporto  che  il  capiiale  di  ciascuno  ha  col  capitale  totale 
dev’  esser  eguale  al  rapporto  che  il  guadagno  di  ciascuno  ha 
col  guadagno  totale.  Chiamando  a:, ^ , riguadagni  di  ciascu- 
no , si  avranno  le  seguenti  proporzioni: 

9600  ; 2700  : : 2674  : x, 

9600 : 3700  : : 2674  : JK» 

9600 : 3200  : : 2674  : *• 

Da  queste  proporzioni , ricavando  i valori  di  x,  y , z,  si  ha 

.»  = 723,93  5,  ^=992,06;,  858.  _ 

Osservando  le  proporzioni  di  sopra  , si  vedrà  che  gli  anic- 
cedenti  sono  comuni  ; sicché  permutando  diverranno 

9600 : 2674  •'  : 2700  : x , 

9600 : 2674  : : 3700  :y, 

9600 : 2674  : : 3200  : z , 

le  quali  hanno  di  comune  il  primo  rapporto.  Questo  primo, 
rapporto  può  mettersi  sotto  la  forma  1:  ’^4^e  allora  non  si 
tratterà  che  di  moltiplicare  i capitali  parziali  per  ~— = 
dal  che  si  ricava  che  dividendo  il  guadagno  totale  pel  capitale 
totale,  si  ha  un  modulo  pel  quale  moltiplicando  tutti  i ca- 
pitali parziali  si  hanno  i guadagni  parziali.  Per  cs.  se  i ca- 
pitali tono  i3i  , 147,  188,  3g4>  ‘.<53  , ec. ; il  capitale  totale 
8534  ) e il  guadagno  totale  794 , si  ottengono  tutti  i guada- 
gni parziali  moltiplicandoli  per  = 0,09304.  Questo  nu- 
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mero  che  esprìme  il  guadagno  spettante  per  ogni  ducato  di 
capitale  dev’  esser  preso  con  tanto  maggior  numero  di  cifre 
decimali , quanto  più  grandi  sono  i capitali  parziali. 

187.  È importante  per  1'  esattezza  de*  risultamenti  e per 
la  brevità  del  calcolo  che  i capitali  parziali  non  sieno  molto 

fraudi.  Nelle  grandi  associazioni  in  vece  del  ducalo  si  pren- 
e per  unità  un  numero  rotondo  suflicieniciiientc  grande 
che  può  esser  5o , 100,  aoo,  ec.  la  quale  unità  si  chiama 
azione  o messa,  I Socii  dovendo  metter  nel  negozio  de’ ca- 
pitali che  sien  multipli  dell’  azione  , il  guadagno  si  riferirà 
al  numero  delle  azioni  e non  al  capitale;  dal  che  risulta  che 
il  numero  delle  azioni  essendo  molto  minore  della  somma 
eflettiva  , il  modulo  può  esser  preso  con  minor  numero  di 
cifre  decimali.  Per  es.  si  tratti  di  una  Società  in  cui  le  azioni 
sono  di  ducati  300,  e i capitali  de’ Socii  sieno  1600,  1800, 
5soo , ec.  , si  vede  che  le  azioni  saranno  rispettivamente 
8,i4>ih,  ec.;e  se  il  capitale  è 80000  e il  guadagno  ^'J20 , 
siccome  il  capitale  contiene  400  azioni,  il  modulo  per  cui  bi- 
sogna moltiplicare  il  ninnerò  delle  azioni  di  ciascun  Socio 
per  aver  il  guadagno  rispettivo  sarà  — 11,80. 

188.  Qualclic  volta  avviene  che  i capitali  non  sono  tenuti 
in  commercio  per  la  stessa  durata  di  tempo,  e si  domanda 
il  guadagno  di  ciascuno  tanto  per  ragion  del  tempo  quanto 
pel  valore  del  capitale.  E facile  in  questo  caso  ridurre  il  pro- 
blema al  precedente,  riportando  tutti  i capitali  alla  stessa 
unità  di  tempo. 

Supponiamo  che  A abbia  messo  in  società  ducati  3oo  per  7 
mesi  , B ducali  460  per  5 mesi , e C ducali  800  per  a 
mesi.  È chiaro  che  tanto  è mettere  ducali  3oo  e tenerli 
per  7 mesi , quanto  è mettere  un  capitale  sette  volte  più 
grande  e tenerlo  per  un  mese  ; cosi  pel  secondo , tanto  è 
un  capitale  460  tenuto  per  5 mesi  , quanto  un  capitale  quin- 
tuplo tenuto  per  un  mese.  E perciò  nella  quislione  proposta 
i capitali  de’iré  soci  tenuti  per  un  mese  sono  sioo,  sSoo,  7300. 
Dopo  di  ciò  si  segue  la  regola. 

La  somma  di  lutti  i guadagni  parziali  dovendo  esser  uguale 
al  guadagno  totale,  si  può  ottenere  l’ijltìmo  guadagno,  sot- 
traendo dal  guadagno  totale  la  somma  di  tutti  quelli  ottenuti. 
Sarà  cerò  meglio  trovarli  tulli,  e far  la  somma  de’guadagni 
parziali  per  assicurarsi  dell'  esattezza  delle  operazioni. 
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idg.  Dal  fin  qui  dello  si  rileva  che  questa  regola  ha  per 
oggeilo  di  dividere  un  numero  dato  in  parli  che  abbiano  tra 
loro  de’ rapporti  dati.  Per  es.  nel  primo  problema  si  tratta 
di  dividere  il  numero  3674  in  tre  parti  che  sien  fra  loro 
come  i tre  numeri  2700,  3700,  Ssoo.  Chiamando  x;  y,  z, 
queste  tre  parti,  dev’ esser  3700  ; 3700  I Ssooi:*  ; z. 
Ma  in  una  serie  di  rapporti  eguali , la  somma  degli  anie-^ 
cedenti  sta  alla  somma  ae’ conseguenti  come  un  antecedente  a 
un  conseguente  (n°  168),  e osservando  che  la  somma  delle  tre 
parli  X,  y z,  dev’  esser  egqale  a 2674  ) si  avfà  come  sopra 

9600 : 270Q  ; : 2674  : X , 
ec. 


A questa  regola  dunque  si  riferiscono  tutti  i problemi  ne* 
quali,  senza  entrar  per  lo  mezzo  le  società,  il  commercio  o 
i negozi , si  tratta  di  dividere  un  numero  in  parti  che  sìeno 
fra  loro  in  dati  rapporti.  Ecco  un  altro  problema  di  questa 
natura. 

XVI.  Si  deve  dividere  un’eredità  di  ducati  3oooo  fra  quat- 
tro eredi , in  modo  che  il  secondo  abbia  i ^ della  porzione 
del  primo  , il  terzo  abbia  i ^ della  porzione  del  secondo,  e il 
quarto  abbia  il  terzo  della  somma  delle  porzioni  del  primo  e 
del  terzo. 

È chiaro  che  la  parte  del  terzo  paragonata  a quella  del  pri- 
mo ne  sarà  i j di  ^ cioè  i ^ , e la  parte  del  quarto  paragonata 
pure  a quella  del  primo  sarà  il  terzo  di  1 -f-  fi , cioè  . Le 
parli  che  spettano  a ciascuno  saranno  fra  loro  come  i numeri 
* j ì > TT  > ® riducendo  allo  stesso  denominatore  saranno 

come  i numeri 

96  72  63  53 

96  ’ 96  ’ 96  ’ 96  ’ 

ovvero  come  i numeri  96,  73 , 63,  53.  La  loro  somma  è 284 
Si  avranno  dunque  le  porzioni  di  ciascuno  prendendo  le  parli 
96  75  63  53  _ 1 • 1-  1 . 

2b4  ’ ’ àb4  ’ 254  ■ ' Soooo  , ovvero  moltiplicando  1 numeri 

96,  73,  63,  53  pel  modulo = io5,6338  , il  che  darà 

Ui  ^ 

le  somme  dovute  agli  eredi  secondo  la  distribuzione  prescrit- 
ta , cioè 


10140,8^,  7605,63,  6654,9^,  55g8,5g. 
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J.  yj.  Della  regola  di  alligazione. 

1^0.  Questa  redola  ha  {>er  oggetto  di  trovare  il  valor  medio 
di  più  cose  dello  stesso  genere  ma  di  prezzi  diversi,  conoscendo 
il  numero  e il  valore  di  ciascuna  specie.  ELcco  un  problema. 

XVII.  Un  mercante  possiede  del  vino  di  diverse  qualità , 
cioè 


i3o  bottiglie  a grana  io  l’iuia, 

1 ao  a grana  8 , 

a5o  a grana  i3, 

6o5  a grana  la  ; 

mescolandole , vuol  sapere  a quanto  riviene  il  prezzo  di  una 

bottiglia  del  vino  mescolalo.  È chiaro  che 

l3o  bottiglie  a io  grana  1’ una  costano  i5oo  grana 
130  a 8 gbo 

a5o  a i3  5a5o 

6o5  a 12  72f)o 

dunque  iio5  bottiglie costano  12770 

Dividendo  12770  per  iio5  si  ha  11, 55  che  sarà  il  pic/./.o  ili 
una  bottiglia  del  luescuglio. 

Si  potrebbe  su  questa  regola  proporre  il  problema  inver- 
so. Per  es.  avendosi  del  vino  di  10  , la  , 8 grana  la  bolli- 
glia  , si  vuol  sapere  qual  porzione  si  deve  prender  di  ciascuna 
specie  per  formare  una  miscela  che  costi  grana  g la  bottiglia. 
Ma  questo  problema  non  può  risolversi  senza  il  soccorso  del- 
r algebra. 


iqt.  Il  nome  di  regola  di  alligazione  deriva  dall’cssersi  essa 
applicala  in  origine  al  miscuglio  de’  metalli  che  con  termine 
proprio  si  chiama  lega.  L’oro  e l’ argento  impiegato  per  oggetti 
di  commercio  non  si  trova  mai  puro  , ma  vi  si  mescola  una 
porzione  di  rame  che  si  chiama  la  lega.  Il  rapporto  tra  il 
peso  totale  e il  peso  della  parte  di  hno  si  chiama  titolo. 
Si  dice  dunque  che  una  massa  d’  argento  è a di  lino , 
ovvero  al  titolo  , quando  per  ogni  unità  di  peso , si  con  - 
tengono  7*;  di  argento  puro.  Parimenti  quando  si  dice  che  il 
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tilolo  delle  monete  di  oro  è 996  millesimi,  s’intendo  che  per 
ogni  unità  di  peso  vi  sono  di  oro  puro,  o che  in  1000 
parti  996  son  di  oro  puro.  Ecco  un  prohicnia  relativo  alla 
lega  de^metalli. 

XVIII.  Si  vogliono  fondere  tre  verghe  di  argento,  la  prima 
del  peso  di  14  libbre  e del  titolo  o,854  , ht  seconda  di  11 
libbre  e del  titolo  o,85a  , la  terza  di  18  libbre  e dei  titolo 
o,8q4>  Si  vuol  sapere  quale  sarà  il  titolo  della  miscela. 

Ora  si  ha  dell’enunciato 


a 864  millesimi  fanno  i4Xo,8tì  j = 12,096 
1 1"*’' a 862  mill.  fanno  11  Xo,852  = QjSya 

iS''*’-  a 894  mill.  fanno  18X0,^94  = 10,092 

^ 57,560 


Dunque  nelle  45  libbre  del  miscuglio  si  contengono  57,56 
libbre  di  argento  puro.  E perciò  il  titolo  del  miscuglio  sarà 

, ovvero  0,873  , ossia  che  per  ogni  libbra  del  miscu- 

glio  si  contengono  875  millèsimi  di  lino. 


1^2.  TraiLindosi  di  misurare  la  distanza  fra  due  punti 
assai  lontiini , per  quanta  cura  si  porti  nella  operazione , vi 
è sempre  da  dubitare  dell’  esattezza  del  risultameuto,  a causa 
degli  errori  che  possono  provenire  dalla  ripetizione  delle  mi- 
sure parziali  e da  tante  altre  cause.  Si  costuma  allora  di  ri- 
peter più  volte  1’  operazione  , e quando  s’  incontrano  de’  ri- 
sultamenti  diversi,  non  essendovi  ragione  di  cret^er  esatto  l’uno 
piuttosto  che  l’altro,  si  prende  un  medio  fra  essi. 

Supponiamo  a modo  di  esempio  che  misuratasi  la  distanza 
fra  due  punti  siasi  trovata  due  volte  eguale  a pai.  5.i34,52 , 
che  tre  volte  siasi  trovata  di  pai.  6435,98,  e che  finalmente 
due  altre  volte  siasi  rinvenuta  di  pai.  5454>i5.  È chiaro  che 
per  aver  il  risultamento  medio , si  ripeterà  due  volte  la  prima 
misura  , tre  volte  la  seconda  , due  volte  la  terza  , e poi  si 
dividerà  la  somma  per  7.  Si  ha  dunque 

2X5434,32  = 10868,64 
5x6455,98  = i63o],g4 
2x5434, 1 3 = 10868,26 
in  tutto  38068,84 

Dividendo  questa  somma  per  7 , si  ha  per  misura  media 

6434,1 2. 
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CAPO  IX.  (*) 

DELLE  MUVRB. 

ig3.  Valutare  una  cosa  significa  determinarne  il  vahreXìua 
oggetti  hanno  il  medesimo  valore , quando  tutti  gli  uomini 
consentono  a permutare  l’uno  nell’altro.  Se  due  canne  di 
panno  si  trovano  a cambiare  con  io  tomoli  di  grano,  que- 
ste due  cose  avranno  lo  stesso  valore. 

Per  taluni  oggetti  il  valore  è individuale  e non  cresce  che 
col  numero.  Per  es.  se  un  cavallo  costa  4P  ducati , due  ca- 
valli costeranno  8o,  ec.  Per  altri  oggetti  il  valore  dipende 
da  un  elemento  che  bisogna  misurare. 

Misurare  una  cosa  vuol  dire  determinare  quante  unità  sono 
necessarie  per  comporla.  L’  unità  dovendo  esser  una  gran- 
dezza della  medesima  specie  di  quella  da  misurarsi , vi  do- 
vranno esser  tante  specie  di  unità  per  quante  sono  le  cose 
che  si  valutano  a misura.  Gli  clementi  misurabili  che  pos- 
sono entrare  nella  valutazione  di  una  cosa  sono  l’estensione, 
il  peso  ed  il  tempo;  vi  saranno  perciò  tre  classi  di  misure: 
di  estensione,  di  peso  e di  tempo.  Ma  l’estensione  potendo 
esser  di  una,  di  due  o di  tre  dimensioni,  le  relative  unità 
di  misura  saranno  pure  di  tre  specie  diverse.  Può  inoltre 
1’  unità  variare  nella  grandezza  e nelle  suddivisioni  relativa- 
mente all’  uso  cui  le  misure  son  destinate. 

Ecco  il  quadro  contenente  le  diverse  classi  di  misure  delle 

3uali  si  può  aver  bisogno,  insieme  colle  distinzioni  cui  l’uso  o 
comodo  delle  società  può  dar  luogo  intorno  alla  grandezza 
dell’  unità  e al  modo  di  dividerla. 


(*)  Ciò  che  precede  contiene  le  più  importanti  teoriche  da 
doversi  trattare  in  Aritmetica.  Con  gli  esposti principii  si 
potrà  risolvere  qualsivoglia  quistione  dipendente  dalle  quat- 
tro operazioni  fondamentali  e dalle  proporzioni  , ed  ese- 
guire il  calcolo  numerico  corrispondente.  Aggiungiamo  ciò 
non  pertanto  un  Capitolo  sulle  misure , che  contiene  di- 
verse importanti  notizie  nel  tempo  stesso  che  presenta 
dqlle  utili  applicazioni  delle  cose  precedenti.  Preveniamo 
però  il  lettore  che  per  inteìiderlo  in  tutta  V estensione  è 
necessario  riserbame  lo  studio  dopo  aver  appreso  gli  eie- 
nienti  di  Geometria. 
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Misure  di 


esiensione 


peso 


tempo 


Jiueari 


I pe 

\ ili 


per  gli  usi  comuni 
itinerarie 


f per  gli  USI  comuni 
superficiali  ^ °- 

^ ( agrarie 


solide 


(di  VI 
di  ca 


volume  pe’  corpi  duri 


rpi 

\pe’  liquidi 


Iper  le  grandi  masse 
per  gli  usi  comuni 
per  gli  oggetti  preziosi 


per  gli  usi  civili 
pel  moto  in  Meccanica 


Oltre  queste  misure  vi  è la  moneta  che  serve  a misurare 
il  valor  relativo  di  due  oggetti  qualunque  paragonati  nello 
stesso  luogo  e alla  stessa  epoca.  Perciò  se  in  un  paese  un 
r.avallo  costa  5o  scudi  , e un  bue  ao  , si  dirà  che  il  valor 
del  cavallo  sta  a quello  del  bue  come  5o  : ao  o come  5 : a; 
sicché  5 buoi  e a cavalli  avranno  lo  stesso  valore. 


iq4.  Le  misure  di  superficie  e di  volume  dipendono  dal- 
1’  unità  lineare.  La  loro  determinazione  è una  conseguenza 
delle  proprietà  di  cui  gode  la  figura  che  comprende  1’  area 
o il  volume  da  misurarsi. 

Quanto  alle  aree,  il  calcolo  che  ne  dà  la  misura  riducesi 
sempre  a formare  il  prodotto  di  due  fattori  che  rappresentando 
le  misure  di  due  linee  si  possono  riguardare  come  la  base  e 
r altezza  di  un  rettangolo.  Per  intender  qual  sia  il  senso  da 
assegnarsi  a questo  prodotto  e per  qual  ragione  dia  la  misura  del 
rettangolo  , bisogna  osservare  che  due  rettangoli  stanno  fra 
loro  in  ragion  composta  delle  basi  e delle  altezze  (*).  Quando 
queste  rette  sono  espresse  o date  in  numeri , la  suddetta  ra- 
gion composta  si  ottiene  facendo  il  prodotto  de’  termini  cor- 
rispondenti de’ rapporti  semplici  ( n“  i6g  ),  d’onde  risulta 


(*)  V.  Euclide  , Prop.  a3 , Lib.  VI.  •• 
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cbc  le  due  aree  rettangolari  stanno  fra  loro  come  i prodotti 
de’  numeri  che  rappresentano  le  loro  due  dimensioni.  Or  se 
un  rettangolo  si  paragona  al  quadrato  che  ha  per  lato  l’uni- 
tà , un  termine  dei  rapporto  sarà  i , e 1’  altro  esprimerà 
il  rapporto  che  il  rettangolo  ha  col  quadrato  che  ha  per 
lato  r unità.  D’onde  si  conchiude,  die  preso  questo  quadralo 
per  unità  , il  prodotto  de’  numeri  che  rappresentano  quante 
volle  r unità  lineare  è contenuta  ne’  due  lati  del  rettango- 
lo , ne  sarà  la  misura.  Per  es.  se  un  lato  del  rettangolo  c 8 
palmi  e 1’  altro  5 , il  prodotto  40  esprime  che  de.sso  si  com- 
pone di  40  quadrali  che  hanno  per  lato  1’  unità  o in  altri 
ici  mini  di  40  palmi  quadrati. 

Quando  trattasi  di  volume,  la  sua  determinazione  dipende 
dal  prodotto  di  tre  fattori  che  si  possono  considerare  come 
i tre  lati  o le  tre  dimensioni  di  un  parallele|>ipedo  rettan- 
golo , di  cui  il  prodotto  stesso  ne  è fa  misura.  Giacché  due 
parallelepipedi  rettangoli  stanno  fra  loro  in  ragion  composta 
delle  loro  tre  dimensioni;  e se  queste  sono  espresse  iiì  nume- 
ri , la  suddetta  ragion  composta  riducendosi  a moltiplicare  i 
tre  antecedenti  fra  loro  , e i tre  conseguenti  fra  loro , i due 
parallelepipedi  staranno  come  il  prodotto  de’  numeri  che  rap- 
presentano i tre  lati  del  primo  al  prodotto  de’  numeri  espri- 
menti i tre  lati  del  secondo.  Se  dunque  si  paragona  un  paralle- 
lepipedo rettangolo  al  cnho  formalo  sull’unità  lineare,  il  rap- 
porto di  questi  due  solidi  sarà  come  quello  del  prodotto  dofle 
tre  dimensioni  del  parallelepipedo  all’  unità.  E quindi  , se- 
condo l’idea  assegnata  alla  parola  misurare,  il  prodotto  sud- 
detto diverrà  la  misura  del  parallelepipedo,  c il  cubo  (atto  sul— 
1’  unità  lineare  sarà  1’  unità  cubica.  Cosi  se  i tre  lati  di  un 
parallelepipedo  rettangolo  sono  5,  8,  5,  il  prodotto  120  ne  è 
la  misura  perchè  esprime  che  desso  si  compone  di  1 20  unità 
cubiche,  o di  120  cubi  che  hanno  per  lato  l’unità  lineare. 

Faremo  qui  di  passaggio  avvertire  che  si  chiama  potenza 
di  un  numero  il  prodotto  che  risulta  moltiplicando  questo 
numero  più  volle  per  sè  stes.so  ; c si  chiama  poi  seconda  , 
terza,  quarta,  ec.  potenza  quella  in  cui  il  nniiiero  entra  2, 
3 , 4 ) cc.  volte  come  fattore.  Perciò  4 è la  seconda  potenza 
di  2,  8 ne  è la  terza,  ec.  La  seconda  e la  terza  potenza  di  un 
numero  , per  la  proprietà  che  hanno  di  rappresentare  rispetti- 
vamente la  misura  del  quadralo  e del  cubo,  si  chiamano  qua- 
drato e cubo.  Si  dice  perciò  che  27  è il  cubo  di  3,  che  16 
è il  quadralo  di  4-  Le  misure  di  superficie  <;  di  volume  per 
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la  medesima  ragione  si  chiamano  anche  quadratiche  e cu- 
biche. 

195.  Le  misure  di  estensione  e di  peso  entrando  in  quasi  tutte 
le  relazioni  commerciali , in  ciascun  Paese  si  trova  stabilita 
dalle  leggi  Amministrative  la  grandezza  dell’  unità  ad  esse 
relativa  c il  modo  come  dividerla  ; nè  la  permutazione  degli 
oggetti  di  egnal  valore  avrebbe  il  carattere  di  sicurezza  ne- 
cessario , se  r elemento  valutabile  non  si  misurasse  per  mezzo 
di  campioni  garentiti  dal  Governo. 

Aflinchè  queste  misure  formassero  nn  sistema,  converreb- 
be, che  le  suddivisioni  e i multipli  dell’ unità  procedessero 
colla  medesima  legge  e fossero  sempre  uniformi  ; che  tutte 
dipendessero  dall’  unità  lineare  con  rapporti  espressi  in  nu- 
meri semplici  e facili  a ritenersi  ; e che  1’  unità  lineare  di- 
pendesse pure  da  qualche  misura  naturale  invariabile.  La  pri- 
ma condizione  darebbe  uniformità  e semplicità  al  calcolo.  La 
seconda,  oltre  ai  metter  tutti  gli  uomini  nella  suscettibilità 
di  comprendere  il  legame  che  passa  fra  le  misure  e di  valer- 
sene al  bisogno  , dispenserebbe  dal  bisogno  di  conservare  per 
ciascuna  misura  il  campione  dell’  unità.  La  terza  condizione 
dando  alle  misure  il  carattere  d’invariabilità,  renderebbe  possi- 
bile il  rettificarle  , qualora  pel  grandissimo  numero  delle  copie 
che  se  ne  fanno  si  venissero  ad  alterare,  c offrirebbe  il  mezzo 
di  rinvenirle  in  ogni  tempo  qualora  per  volger  di  secoli  si  per- 
dessero i campioni.  Si  conseguirebbe  il  massimo  vantaggio , se 
le  misure  seguissero  la  divisione  decimale,  perchè  allora  il  cal- 
colo da  farsi  per  la  valutazione  degli  oggetti  rientrerebbe  in 
quello  degl’interi. 

Ma  disgraziatamente  le  attuali  misure  mancano  di  tutte  o 
quasi  tutte  queste  condizioni;  e variano  nella  grandezza  e nelle 
suddivisioni  non  solo  da  Regno  a Regno , ma  anche  da  paese 
a paese  di  un  medesimo  Regno.  Ed  il  più  sorprendente  è 
che  le  superficie  c i volumi  la  cui  determinazione  si  ottiene 
per  mezzo  dell’unità  lineare,  spesso  si  rapportano  ad  un’unità 
diversa  da  quella  che  ha  per  lato  1’  unità  lineare.  Anzi  le 
misure  di  capacità  hanno  ordinariamente  per  unità  una  mi- 
sura che,  non  avendo  nessuna  relazione  coll’unità  lineare, 
non  può  esser  espressa  esattamente  per  mezzo  dell’unità  cu- 
bica. li  qual  gravissimo  inconveniente,  che  spesso  si  accop- 
pia a quello  di  dare  a’  vasi  delle  forme  difficili  a misurarsi , 
toglie  il  vantaggio  di  poter  determinare  il  contenuto  de’ vasi 
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col  mezzo  delle  sue  dimensioni  e della  sua  forma  , ricorren- 
dosi all’  altro  di  vuotarli  o di  riempirli , che  nella  vendita 
in  grande  de' liquidi  riesce  sempre  imbarazzante,  spesso  im- 
praticabile. 

Queste  circostanze  tutte  non  solo  contribuiscono  ad  allun- 

S'are  considerevolmente  i calcoli,  ma  rendono  diiiicili  ed  incerte 
e operazioni  di  commercio  interno  ed  esterno  ; giacché  in 
tanta  varietà  di  misure  è ben  difficile  dcteruiiuarne  i rap- 
porti esatti , allorché  queste  non  possono  paraguuarsi  ad  una 
misura  comune  invariabile. 

196.  Oltre  le  misure  di  estensione  e di  peso  altre  ve  ne  sono 
che  potrebbero  chiamarsi  convenzionali,  sulle  quali  il  Go- 
verno non  prende  ingerenza  , o perché  di  loro  natura  non 
possono  esser  alterate  e divenir  mezzi  di  frode,  o perché  non 
entrano  direttamente  ne’  negozi , o perchè  riguardano  sola- 
mente una  classe  particolare  di  persone. 

ART.  I. 

Esposizione  delle  principali  misure  in  uso. 

§.  I.  Misure  convenzionali. 

197.  Il  ritorno  periodico  de’ fenomeni  relativi  al  moto  appa- 
rente del  Sole  intorno  alla  terra  ha  somministrato  gli  ele- 
menti per  la  misura  del  tempo. 

Chiamasi  giorno  1’  intervallo  di  tempo  che  passa  da  che 
il  Sole  abbandona  un  meridiano  fino  a che  vi  ritorna,  o in 
altri  termini  l’ intervallo  da  un  mezzogiorno  all’  altro  o da 
una  mezza  notte  alla  seguente.  Pr^so  tutte  le  nazioni  inci- 
vilite si  divide  attualmente  in  34  ore  , 1’  ora  in  60  minuti  , 
il  minuto  primo  in  60  secondi.  S’  indica  nel  modo  esposto 
al  n°  106. 

Nella  vita  civile  s’impiega  la  parola  giorno  per  esprimere 
il  tempo  della  presenza  della  luce  ; sicché  può  chiamarsi 
giorno  naturale  l’intervallo  in  cui  il  Sole  sta  sull’orizzonte  e 
notte  quello  che  passa  dal  tramontare  ai  sorger  del  Sole.  11 
giorno  naturale  avendo  una  durata  variabilissima  non  potrebbe 
servir  di  misura  al  tempo.  Ma  il  giorno  naturale  e la  notte 
formano  costantemente  34  ore. 

Il  Sole  cangia  ogni  giorno  la  sua  posizione  nel  Cielo,  e 
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ritorna  allo  stesso  sito  in  un  intervallo  di  circa  565  giorni, 
che  dicesi  anno. 

Cento  anni  formano  un  secolo.  Questo  periodo  cosi  lun- 
go impiegalo  qualche  volta  per  la  misura  del  tempo  non 
ha  nessuna  relazione  co’  fenomeni  celesti  ; ma  è un  multi- 
plo arbitrario  dell’  anno  come  arbitraria  è la  divisione  del 
giorno  in  a4 

L’  anno  si  divide  in  la  mesi.  L’  ineguaglianza  nella  loro 
lunghezza  non  potrebbe  iàr  servir  il  mese  per  misura  del 
tempo  ; a meno  cne  non  si  considerassero  tutt’  i mesi  compo- 
sti di  3o  giorni , come  si  ha  costume  di  far  in  commercio  (*). 


(*)  Affinchè  meglio  ai  comprenda  che  cosa  aia  il  giorno  e l’anno,  i due 
principali  elementi  per  la  misura  del  tempo  , esporremo  sul  moto  ap- 
parente del  sole  quelle  poche  notizie  che  ci  parranno  piu  a portata 
di  essere  intese  senza  il  sussidio  del  calcolo  e della  figura. 

Si  consideri  il  Sole  fissolo  un  punto  delio  spazio  immenso  che  com- 
prende l’universo,  e poi  s’immagini  la  terra  rivolgersi  intorno  ad  una 
retta  condotta  pel  suo  centro  chiamata  asse , nel  tempo  stesso  che  si 
trasporta  nello  spazio  descrivendo  una  curva  che  circonda  il  Sole.  Il 
moto  intorno  all’  asse  da  cui  dipende  la  durata  del  giorno  chiamasi 
diurno , quello  lungo  la  curva  chiamasi  annuo  per  una  ragione  analoga. 

11  cammino  che  segue  il  centro  della  terra  nel  suo  moto  annuo  di- 
cesi /*  orbila  terrestre , ed  è una  curva  chiamata  ellisse  da’  geometri , 
ovale  in  linguaggio  comune.  La  quale  si  descrive  piantando  due  stili 
in  un  piano  , attaccando  a’ medesimi  i due  capi  di  una  corda  più  lunga 
della  distanza  de’ due  punti  fissi,  e facendo  scorrer  lungo  la  corda,  in 
guisa  da  tenerla  sempre  tesa  , un  altro  stile,  la  cui  punta  segnerk  sul 
piano  la  curva.  I due  punti  fissi  si  chiamano  i fochi  dell’ ellisse. 

I centri  del  Sole  e della  Terra  sono  sempre  nel  piano  dell’  orbita. 
Ma  siccome  il  Sole  occupa  uno  de’  fuochi  , la  terra  non  si  trover'a  da 
esso  sempre  alla  medesima  distanza.  £ il  suo  molo  lungo  1’  orbita , 
dipendendo  dalla  distanza  per  una  legge  famosa  che  l’ osservazione  e 
il  calcolo  hanno  a vicenda  confermala  , non  sarù  uniforme , ma  tanto 
più  rapido  quanto  minore  è la  loro  distanza. 

Prima  d’  andare  innanzi  , è necessario  avvertire  che  il  molo  diurno 
è da  noi  riferito  a tutta  la  sfera  celeste  , a quella  volta  azzurra  che 
ordinariamente  chiamasi  Cielo.  Sicché  supponendo  1'  asse  della  terra 
prolungato  indefinitamente  , le  sue  estremila  segneranno  due  punti  nella 
sfera  celeste  che  si  chiamano  i poli  del  Mondo.  Mentre  dunque  la 
terra  gira  intorno  al  suo  asse  da  occidente  in  oriente , tutta  la  sfera 
celeste  apparisce  moversi  in  senso  contrario.  Il  moto  annuo  della  terra 
è riferito  al  Sole  che  ogni  giorno  apparisce  accostarsi  verso  le  stelle  che 
sono  all’  oriente  mentre  la  terra  va  da  occidente  verso  oriente. 

II  piano  dell’  orbita  prolungato  sino  alla  sfera  celeste  vi  segna  un 

IO 
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198.  li  giorno  naturale  si  chiama  anche  giornata  quando  si 
riferisce  al  lavoro  degli  opera]  o ad  altra  opera  che  gli  uomini 
debbono  eseguire  in  piena  luce.  La  mercede  de’  lavoratori  si 


cerchio  che  ti  chiama  eccliliica:  il  sole  percorre  ogni  gjoriio  una  parte 
dell'  ecclittir-a. 

L'asse  della  terra  è inclinato  al  piano  dell' ecclittica  ; ma  nel  suo 
moto  si  mantiene  tempre  parallelo.  Un  piano  condotto  pel  centro  della 
terra  perpendicolare  all'  asse  segnerà  nella  sfera  celeste  un  cerchio  che 
chiaoaasi  equatore.  Si  supponga  tirata  pel  centro  della  terra  una  retta 
perpendicolare  all' ecclittica  ; i due  punii  ne' quali  incontrerà  la  sfera 
celeste  sono  i poli  dell' ecclittica.  L'asse  del  mondo  e questa  retta  com- 
prenderanno fra  loro  un  angolo  eguale  a quello  d'inclinazione  del  piano 
del  ecclittica  coll'equatore.  Un  piano  condotto  per  l'asse  della  terra  se- 
gnerà un  cerchio  perpendicolare  all'  equatore , che  dicesi  meridiano. 

Considerandosi  la  terra  come  il  centro  della  sfera  celeste,  i roeozio- 
sati  circoli  si  riportano  ancora  alla  superfìcie  della  terra  , e servono  a 
fissare  la  posizione  de'  luoghi. 

Lo  spostamento  della  terra  lungo  l'orbita  non  essendo  sensibile  rispetto 
alle  stelle  atteso  la  loro  immensa  distanza  , queste  nel  moto  diurno  descri- 
vono sempre  i medesimi  cerchi  paralleli  all'  equatore.  Ma  il  sole  , cani- 
hiaodo  ogni  giorno  di  sito , descrive  de' cerchi  più  o meno  lontani  dal- 
l’equatore in  ragione  della  maggiore  o minore  distanza  che  il  punto  in 
coi  si  trova  la  terra  serba  dal  piano  deli'  equatore.  Quando  si  trova 
nell' intersezione  de' due  piani,  apparisce  descriver  l' equatore  , poi  se  ne 
allontana  per  un  certo  tratto,  inai  torna  indietro  e passa  per  i’ opposto 
punto  d'intersezione^  prosegue  il  suo  cammino  allontanandosi  dal  lato  oppo- 
sto, fìnebè  ritorna  ai  primo  punto  d’intersezione.  Il  sole  intanto  descri- 
verebbe cerchi  paralleli  all' equatore  se  passasse  per  salti  da  uno  all'altro 
punto  dell’ eccliliica.  Per  comprendere  qual  è in  realtà  il  suo  cammino, 
s'insmagini  in  ogni  istante  condotta  una  retta  dal  centro  della  terra 
a quello  del  sole;  questa  segnerà  un  punto  nel  Cielo.  L’insieme  di 
tulli  questi  punti  è la  curva  che  il  sole  sembra  descrivere  col  suo 
moto  apparente , e che  è una  spirale  simile  a’  risalti  di  una  vile.  Ma 
siccome  le  spire  sono  strettissime,  dicesi  ordinariamente  che  descrive  cer- 
chi paralleU  sH’equatore.  È facile  formarsi  un'  idea  della  curva  che  de- 
scrive un  punto  della  superficie  terrestre  ( che  non  sia  il  polo  ) mentre  il 
centro  descrive  1'  ellisse  , considerando  quella  che  descrive  un  punto 
della  circonferenza  di  una  ruota  di  carrozza  nel  tempo  che  il  centro  della 
ruota  percorre  una  linea  parallela  alla  strada.  La  curva  della  ruota  , 
presa  al  rovescio,  può  dare  un’idea  esatta  di  quella  deaccitta  da  un  punto 
della  superficie  terrestre. 

Quando  il  sole  descrive  l’ equatore,  il  giorno  è ugnale  alla  notte  per 
tutti  i popoli  della  terra  ; perciò  i punti  d’ intersezione  dell’  equatore 
coir  eoclitlica  si  chiamano  equinozi ^ e la  linea  che  unisce  gli  rauinozi 
si  chiama  equinoziale.  I due  paralleli  fra  i quali  è compreso  il  moto 
del  sole  si  chiamano  tropici , e i punti  dell’ ecclittica  cui  corrispondono 
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paga  ordinariamente  a giornata  ; ma  nel  computo  della  spesa 
di  un  dato  lavoro  si  prende  per  unità  di  tempo  l’ ora,  cal- 


si dicono  solstizi,  perche  ivi  il  Sole  dovendo  tornare  indietro  apparisce 
restar  fermo  per  qualche  giorno. 

Ciò  posto  , s' immagini  l' istante  in  cni  il  piano  di  un  meridiano  va 
ad  incontrare  il  centro  del  sole  e passi  per  una  stella.  Se  la  terra  gi- 
rasse solamente  intorno  all'asse,  compita  la  sua  rivoluzione,  il  piano 
del  meridiano  passerebbe  nuovamente  per  la  stella  e pel  centro  del  sole. 
Ma  avendo  cangiato  sito  rispetto  al  sole , è necessario  che  prosegua  a 
moversi  ancora  per  incontrare  il  sole  col  medesimo  meridiano.  Si  di- 
stinguono perciò  che  giorni;  il  sidereo  che  è il  tempo  di  "una  intera 
rivoluzione  attorno  l'asse,  e M astronomico  che  è il  tempo  che  scorre  da 
che  il  sole  abbandona  un  meridiano  (ino  a che  vi  ritorna. 

I giorni  astronomici  non  son  tutti  eguali.  L’ ineguaglianza  dipende  da 
due  cause:  dalla  non  iiniformith  del  niotu  della  terra,  e dall’ inclina- 
zione del  suo  asse  al  piano  dell’ ecclittica.  In  fatti  la  terra,  dopo  com- 
piuta la  rivoluzione  intorno  all'asse,  ha  bisogno  per  incontrare  il  sole 
col  medesimo  meridiano  di  un  tempo  tanto  più  lungo,  (pianto  maggiore 
è la  porzione  di  orbita  percorsa.  Di  più  il  moto  lungo  l''orbita  essendo 
obliquo  a quello  diurno  che  si  riferisce  all'  equatore  e sul  quale  si  mi- 
sura il  tempo  , quando  anche  la  terra  percorresse  ogni  giorno  eguali 
porzioni  di  orbita  , queste  non  corrisponderebbero  ad  eguali  porzioni  di 
etpiatore.  Le  due  suddette  cause  d’ ineguaglianza  talora  sono  concor- 
renti , talvolta  opposte. 

1 giorni  si  riducono  all’  eguaglianza  considerando  l’ intervallo  di  più 
giorni  consecutivi  e dividendolo  in  parti  eguali.  Perciò  si  considera  il 
giorno  vero  ed  il  medio.  La  loro  diflèrenza  non  eiK^ede  3o". 

Un  orologio  esattissimo,  avendo  un  moto  uniforme,  segna  il  tempo  me- 
dio ',  il  passaggio  del  Sole  pel  meridiano  segna  il  tempo  vero.  La  dif- 
ferenza accumulandosi  iioii  monta  iit  tre  mesi  al  dì  la  di  i6  minuti  in 
meno  e i5  in  più. 

Corre  la  mal  intesa  pratica  di  accomodare  ogni  tanti  giorni  gii  oro- 
logi per  far  che  segnino  le  la  a mezzogiorno.  Si  sforzano  cosi  ad  andar 
male  gli  orologi  che  vanno  bene.  Sarebbe  miglior  consiglio  tener  l’oro- 
logio col  tempo  medio  e far  la  correzione  per  mezzo  delle  tavole  al- 
r uopo  calcolate:  (»rrezione  che  poi  non  c assolutamente  necessaria  per 
gli  usi  civili  , nè  praticabile  con  gli  orologi  comuni  , il  cui  divario 
per  imperfezione  della  macchiua  può  esser  maggiore  di  quello  che  dk 
il  sole.  11  tempo  vero  (incorda  col  medi»  in  quattro  tempi  dell’anno, 
cioè  verso  la  metk  di  aprile  e la  metk  di  giugno,  alla  fine  di  agosto, 
e a'  z3  o di  dicembre. 

In  Europa  generalmente  si  conta  il  principio  del  giorno  dal  mezzo- 
dì -,  ed  abbiamo  veduto  che  in  tal  caso  la  differenza  fra  1'  orologio  e 
il  Sole  non  può  sorpassare  un  quarto  d’ora.  Ma  in  Italia  non  è del  tutto 
abbandonato  1'  uso  di  contare  il  principio  del  di  mezz’  ora  dopo  il  tra- 
montar del  Sole.  Questo  sistema  è difettosissimo  perchè  la  differenza 
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colando  la  ■ giornata  di  i o ore , di  i a o anche  meno , secondo 
la  stagione  c la  natura  del  travaglio. 


fra  un  tramonto  e 1'  altro  è di  qualche  minuto  e più , e a capo  di  mesi 
giunge  a più  di  3 ore  e mezzo.  Volendo  quindi  regolare  un  orologio 
all'  italiana  è impossibile  ; giacche  stabilendo  il  suo  molo  col  tempo 
medio,  si  avranno  giorni  in  cui  la  differenza  fra  l’ora  segnata  e IVf** 
ièltiva  è più  di  3 ore  e mezzo  in  più  o in  meno  ; regolandolo  con  una 
giornata  d’estk  o d'inverno,  si  troverebbe  nella  stagione  opposta  il 
divario  notabile  di  poco  men  che  otto  ore  fra  1’  orologio  ed  il  sole.  Lo 
stesso  difetto  presenterebbe  il  sistema  di  prender  per  principio  del  giorno 
il  sorger  del  sole.  Il  levare  o il  Iramont.tre  di  quest'astro  son  due  punti 
variabili,  uè  possono  esser  presi  come  il  principio  di  un  periodo  che 
dovendo  servir  di  misura  del  tempo  deve  aver  il  carattere  d' invariabilitk. 

Chiamasi  tutno  il  tempo  che  la  terra  impiega  per  far  l’intero  giro 
dell'orbita.  Ma  per  un  fenomeno  conosciuto  sotto  il  nome  di  precessione 
degli  equinoii  la  terra  ritorna  all’equinozio  donde  parti,  ossia  traversa 
il  piano  dell'equatore,  prima  di  aver  esaurita  rimerà  sua  corsa.  Mentre 
dunque  la  terra  cammina  per  l’ ecclittica  , la  linea  degli  e<(niiiozi  ha 
un  leggier  moto  retrograda  che  viene  avvertito  dal  cangiamento  di  po- 
sizione delle  stelle  rispetto  all'equatore;  sicché  il  polo  dell'equatore 
apparisce  moversi  intorno  a quello  dell'  ecclittica  nello  stesso  periodo 
in  cui  si  muove  la  linea  equinoziale.  Si  distinguono  perciò  due  anni  : 
il  sidereo  che  è il  tempo  che  la  terra  spende  per  ritornare  allo  stesso 
punto  donde  parti  , ed  è di  365«‘- 7";  ed  il  tropico  o solare  che 
e il  tempo  impiegato  per  ritornare  allo  stesso  equinozio,  ed  è di  365‘'* 
S*'*  49"i7-  Questo  anno  è quello  su  cui  si  regola  la  civil  Società  , 

dipendendo  uà  esso  il  ritorno  delle  stagioni , la  cui  conoscenza  è di  gran- 
dissimo interesse  per  1’  agricoltura. 

L' anno  civile  è di  3b5  giorni  ; e per  riparare  alla  differenza  fra 
l’anno  tropico  e il  civile,  ogni  quattro  anni  si  aggiunge  un  giorno  di 
più  , e r anno  di  366  giorni  si  chiama  bisestile.  La  quale  .aggiunta  , 
stabilita  da  Giulio  Cesare,  supplirebbe  al  bisogno,  se  la  differenza  fosse' 
di  6 ore.  Essendo  minore,  lu  stabilito  dal  Papa  Gregorio  Xill  nel  i58a 
di  non  farsi  bisestile  il  primo  anno  di  tre  secoli  consecutivi  , e far  bi- 
sestile il  primo  del  4°  secolo.  Con  tal  correzione  vengono  ad  aggiun- 
gersi 97  giorni  in  4oo  anni.  Questa  intercalazione  non  compensa  esat- 
tamente le  5°”  49")  7 ì divario  non  produce  errore  sensi- 

bile che  dopo  molti  secoli.  Gli  anni  bisestili  dell'  attuai  calendario  son 
tutti  quelli  divisibili  per  4 > ^ degli  anni  secolari  , quelli  divisibili 
per  4oo. 

Il  punto  equinoziale  , retrocedendo  ogni  anno  , percorre  1*  ecclittica 
in  a5868  anni  circa.  Ma  un  periodo  così  lungo , chiamato  l’ anno  ma- 
gno , quantunque  compia  un  fenomeno  rimarchevole  nel  sistema  del 
Moudo,  non  può  servire  per  la  misura  del  tempo. 

La  divisione  dell’  anno  in  la  mesi  ha  certamente  relazione  ad  un 
gltro  fenomeno  cek-sie  , il  molo  della  Luna  intorno  alla  Terra.  11  qii.sl 
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Si  può  prender  per  unità  di  tempo,  secondo  l’occorrenEa, 
il  giorno,  l’ora,  il  minuto,  ec. 


moto  si  esegue  contemporaneamente  a quello  che  la  fa  girare  intorno 
all'  asse,  giacché  la  Luna  rivolge  setnpre  lo  stesso  emisfero  alla  terra. 

S' immagini  un  meridiano  che  incontri  i centri  della  luna  e del  sole. 
Se  la  luna  è tra  la  terra  e il  sole  si  dice  esser  in  congiunzione  col  so- 
le j se  poi  la  terra  si  trova  in  mezzo  , la  luna  è in  opposizione  col 
sole.  Nella  congiunzione  , essendo  rivolto  alla  terra  l' emisfero  oscuro, 
si  ha  il  novilunio  \ nella  posizione  opposta  il  plenilunio  perché  vediamo 
tutto  l’emisfero  illuminato,  l due  punti  corrispondenti  alla  congiunzione 
e all'  opposizione  si  chiamano  sigiiie.  Quando  la  luna  si  trova  ad  egiial 
distanza  dalle  sigizie,  noi  vediamo  presso  a poco  la  metà  dell'emisfero 
illuminato  e questi  punti  si  chiamano  le  quadrature  , o primo  e secondo 
quarto.  11  modo  diverso  come  ci  comparisce  la  luna  costituisce  le  sue 
/od. 

La  rivoluzione  della  luna  che  più  c’interessa  é la  sinodica,  che  à 
r intervallo  che  passa  da  una  cougiunzione  aH’allra,  cioè  da  un  novi- 
lunio all'altro.  La  durata  ipedia  è di  zqs'"'  izo'-  44'  3"  , ed  è alla  durata 
deir  anno  tropico  quasi  come  19  a 335^  vale  a dire  che  in  19  ani>i 
solari  si  compiono  335  lunazioni. 

L' orbila  lunare  é inclinata  all’orbita  terrestre  per  5°  43' circa.  1 punti 
d' intersezione  si  chiamano  nodi.  La  linea  de’  nodi  ha  un  moto  retro- 
grado o contrario  a quello  della  luna,  e compie  l’intero  giro  deh’ec- 
clitlica  in  iS  anni  e poco  più. 

L’osservazione  grossolana  delle  £isi  lunari  ha  dato  probabilmente  ori- 
gine al  piccolo  periodo  chiamato  settimana , la  cui  origine  si  |>erde  fra 
le  tenebre  della  più  rimota  antichità. 

Il  periodo  di  19  anni,  dopo  il  quale  la  luna  ritorna  in.  congiunzione 
ci'l  Stile  presso  a poco  nc’ medesimi  punti  del  Ciclo  , é il  deh  lunare, 
cliiamato  metanico  da  Melone  cui  se  ne  attribuisce  la  scoperta.  Il  nu- 
mero del  ciclo  ti  chiama  aureo  perché  in  Atene  fu  scritto  a lettere  d’oro. 
l*er  aver  un  punto  fìsso  che  serva  a far  trovare  questo  numero  , si  conta 
per  primo  ranno  che  precedè  l’era  cristiana. 

Non  essendo  esatto  il  rapporto  di  19  a a3S  tra  una  rivoluzione  sino- 
dica della  luna  e l’anno  tropico,  e d’altronde  essendo  necessaria  pel 
calendario  la  conoscenza  delle  lunazioni  per  fissare  la  Pasqua  , si  fa 
uso  per  tal  oggetto  AcW Epatta  che  è un  numero  indicante  L’età  della 
luna  nel  principio  dell’anno. 

Il  deh  solare  è un  periodo  di  38  anni,  dopo  del  quale  i giorni  della 
sc.-lliinana  ritornano  a cadere  negli  stessi  giorni  del  mese;  se  ne  serve 
la  Chiesa  per  conoscere  il  d'i  in  cui  cadono  le  domeniche  di  tutto  l’anno. 

1 giorni  della  settimana  sono  indicati  con  le  prime  lettere  dell’ alfabeto  , 
dette  perciò  domenicali.  Secondo  il  numero  del  ciclo  che  corre  attual- 
mente, retrocedendo  di  38  in  a8  anni,  viene  per  primo  il  nono  avanti 
V era  corrente. 

h' indiiione  è un  periodo  di  i5  anni,  usalo  una  volta  da’ Papi  e 
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la.  unii  i moti  che  si  considerano  in  Meccanica , de’ gravi 
de’projelii,  del  pendolo,  delle  macchine,  de’ fluidi , ec , 
r uniià  di  lempo  e il  minuto  secondo. 

199.  Il  circolo  essendo  oggetto  delle  ricerche  de’dotti,  la  sua 
circonferenza  si  è generalmente  divisa  in  36o  parli , chiamate 
gradi  ; ogni  grado  in  60  minuti  primi , il  minuto  primo  in  60 
secondi.  La  quarta  parte  delia  circonferenza,  che  dìcesi  qua- 
drante, comprende  90  gradi.  Per  indicare  5 gradi  , 7 minuti 
primi  c 47  secondi  si  scrive  5"  7'  47"- 


da’  Veneziani.  11  primo  numero  si  può  fissare  a tre  anni  avanti  T Era 
Cristiana. 

Moltiplicando  (ra  loro  i tre  numeri  ig,  z8,  i5  si  ha  7980  che  è 
il  periodo  giuliano  dopo  il  guale  i uumeri  de'  tre  cicli  ritornano  collo 
stesso  ordine.  11  numero  nel  periodo  giuliano  si  ha  aggiungendo  4?'^ 
all'anno  corrente.  Dividendolo  per  19,  per  38,  per  i5,  i resti  che  si 
ottengono  sono  rispettivamente  1 numeri  del  ciclo  lunare  , del  solare , 
e dell'indizione. 

Si  è supposto  precedentemente  che  1'  asse  della  terra  si  mantenga 
sempre  parallelo,  e che  il  piano  dell'equatore  conservi  sempre  la  me- 
desima inclinazione  all’ ecclittica.  Ma  ciò  non  è vero  a rigore.  L’asse 
della  terra  è agitato  da  un  leggiero  moto  , per  effetto  del  quale  la  sua 
inclinazione  coll'  ecclittica  cambia  in  ogni  istante.  Questo  fenomeno  , 
conosciuto  sotto  il  nome  di  nutazione,  combinato  cou  quello  della  pre- 
cessione degli  equinozi  , fa  conoscere  che  il  polo  del  Mondo  non  de- 
scrive un  cerchio  intorno  al  polo  dell’ ecclittica  , ma  si  muove  sul  con- 
torno di  una  piccola  ellisse  , della  quale  il  centro  è sulla  circonferenza 
del  cerchio  menzionato.  11  moto  adunque  del  polo  è simile  a quello  di 
ogni  altro  punto  della  superficie  terrestre  , cioè  è di  rotazione  e di  tra- 
sbiziune.  11  molo  di  rotazione  , ossia  quello  che  si  esegue  sulla  piccola 
ellisse  dura  quanto  il  moto  della  linea  de’  nodi  della  luna  , da  cui  di- 
pende. 

Indipendentemente  della  nutazione  , 1’  obbliquita  media  dell'  ecclit- 
tica all'equatore  cambia  pare  di  continuo.  Ma  questo  cambiamento  com- 
preso fra  limiti  non  molto  estesi  si  compie  in  un  periodo  lunghissimo 
e non  ancora  determinato. 

Queste  variazioni  esercitando  una  qualche  influenza  sul  moto  delbi 
linea  equinoziale  , la  durata  dell'auno  varia  di  qualche  secondo  in  ogni 
secolo. 

Miuna  causa  si  è finora  scoperta  che  possa  indicare  una  variazione 
nella  durata  del  giorni)  medio.  Sicché  la  rivoluzione  diurna  della  terra 
offie.  1'  elemento  il  più  costante  per  la  misura  del  lempo. 

Le  pili  diligenti  osservazioni  assicurano  che  l’asse  della  terra  incon- 
tra la  sua  superficie  sempre  ne’  medesimi  punti.  Per  cui  le  diverse  re- 
gioni della  terra  conserveranno  in  perpetuo  il  medesimo  clima. 
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300.  La  parola  grado  non  sempre  si  applica  alle  divisioni 
della  circonferenza,  ma  ancora  a quelle  degli  strumenti  fisici. la 
questi  il  numero  delle  divisioni  ^ anche  determinato , essendosi 
ordinariamente  seguito  quello  adottato  dall’inventore.  Per  es. 
nel  termometro  detto  di  Réaninur , la  lunghezza  del  tubo 
compresa  fra  i due  punti  che  segna  il  mercurio  alla  tempe- 
ratura del  gelo  che  si  fonde  e a quella  dell’  acqua  bollente 
è divisa  in  8o  parti  dette  gradi  (*). 

5 sistema  metrico  di  Francia. 

301.  Per  rimediare  agl’inconvenienti  che  presentano  la  gran 

varietà  di  misure  c le  loro  arbitrarie  suddivisioni,  fu  sul  finir 
dèi  pa.ssato  secolo  stabilito  in  Francia  un  sistema  di  misure 
secondo  le  condizioni  enunciate  al  n°  194.  \ 

Si  prese  per  unità  di  misura  lineare  la  diecimilionesiraa 
parte  della  distanza  dal  polo  all’equatore  sul  meridiano  che 

|>assn  per  Parigi , e questa  misura  si  chiamò  metro.  Tutte 
e altre  misure  di  estensione  e di  peso  si  son  fatte  dipen- 
dere dal  metro. 

Si  prese  per  unità  di  superficie  un  quadrato  che  ha  per 
lato  dieci  metri,  e che  perciò  si  compone  di  100  metri  qua- 
drati , e questa  unità  fu  chiamata  ara. 

L’unità  di  volume  per  le  legna  da  bruciare  si  chiamò 
stero,  ed  equivale  a un  cubo  di  lato  un  metro. 

Un  cubo  che  ha  per  lato  la  decima  parte  di  un  metro  si 

f'rcse  per  unità  di  misura  di  capacità,  e fu  chiamata  litro. 

1 litro  è perciò  la  millesima  parte  di  un  metro  cubo. 
L’unità  di  peso  fu  chiamata  grammo’,  ed  è il  peso  di  un 
cubo  di  acqua  di  lato  la  centesima  parte  di  un  metro.  L’acqua 
dev’ esser  pura,  pesata  nel  vuoto  e ridotta  al  suo  massimo  di 


(*)  II  termometro  è uno  Unimenio  che  serve  a conoscer  le  differenze 
di  temperatura.  Vi  sono  diverse  specie  di  termometri  ; ma  il  più  co- 
mune è formato  di  un  tubo  sottilissimo  di  cristallo  , chiuso  al  ai  sopra 
e terminato  al  di  sotto  da  una  palla  o da  un  tubo  più  grande.  Il  tubo  è 
ripieno  fino  ad  una  certa  altezza  di  mercurio.  Questo  fluido  si  eleva 
quanto  fa  più  caldo  , per  la  proprietà  die  hanno  i corpi  di  dilatarsi 
col  calore. 

Non  tutti  i termometri  sono  divisi  nello  stesso  numero  di  gradi.  Ma 
sono  più  in  uso  quelli  divisi  in  80  parli  o in  100.  Quest'  ultimo  ter- 
mometro si  chiama  centigrado. 
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densità.  QuesUt  massimo  non  corrisponde  al  grado  di  con- 
gelazione , iiia  verso  i 4 gradi  del  lermomeiro  cenligrado  > 
giacche  l’ acqua  nel  passaggio  dallo  stato  fluido  al  solido  au- 
menta di  volume. 

Si  seguì  il  sistema  decimale  ne’ multipli  e summultipli  delle 
misure,  stabilendo  che  il  nome  della  misura  fosse  pe’  multipli 
preceduto  dalle  parole  prese  dal  greco  ( n°  x34,IN.)  deca,  ecto, 
kilo,  m/Wa,  e pe’ summultipli  dalle  parole  improntate  dal  la» 
tino  deci,  centi,  milli , ec.  Perciò  il  decametro  è una  mi- 
sura di  dieci  metri,  1’  ecatometro  o ettometro  di  loo,  il  kilo— 
metro  o chilometro  di  looo  , e il  niiriametro  dì  loooo  me- 
tri ; parimetri  il  decimetro  è la  decima  parte  del  metro  , il 
centimetro  la  centesima,  ec.  Lo  stesso  ha  luogo  per  le  altre 
misure  ; per  cui  il  chilogrammo  è un  peso  di  icxx)  grammi , 
r ettolitro  è una  misura  di  lOO  litri;  e così  per  gli  altri  (*). 

L’  unità  monetaria  è il  franco , moneta  di  argento  del 
peso  di  cinq^ue  grammi  a 7^  di  fino.  Si  divide  in  decimi  C 
centesimi  (**). 


302.  Non  potendo  una  stessa  unità  adattarsi  a’ diversi  usi  cui 
SOI!  destinate  le  misure  della  medesima  specie,  si  è secondo 
il  bisogno  presa  l’ unità  da’  multipli  u da’  summultipli  del- 
r unità  principale. 

Essendo  il  metro  la  misura  lineare  adattata  per  le  occor- 
renze del  commercio,  per  unità  di  misura  itineraria  si  prese 
il  chilometro  , e anche  il  miriametro,  che  corrbponde  alla 
millesima  parte  del  arco  del  meridiano  compreso  tra  il  polo 
c r equatore. 

11  grammo  essendo  un  peso  troppo  piccolo  pc’  bisogni  co- 
muni , per  molti  generi  si  adottò  il  chilogrammo,  che  cor- 
risponde al  peso  di  acqua  contenuto  in  un  cubo  di  un  de- 


(*)  1 composti  dello  stero  non  si  sono  mai  usali.  Per  l'ara  non  si  è 
impiegata  che  1'  eltara , la  miriara  , e la  centiara. 

('*)  Kou  Solo  si  è fatto  il  franco  un  multiplo  esatto  deH’unità  di  peso, 
ma  i pezzi  di  5 franchi  hanno  un  diametro  tale  che  ài  di  essi  posti 
in  contatto  e coi  centri  in  una  medesima  linea  danno  la  lunghezza  del 
metro.  Basta  dunque  la  sola  moneta  per  somministrare  1’  unità  di  peso 
e di  lunghezza  ; il  che  riesce  di  grande  vantaggio  nel  commercio  o per 
supplire  Coll  essa  alla  mancanza  di  misure  proprie , o per  rettificare 
quelle  che  si  posseggono. 
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cimetFO  di  lato.  Un  metro  cubo  d’  acqua  distiiiata  pesa  tooo 
chilogrammi. 

L!  ara  serviva  di  unità  per  le  misure  agrarie  ; ma  per  le 
altre  misure  superficiali  si  faceva  uso  della  centiara  che  più 
comunemente  si  chiamava  metro  quadrato. 

ao5.  L’ unifortniià  che  esiste  fra  le  suddivisioni  di  queste  mi- 
sure e il  sistema  di  numerazione  permette  in  un  numero  di 
poter  cangiare  1’  unità  cangiando  solamente  la  virgola  di  po- 
sto. Per  es.  il  numero  76083,73  metri  equivale  a 7 miriam^ 
tri,  6 chilometri,  5 ettometri,  8 decametri , 3 metri,  7 deci- 
metri e 3 centimetri , e può  leggersi  egualmente  76583  me- 
tri e-^,  o pure  7668  decametri  e t 0 pure  766  etto- 
metri e -—r;  5 ® seguito. 

Non  poirehl^  operarsi  similmente  sulle  misure  di  superfìcie 
e di  volume,  giacché  il  cambiamento  dell’unità  non  porta  lo 
spostamento  della  virgola  di  una  sola  cifra  per  volta  ; come 
a suo  luogo  diremo, 

ao4  Nello  stabilire  il  sistema  metrico  si  credè  necessario  por- 
tar la  divisione  decimale  in  tutto  ciò  che  era  oggetto  di  calco- 
lo. Elssendosi  preso  per  unità  degli  angoli  1’  angolo  retto , e 
per  unità  degli  archi  la  quarta  parte  della  circonferenza,  si 
divise  quest’  arco  in  100  gradi,  il  grado  in  100  minuti  pri- 
mi, il  minuto  primo  in  100  secondi.  Questa  divisione  però 
non  è stata  generalmente  adottata. 

L’  uniformità  nel  sistema  delle  misure  esigeva  pure  che  il 
giorno  fosse  diviso  in  10  ore  , 1’  ora  in  100  minuti  primi,  il 
minuto  primo  in  100  secondi.  Ma  questa  idea  fu  abbando- 
nata nel  nascere  in  visu  degli  ostacoli  che  presentavano  gli 
orologi  esistenti , dell’  incomodo  di  un’  ora  così  lunga  nm- 
1’ esercizio  delle  giornaliere  faccende,  e del  pochissimo  van- 
taggio che  se  ne  poteva  ritrarre  nel  calcolo  ove  è raro  che 
entri  il  giorno  come  moltiplicatore  0 divisore. 

flo5.  Dopo  essere  stato  sanzionato  e pubblicato  il  sistema  me- 
trico e fatti  con  la  maggior  precisione  i campioni  del  metro  e del 
chilogrammo,  in  modo  che  il  primo  rappresentasse  la  lunghezza 
stabilita  alia  temperatura  del  ghiaccio  fondente , e il  .secondo 
desse  il  peso  nel  vuoto  , una  nuova  misura  di  un  arco  di 
meridiano  e una  più  attenta  revisione  nc’  calcoli  antecedenti 
indussero  Delambre  a conchiudere  che  la  distanza  tra  il  polo 
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e Tcquaiore  è di  metri  10000735,2.  Si  ritenne  ciò  non  osunte 
il  metro  legale  secondo  era  stato  da  prima  determinato  , che 
differisce  da  quello  che  si  ebbe  in  mira  di  stabilire  per  una 
quantità  impercettibile  {*). 

306.  Questo  sistema  trovò  un  ostacolo  insuperabile  nella  massa 
del  popolo,  cui  riuscì  impossibile  di  mettere  la  divisione  de- 
cimale in  relazione  co’  suoi  bisogni.  Sicché  prima  gli  antichi 
nomi , poi  le  antiche  suddivisioni  fa  forza  ristabilire. 

Le  altre  nazioni  anzi  che  impegnarsi  nella  diflicilissima 
impresa  di  cangiare  il  sistema  delle  misure,  hanno  posto  ogni 
cura  per  determinare  il  rapporto  che  la  loro  misura  lineare 
ha  col  metro.  In  conseguenza  il  metro  essendo  attualmente 
la  misura  cui  si  rapportano  tutte  le  altre,  e potendo  perciò  ser- 
vir di  termine  di  paragone  fra  le  misure  di  diversi  paesi,  è 
divenuta  per  così  dire  la  misura  universale.  Essendo  inoltre  il 
metro  la  misura  meglio  determinata  che  esista,  il  sistema  me- 
trico si  trova  generalmente  adottato  da’  dotti  di  tutte  le  na- 
zioni , che  se  ne  servono  ne’  loro  scritti  come  il  più  conveniente 
alla  precisione  di  cui  lo  stato  attuale  delle  scienze  ha  bisogno. 

III.  Antiche  misure  di  Parigi, 

L’esposizione  di  queste  misure  è necessaria,  non  solo  per- 
chè di  molte  si  fa  ancora  uso  e l’unità  lineare  servì  per  la 
misura  dell’  arco  del  meridiano  ; ma  anche  perchè  in  molte 
opere  si  trovano  espressi  secondo  l’ antico  sistema  parecchi  ri- 
sultamenti  numerici  inqvortanti. 

207.  Misure  di  lunghezza. 

L’  unità  era  il  piede , detto  piede  del  Re , di  cui  si  là  uso 
ancora  presso  molle  nazioni  nelle  costruzioni  navali.  Si  divide 
in  13  pollici , il  pollice  in  13  linee  , la  linea  in  13  punti, 
6 pieai  formano  una  tesa. 

Per  le  stoffe  1’  unità  era  1’  auna=  5*’''  7^''  io'*"’  j. 

fje  misure  itinerarie  erano  il  miglio  d*  1000  tese,  la  lega 
di  3000  lese , la  lega  comune  di  35  a grado,  e la  lega  ma- 


(*)  Il  campione  del  metro  legale  , a 6'  gradi  di  temperatura  del  ter- 
inoinelro  di  Rcaumur,  dà  la  lunghezza  della  diecimilionesima  parte  del 
quadraute  del  meridiano. 
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rina  di  ao  a grado.  Dicendo  lega  di  a5  a grado  si  vuol  espri- 
mere che  nel  grado  del  meridiano  si  contengono  a5  leghe. 
Or  siccome  il  quadrante  si  divide  in  90  gradi  , la  sua  lun- 
ghezza sarà  di  aa5o  leghe  comuni  e 1800  leghe  marine. 

ao8.  Nel  determinare  la  lunghezza  del  quadrante  per  sta- 
bilire il  nuovo  sistema  metrico  , essendosi  impiegate  le  anti- 
che misure  , si  trovò  il  metro  legale  di  linee  443>2q6.  £ 
siccome  il  piede  è di  i44  lince,  il  rapporto  del  piede  al  me- 
tro sarà  di  144:  445,396,  ovvero  di  1:  ^^3°^  > e quindi 
sarà  IP'*''*  = o"'-,334839. 

Parimenti  essendo  il  quadrante  del  meridiano  terrestre  com- 
posto di  335o  leghe  comuni , e di  10000733  metri  legali  , 

sarà  ““•=  = 4444“’  ,766=  chìlom.4,4447^* 

Nel  modo  stesso  si  trova  la  lega  marina  = chilom.  5,555 g5y 

309.  Misure  di  superficie. 

L’ unità  per  le  misure  agrarie  era  l’ arpent  composto  di  100 
pertiche  quadrate.  Ma  la  pertica  variava  nelle  diverse  provin- 
ce. Quella  usata  a Parigi  era  di  18  piedi. 

Le  altre  misure  si  valutavano  in  piedi  quadrati. 

310.  Misure  di  volume. 

Pel  legname  di  costruzione  s’ impiegava  la  soliva  = 3 piedi 
cubici  ; e pel  legname  da  bruciare  s’ impiegava  la  corda  , 
che  era  un  parallelepido  di  8 piedi  per  4 , e di  altezza  pie- 
di 3 ;. 

311.  Misure  di  capacità  pe*  liquidi. 

L’  unità  era  il  mutd,  che  si  divideva  in  56  setiers , questo 
in  4 quarti  o 8 pirite  ; la  pinta  in  3 chopines  o 8 pois.- 
sons.  il  muid  corrisponde  a 3,6833  ettolitri  , e la  pinta  a 
litri  0,931 3. 

313,  Misure  di  capacità  per  gli  aridi. 

L unità  era  ancora  il  muid,  che  si  divideva  in  13  setiers , 
i o 48  miiiots  , o 144  boisseaux , e questo  in 
l6  litrons.  1 setier  = \.,55i  ettolitri. 
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ai 3.  Pesi. 

L’unità  era  la  libbra  {peso  di  marco)  che  si  divideva  in  a 
marchi  o in  i6  once  , l’oncia  in  8 prassi,  il  grosso  in  3 
scrupoli  , questo  in  a^  grani-  Una  li^ra  s=  0,48961  chilo- 
grammi. 

1 diamanti  si  pesavano  a oncia  di  144  carati , ognuno  di 
4 grani. 

' 100  libbre  ibrmavano  il  quintale , 10  quintali  il  migliaro. 

La  tonnellata  di  mare  è eguale  a ao  quintali , ovvero 
3000  libbre.  La  tonnellata  si  cqnsidera  ancue  a volume,  ed 
è eguale  a 4^  piedi  cubici. 

91 4-  Da’  rapporti  precedenti  si  ricava 

1 metro  = 5^- , 07844 , 

1 cbilogr.  = a'**’-  o"“-  5*'’  l**'  li*'-. 

JP . Sistema  di  au'sure  attuaìmente  in  uso  nella  Francia. 

ai5.  Con  decreto  de’  18  brumale  an.  IX  ( 4 Novembre 
1800  ) ai  nomi  sistematici  furono  sostituiti  gli  antichi  nomi, 
chiamandosi  lega  il  miriametro , miglio  il  chilometro, 
tica  il  decametro  , ec.  ; muid  il  chilolitro , ec;  libbra  il  chi- 
logrammo , ec. 

Ma  siccome  l’ostacolo  che  impediva  la  diffusione  del  nuovo 
sistema  nel  popolo  non  era  ne’  nomi  ma  nella  grandezza  e 
nelle  suddivisioni  dell’  unità  principale  , si  pensò  a stabilire 
un  nuovo  sistema  di  misure  dipendente  bensì  dal  metro , ma 
tale  che  le  diverse  misure  non  differissero  sensibilmente  da 
quelle  una  volta  in  uso  tanto  nella  grandezza  dell’ unità  che 
nelle  divisioni. 

Perciò  con  decreto  de’  la  Febbraio  181  a ai  permisero  le 
misure  seguenti , che  furono  poi  rese  legali  nel  1816. 

Una  misura  di  due  metri  si  è chiamata  tesa,  e si  è di- 
visa in  piedi,  pollici  e linee  secondo  l’antico  sistema. 

a”  Si  è chiamata  auna  una  misura  per  le  stoffe  di  la  de- 
cimetri. Si  divide  in  me^zi,  quarti , ottavi  e sedicesimi. 

3°  Per  le  misure  di  capacità  si  è chiamato  boisseau  una 
misura  eguale  all’  ottava  parte  dell’  ettolitro.  Si  divide  in 
mezzi,  quarti,  ec. 

La  libbra  in  uso  è uguale  a mezzo  chilogrammo.  Sr 
divide  come  1’  antica  libbra. 
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I diamanti 'son  sempre  pesati  in  carati  di  4 grani  l’uno; 
ma  il  grano  attuale  sta  alP  antico  , come  4 • ^>79^- 

5.  Misure  della  Città  di  Napoli. 

a 16.  Misure  di  lunghezza. 

L’  unità  per  1’  uso  comune  è il  palmo  che  si  divide  in  1 a 
once  , e l’ oncia  in  5 minuti.  8 palmi  formano  una  canna. 

L’  unità  di  misura  itineraria  è il  miglio  di  60  a grado. 
11  miglio  si  fa  ordinariamente  di  palmi  7034  ; ma  la  sua  de- 
liominazione  fa  conoscere  che  questa  è una  misura  di  1000  pas- 
si / ed  è questo  il  passo  geografico. 

B17.  Misure  di  superficie. 

Per  gli  usi  comuni  si  fa  uso  del  palmo  quadrato,  e an-> 
che  della  canna  quadrata. 

Per  le  misure  agrarie  l’unità  è il  moggio , che  è un  quadrato 
di  3o  passi  di  lato,  essendo  ogni  passo  di  palmi  7 f.  In  con- 
seguenza il  moggio  contiene  passi  quadr.  goo  e pai.  quadr. 
48400. 

II  passo  agrario  è diverso  dal  geografico. 

Il  moggio  si  divide  ordinariamente  in  10  quarte.,  la  quarta 
in  g none  , la  nona  in  5 quinte. 

a 18.  Misure  di  capacità. 

Per  gli  aridi  1’  unità  e il  tomolo , che  si  divide  in  34  mi- 
sure, una  misura  in  34  quartarole. 

Pel  vino  1’  unità  è il  barile  che  si  divide  in  60  caraffe. 
Dodici  barili  formano  una  botte , e due  botti  un  carro. 
Per  la  vendita  a minuto  s’impiega  una  caraffa  che  è ^ del 
barile. 

Per  1’  olio  1’  unità  è lo  sta/o , che  si  divide  in  16  quarti, 
e il  quarto  in  6 misurelli , 16  staja  formano  la  salma. 
la  Tcndiu  in  grande  1’  olio  si  valuta  a peso;  lo  stajo  si  conta 
per  rotoli  10  f. 

3ig.  Misure  di  volume  pe'  solidi. 

La  canna  di  legna  da  bruciare  è un  parallelepipedo  di 
pai.  8 per  8 in  superficie  e di  gross.  pai.  4* 

La  fabbrica  si  valuta  ordinariamente  a canna  di  costumanza 
che  è un  parallepipedo  che  ha  per  base  un  quadrato  di  pai. 
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8 e per  alt.  pai.  2.  I solidi  di  terra , i cavamenti,  cc.  si  va- 
lutano a canna  cuba  (*). 

11  legname  di  costruzione  si  valuta  in  piedi  francesi.  Un 
pezzo  di  lunghezza  36  piedi  e di  sezione  1 piede  in  quadro, 
si  chiama  carro. 

220.  Peai, 

Per  alcuni  generi  T -unità  è la  libbra  che  si  divide  in  12 
' once  , 1’  oncia  in  10  dramme  , la  dramma  in  3 scrupoli  o 
trappeai  ^ il  trappeso  in  20  acini  o grani. 

Per  gli  oggetti  preziosi  1’  oncia  si  divide  in  1 3o  carati , 
il  carato  in  4 grani , il  grano  in  16  sedicesimi. 

Per  le  grandi  masse  1’  unità  è il  cantajo  che  si  divide  in 
100  rotoli.  Il  rotolo  si  compone  di  1000  trappesi  equiva- 
lenti a once  33  j.  11  rotolo  s’  impiega  anche  pe’  commestibili 
e si  divide  in  metà , terzi  e quarti. 

La  calce  si  valuta  anche  a peso.  40  rotoli  formano  iu  com- 
mercio un  peso. 

5.  VI.  Maniera  di  determinare  i rapporti  delle  misure  fra  loro  e con 
quelle  del  sistema  metrico , esposta  sulle  misure  di  Napoli. 

221.  Per  avere  i rapporti  delle  misure  fra  loro  è necessa- 
rio prima  determinare  co’  confronti  de’  campioni  esistenti , il 
rapporto  che  tutte  hanno  coll’  unità  lineare. 

Le  misure  di  JSapoli  hanno  col  palmo  i segncnii  rapporti 
approssimati. 

Il  tomolo  = p.  cub.  3,017807  ; il  barile  = p.  cub.  2,382532; 

lo  stajo  = pai.  cub.  0,5548538  ; 

un  pai.  cubo  d’acqua  distillata  pesa  lib.  67,14830 

= rot.  20,673388  (**■)• 


(*)  Nella  Direzione  Generale  di  Ponti  e Strade  nel  i83o  fu  dal 
eh.  attuale  Direltor  Generale  Commendatore  Afan  de  Rivera  con  savio 
accorgimento  stabilito  , che  1'  unith  lineare  fosse  la  pertica  c=  io  palmi, 
che  le  superfìcie  e i volumi  si  valutassero  rispettivamente  a pertica  qua- 
drata e a pertica  cuba  , e che  ne’  trasporti  di  terra  si  prendesse  per 
unitk  la  pertica  cuba  trasportata  a looo  palmi  di  distanza.  £ siccome 
la  nostra  moneta  ha  la  divisione  decimale,  con  la  disposizione  accenna- 
ta si  è introdotto  il  sistema  decimale  in  tutto  ciò  che  è oggetto  di 
calcolo  i>er  gl’ingegneri. 

('*)  Questi  rapporti  si  sono  ricavati  da  qaelli  ottenuti  dal  paragone 
de' campioni  con  le  misure  del  nuovo  sistema  metrico,  riportati  in  una 
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Da  questi  rapporti  ricavansi  tutti  quelli  che  seguono. 

Un  palmo  cubo  = o,33i3664  tomoli  = 1,80321767  staja 
= 0,4197316  barili  = 35,18339  caraffe  di  botte 

= 37,70163  caraffe  a minuto  ; 
un  tomolo  = 1,366669  barili  ; 
un  barile  = 0,7894911  tomoli  ; 
una  caraffa  da  botte  = 0,069709  pai.  cubi  ; 

a minuto  ==  0,066099 

un  barile  di  acqua  distillata  pesa  lib  i36,i  567  = 101.49,016; 
una  caraffa  da  botte  d’acqua  dislillau  pesa  lib.  3,36926, 

a minuto lib.  3,06396, 

una  libbra  d’  acqua  distillata  è uguale  a 

caraffe  da  botte  0,44067, 

.1  minuto  0,48474  '7 

un  libbra  è il  peso  di  pai.  cubi  0,01 7498  di  acqua  distillata  ; 
un  rotolo  è il  peso  di  pai.  cubi  0,048606  di  acqua  distillata. 

Di  fatto  essendo  1 tomolo  = pai.  cubi  6,017807,  è evidente 

che  1 pai.  cubo  = — = -= — — ; e fatta  la  divisione 

si  trova  il  rapporto  riportato  di  sopra.  In  un  modo  analogo 
si  opererà  per  gli  altri  ; c sarà  un  esercizio  proficuo  per  l’al- 
lievo il  verificare  i rapporti  suddetti , ricavandoli  dai  primi 
quattro,  studiando  il  modo  piò  breve  per  pervenire  ai  risulta- 
menti  , e assicurandosi , quando  è possibile  , dell’  esattezza 
del  calcolo  dall’  identità  de’  risultamenti  ottenuti  per  diver- 
se vie. 


aaa.  Essendo  onesti  rapporti  approssimati , riesce  utilissimo  in  que- 
sto caso  il  metodo  del  n°  147  per  far  la  divisione.  In  effetti , ri- 
prendendo il  rapporto  di  sopra  , si  dovr^  dividere  1000000 

per  3010807  che  non  è divisore  esatto.  Ma  nella  divisione  ordinata  le 
cifre  del  divisore  essendo  successivamente  chiamate  , quelle  che  mancano 
non  influiscono  sopra  le  cifre  del  quoziente  , che  quando  dovrebbero 
cominciare  a entrare  in  funzione.  Per  promovere  quest'  utile  esercizio 


pregiata  memoria  del  eh.  Signor  Colonnello  Visconti  letta  all'  Accade- 
mia delle  Scienze  nel  1B38  , risguardante  una  riforma  di  cui  sou  suscet- 
tibili le  misure  di  Napoli. 
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riportiamo  qui  per  disteso  l' operazione. 


1 000^0*0*0* 
lOO 

3 

97 

li 

46 
1 6 o 
46 
1 1 4 
340 

34 

I 306 
' 360 

56 


3017807 
0,33 I 3664 


ult.  dÌTÌd 


a a3.  Le  esposte  misure  hanno  l’inconTenietn.e  di  non  esser 
legate  fra  loro  con  rapporti  esatti  e facili  a ritenersi  a memoria. 
Ma  svolgendo  le  frazioni  decimali  in  frazioni  continue  (n°  i5i) 
si  ricavano  i seguenti  rapporti  che  negli  usi  comuni  possono 
tener  luogo  de’  precedenti. 

Il  tomolo  è eguale  a barili  l 7^  , cioè  il  tomolo  sta  al  ba- 
rile come  19  : ló;  per  cui  i5  tomoli  eguagliano  presso  a poco 
19  barili. 

La  caraffa  da  botte  è il  peso  di  7^  di  pai.  cubo  d’  acqua 
distillata,  ed  eguaglia  lìb.  a ^ della  medesima  acaua  ; e per- 
ciò un  barile  di  acqua  distillata  passerà  lib.  all’  in- 

circa. 


334.  Nel  modo  stesso  si  possono  determinare  i rapporti  di 
queste  misure  con  quelle  dei  sistema  metrico  ; ma  è neces- 
sario prima  determinare  quello  del  metro  al  palmo. 

Ora  essendo  il  miglio  fa  sessantesima  parte  del  grado  del 
meridiano,  il  quadrante  dello  stesso  meridiano  conterrà  6400 
miglia  ; e quindi 


I 


miglio  = 


10000733,3 

5400 


metri  = cbiloin.  1,86198577. 
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Ammetiendo  che  7034  palmi  formino  un  miglio , sarà  fa- 
cile trovare  il  rapporto  del  palmo  al  metro,  in  effetti  sarà 
5400X7034  palmi  = 10000733,3  metri , ,e 

, ioooo7a3”' ___ 

1 palmo  = ~ • 

Quindi 

1 metro  = Sp”'  , 79363  (*). 

335.  Per  avere  i rapporti  tra  le  misure  di  capaciuà,  e tra 
i pesi  , è mestieri  trovare  quelli  che  esistono  tra  il  palmo 
quadrato  e il  metro  quadrato  , tra  il  palmo  cubo  e il  metro 
cubo.  Ora  è chiaro  ( 11“  394  ) che 


1 pai.  quadr.=  0,36367x0,26567  metri  quadrali, 

1 pai.  cubo  = 0,26367x0,26367x0,26367  metri  cubi. 


Per  avere  i prodotti  esatti  , sareljlic  necessario  trovare  con 
maggiore  approssimazione  il  rapporto  del  palmo  al  metro  , 

spingendo  più  innanzi  la  divisione  dell’espressione 


C*)  Tutti  coloro  clic  liaiino  rivolto  il  pensiero  alla  condizione  delle 
misure  di  Napoli,  hanno  opinato  che  per  palmo  siasi  in  origine  voluto 
prender  la  settemillesima  parte  del  miglio.  Questa  opinione  , oltre  all’ es- 
ser ■eoslenuta  da  un’  antica  tradizione  , si  rende  plausibile  coiisiderando 
che  que’  pochi  palmi  di  ditrerenza  (che  neppure  potrebbero  determinarsi 
per  mancanza  di  campioni  lavorati  con  precisione  e l>eii  conservati  ) pos- 
sono provenire  da  che  i metodi  antichi  per  misurare  il  grado  del  me- 
ridiano non  potevano  dare  quella  precisione  che  si  c poi  ottenuta  coi 
mezzi  che  il  progresso  della  scienza  ha  suggeriti. 

Checché- ne  sia  , prendendo  il  palmo  eguale  alla  settemillesima  parte 
del  miglio  , oltre  la  semplicit'a  che  ne  risulta  ne'calcoli , si  uUiene  una 
unita  lineare  ricavata  come  il  metro  da  una  misura  naturale. 

Ma  il  più  notevole  è che  con  questo  nuovo  palino,  (ulte  le  altre 
iiiìsiire  alterale  di  una  quantilh  impercettibile  nell’ uso  comune  si  posso- 
no ricavare  dal  palmo  con  rapporti  esatti  e fucili , siccome  ha  fatto  ve- 
dere il  signor  V’iscoiiti  nella  citata  memoria. 

Rettificando  in  parte  le  divisioni  , ove  si  può  senza  allontanarsi  gran 
fatto  dalle  abitudini  popolari  , avremmo  un  sistema  di  misure  , se  non 
semplice  quanto  il  metrico  , dotato  almeno  delle  condizioni  che  ne  ren- 
dono possibile  la  dilTusione. 

Questo  nuovo  palmo  , gih  adottato  nel  R.  Officio  Topografico  , e 
nella  Diieziouc  Generale  di  Tonti  e Strade,  è eguale  a o™'- ,'zG4'jb9' 

11 
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«he  rappresenta  questo  rapporto.  Ritenendo  per  maggior  sem- 
plicità il  valore  precedente  ( che  è quello  dato  dai  campio- 
ne), e prendendo  per  unità  il  decimetro,  si  ha 

1.  pai.  quadr.  = 6,95ai868g  decim.  quadrati  ; 

e moltiplicando  nuovamente  per  2,6567, 

i palmo  cubo  = i8,55o85ii7  dcriinciri  cubi. 

Ora  essendo  1 moggio  = 48400  palmi  quadrali,  saia 

1 moggio  = 5564,858  metri  quadr.  = are  35,64858. 

Essendo  il  litro  la  capacità  di  un  decimetro  cubo,  sarà 

j pai.  culto  = i8,53o85li7  litri. 

E quindi 

1 tomolo  = 18,33085117x0,017807  litri  = 55,5i892  litri; 

1 siajo  = ]8,33o83ii7Xo,5548538  liiri=io,i7093i51itri; 
I barile  = i8,35o85ii7X2,582532  litri  = 45,67379  litri. 

Essendo  il  chilogrammo  il  peso  di-  un  decimetro  cubo 
d’  acqua  distillata  , l pai.  cubo  d’acqua  distillala  peserà  cbi- 
logr.  i8,33o83ii7.  Si  avrà  perciò 

20,573588  rotoli  = i8,53o85i17  chilogr. 

e quindi 

, i833o83ii7  ...  „ , 

1.  rotolo  = chil.  = 0,8909972  chdog. 

E siccome  1 libbra  = 0,36  rotoli , sarà 

i libbra  = 0,3207690  chilogr. 

Rovesciando  il  rapporto  del  rotolo  al  chilogrammo,  si  ha 

1 clylogrammo  = 1,1223379  rotoli  = 3,1176064  libbi-c. 
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§.  VII.  Sistema  di  misure  di  Sicilia. 

Le  misure  di  Sicilia  stabilite  nel  i8oq  presentano  una  ccru 
uniformità  nelle  suddivisioni , e tutte  dipendono  dal  palmo. 

326.  Misure  di  lunghezza. 

11  palmo  si  divide  in  12  once,  l’oncia  in  12  linee,  la 
linea  in  12  punti.  Una  canna  = 8 palmi, 

Il  palmo  di  Sicilia  è eguale  a metri  0,268 1882,  e a palmi 
di  Napoli  o,  9792096. 

Il  miglio  e di  pai.  6760  ; si  divide  in  45  corde  , ogni 
corda  in  4 catene , essendo  la  catena  di  4 canne. 

337.  Misure  superficiali. 

L’  unità  di  misura  agraria  è la  salma  che  è un  quadralo 
che  ha  per  lato  64  canne  ; si  divide  in  4 bisacce , quesu 
in  4 tomoli , il  tomolo  in  4 mondelli , il  mondello  in  4 
carozzi  , questo  in  4 quarti,  risultando  il  quarto  di  4 canne 
quadrale. 

228.  Misure  di  capacità. 

Il  tomolo  per  gli  aridi  , che  eguaglia  un  palmo  cubo,  si 
divide  in  4 mondelli  = 16  carozzi  = 64  quarti  = 366 
quartigli.  16  tomoli  formano  la  salma. 

Il  quartaro  pe’  liquidi , che  pure  è eguale  a 1 palmo  cu- 
bo , si  divide  in  20  quarlucci , questo  in  3 caraffe  ■=.  bic- 
chieri. Due  quariari  formano  il  barile , e 32  barili  una  botte. 

339.  Pesi. 

L’  unità  è il  rotolo , che  è il  peso  della  ventesima  parte 
di  un  palmo  cubo  d’  olio  d’  oliva  puro  -,  si  divide  in  3o  on- 
ce , r oncia  in  8 dramme , la  dramma  in  3 denari,  il  de- 
naro in  20  grani  o cocci  , il  grano  in  8 ottavi.  La  libbra 
è di  13  once  , e il  cantajo  di  100  rotoli. 

§.  Vili.  De'  rapporti  di  alcune  altre  principali  misure. 

a3o.  Sarebbe  impossibile  seuaa  uscir  da'  limili  di  una  discreta  brevi- 
t'a  , riportar  qui  con  minute  particolaritk  tutte  le  misure  di  cui  si  fa 
uso  , siccome  abbiamo  fatto  per  quelle  di  Francia  e di  Napoli.  Osser- 
viamo però  che  quanto  ai  uoiiii  e alle  suddivisioni  dell'  uuitk  • facile 
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nel  Paese  ove  si  dimora  fornirsi  delle  notizie  necessarie  per  gli  ordi- 
nari bisogni  ; e d’  altronde  si  può  , in  mancanza  di  conoscenze  oppor- 
tune sul  modo  di  divider  1'  unilh,  supplire  co' decimali.  Quello  che  più 
interessa  , e che  riesce  più  difficile  a sapersi , è il  rapporto  che  le  mi- 
sure hanno  fra  loro. 

Ci  contenteremo  di  riportar  qui  i rapporti  che  hanno  con  le  misure 
del  sistema  metrico  quelle  che  possono  più  interessare  per  relazioni  scien- 
tifiche o commerciali. 


a3i.  Misure  di  lunghezza  per  r uso  comune. 


Palmo 

di  Barcellona=z;met. 

Ojiq^G  ( I canna  = i vare  = 8 

. . . Castiglia 

Ojaoqt  ( I vara  = 4 palmi  ) 

. . . Firenze 

o,2f)i8  ( I brac.  ò.”  a panno  — 

. . a • < 

. . , Genova 

o.aiiqi  ( 1 br.  = pai.  a 7-1 

« • a « • 

. . . Lisbona 

0,2192 

. . . Malta 

0,2817  1 

• •«••• 

, . . Roma 

0,2489  > ( 1 can.  = 8 palmi  ) 

. . . Sardegna 

0,2480  ) 

. ..  Valenza 

0,2275 

Piede 

di  Anversa 

0,2868 

a • 

. . . Amsterdam 

0,2831  ( I pi.  r=  3 pai.,  I tesa  : 

, Baviera 

o,3i2o 

. . . Berlino. 

o,3ioo 

, . . Bologna 

o,38o5 

, Brusselles 

0,2757 

. . . Castiglia 

o,27Sq  ( 4 palmir=  3 piedi  ) 

• •SS* 

. . . Cracovia 

0,3564 

, . . Danzica 

o.^BGq 

'•«•••• 

. ..  Dresda 

0,283 1 

• V*  • • 

. . , Edimburgo 

o,3o6o  ( 1 yard.  =:  metri  o,g5o 

• 4 • 

. , . Ferrara 

o,4o3g 

. ..  Ginevra 

0,4879 

. ..  Inghilterra 

o,3o48  ( I yard.  = 3 piedi  = J 

• •••■• 

. - . Eipsia 

0,2822 

. . . Macerata 

0,5585 

. . . Modena 

o,523o 

. . . Mantova 

o,466q 

. . . Monaco 

0,2891 

. . . Norvegia 

o,3i4o 

...  Padova  e Vicenza 

1 0,3574 

. . . Praga 

o,3oo2 

del  Reno 

o,3i382i6 

. di  Roma 

0,9950 

...  Russia 

0,354» 

. . . Svezia 

0,2970  ( I iàdeii  = 3 aune  = 6 

. . . Torino 

0,32^ 

. . . Venezia 

0,3467 

...  Vienna 

o,3i6i  ( 1 Klafier  = 6 piedi  ) 

ai) 
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a3a.  Misure  itinerarie. 

Miglio  di  6o  a grado  , adottalo  in  tutta  l'Italia  = della  lega 
marina  in  uso  nella  Francia , nell'  Inghilterra  , nel- 
r Olanda  e nella  Polonia = cbilom. 

Alemagna  i5  a grado 

Danzica 

Danimarca=  laoo  

Olanda  di  n5  a grado 

Inghilterra  ( legale  ) = l'jSojards 

Scozia 

Turchia 

Lega  di  i5  a grado  , in  uso  nella  Francia  e in  Amburgo...' 

Boemia  di  i6  a grado 

Olanda  di  18664  piedi  del  Reno. 

Portogallo  di  18  a grado 

Scozia  di  So  a grado. 

Spagna  = 800  vare  di  Castiglia 

Svezia  = 6000  laden '. 

Werst  di  Russia 


5,555 

« 

7>749 

7,53a 

1,481 

i,8Si 

i,8i4 

4.’^4 

6,q5a 

5,857 

6,173 

3,aa4 

6,693 

10,687 

i,o6d 


a33.  Pesi. 

Libbra  di 

Amsterdam  t = i6on..r=chilogr.  0,4941  > 1 cant.=  100  lib. 

\ peso  di  mar.  = a.  mar o,4q33  / i tonn  =aocanl. 

I last=  3 tonn. 

Berlino  = 16  once o,4685 

Bologna o,36iq 

Brussclles  / 

( peso  di  troy 0,4967 

Castiglia,  in  uso  in  tutta  la  Spagna 0,4601 

Copeiiaguc o,5ooi 

Ferrara , o,3458 

Firenze o,33q5 

Genova 0,3169 

{ sottile 0,4589 

Inghilterra  

^ ( detta  avoirdupois 

Lipsia  ( di  commercio  ) 0,4668 

Milano  { «"^e 0,7638 

t peso  sottile  = 13  once o,336S 

Prussia  = 3 marchi  di  Colonia  = 3a  loths  ) 

s ^ del  peso  di  1 piede  cubo  del  Reno  % 

di  acqua  distillata  a iS"  R <^,4^77  ) 

Roma 0,3393 

Russia 0,4093 

Svezia  (della  victualia  )=  3z  loths. ......  0,4352 


1 cani.  = 100  roL 
=z  i5o  lib. 


1 ton  = 2i4o  lib. 


1 quintal=:ioolib. 

1 last  di  mare=4o^ 
quint. 
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Libbra  di 

Torino 

“ ir. E; 

Vienna 


0,3688 

0,4771 

o,3oia 

o,56oi 


a34-  Dividendo  l'uno  per  l'altro  i numeriche  rappresentano!  rap- 
porti delle  misure  con  quelle  del  sistema  metrico  , si  ottengono  quelli 
delle  misure  stesse  fra  loro.  Per  es.  1 palmo  di  Barcellona  pal- 
mi di  Castiglia ',  l pi.  del  Reno  — pai.  di  Napoli  :=  i,3i885 

palmi  di  Napoli. 


ART.  II. 

Moltiplicazione  de’  numeri  complessi  della  medesima 

specie. 

a35.  Abbinino  dello  ( n”  ig4  ) c6e  il  prodollo  de’ numeri 
che  esprimono  le  misure  di  due  lince  rappresenia  la  misura  di 
una  superficie. 

Quando  i fallori  lineari  sono  iiucri  o espressi  in  frazioni  de- 
cimali , la  formazione  di  <|ucsio  prodollo  non  amruellc  alcuna 
difiicollà  , giacché  le  parli  decimali  del  prodollo  rapportan- 
dosi all’ unità  principale  ne  esprimeranno  la  parie  decima,  cen- 
tesima, ec.  Por  es.  trattandosi  di  moltiplicare  aSy”'*  ,35  per 
> si  considereranno  questi  fattori  come  numeri  astraili 
c poi  si  darà  al  prodollo  la  denominazione  dell’ unità  superfi- 
ciale cui  si  riferisce.  Si  avrà  dunque  per  risu  1 lamento 
metri  quadrali,  ossia  ag45  metri  quadrali  più  5i45  diecimil- 
lesimi di  un  metro  quadrato. 

Se  però  questo  prodotto  si  volesse  esprimere  in  quadrati 
che  hanno  per  lato  le  diverse  parli  nelle  quali  si  divide  il 
metro  lineare,  bisogna  osservare  che  siccome  1 metro  contiene 
10  decimetri , 1 metro  quadralo  conterrà  decimetri  quadrati 
joxio  ovvero  100.  Per  la  stessa  ragione  1 decimetro  quadrato 
contiene  100  centimetri  quadrali,  1 centimetro  quadr.  100  mil- 
limetri quadrati , e così  di  seguito.  In  conseguenza  un  metro 

Quadralo  conterrà  100  decimetri  quadr., 10000  centimetri  qua- 
r.,  1000000  millimetri  quadrali,  e così  per  gli  altri.  Quindi 
i centesimi  del  metro  quadrato  esprimono  decimetri  quadr., 
1 diecimillesimi  esprimono  centimetri  quadr. ,ec.  In  guisa  che 
il  prodotto  ottenuto  si  enuncia:  ag45  m.  quadr.,  5l  decim. 
quadi  . , 35  cenlim.  quadrati. 

Quel  che  si  è dello  relativamente  alle  parli  decimali  del 
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metro  quadralo  è applicabile  ancora  ai  diversi  ordini  di  unità 
che  sono  a sinistra  della  vii{,'ola.  Di  fatto  , siccome  il  decame- 
tro è eguale  a io  metri , un  decametro  quadralo  conterrà  loo 
metri  quadrali  ; parimenti  un  eliometro  ne  conterrà  loooo, 
ec;  per  cui  le  ceniinaja  del  metro  quadr.  esprimono  deca- 
metri quadr:  , le  diecine  di  migliaja  rappresentano  ettome- 
tri, ec. 

Da  ciò  segue  die  per  enunciare  in  misure  quadre  un  nu- 
mero espresso  in  parti  decimali,  bisogna,  a partir  dalla  vir- 
gola , separar  le  cifre  a due  a due  andando  verso  la  destra  e poi 
verso  la  sinistra.  Moltiplicando  754"‘‘,a32  per  27'"  ,4<^3,si  ot- 
tiene per  protlollo  20178,898056  che  può  enunciarsi:  2 ci- 
tare , 1 ara  , 78  metri  quadrali  , 89  decimetri  qiiadi-. , 80 
centimetri  quadr.,  .56  millim.  quadrali. 

Se  il  numero  delle  cifre  decimali  fosse  impari , per  leg- 
gerlo in  misure  quadre  bisognerà  renderlo  pari  aggiungendo 
un  zero  alla  destra.  Così  6,7 1 5 metri  quadrali  si  legge:  tre 
metri  quadr.  71  decira.  quadr.  e 60  centimetri  quadr. 

Se  dunque  si  vuol  cangiare  il  nome  dell’ unità  principale, 
bisogna  spostar  la  virgola  di  due  posti  per  volta,  e non  già 
di  uno  come  nelle  misure  lineari  ( n”  2o3  ).  Quindi  il  nu- 
mero citare  2,0178898066,  si  può  leggere  are  201,78898066, 

0 pure  metri  quadr.  20178,808056,  o pure  decim.  quadr. 
301 7889,8066,  ìc. 

Queste  medesime  conseguenze  si  possono  dedurre  ancora 
del  ragionamento  seguente.  Avendosi  i due  fattori  734"’'  ,252 
e 27'"-,483,  il  loro  prodotto  si  riferirà  al  qiiadralo  che  ha 
per  lato  il  metro;  ma  se  si  moltiplica  7342,02  decimetri  per 
274,83  dccimeiri , il  prodotto  si  riferirà  al  quadralo  che  ha 
per  lato  un  decimetro;  se  si  considerano  i fattori  riferiti  al  centi- 
metro, cioè  si  moltiplica  73420,2  centimetri  per  2748,3  centime- 
tri, il  prodotto  sarà  espresso  in  centimetri  quadrali  ; parimenti 
avendosi  73,4202  decanieiri  per  2,y485  decametri  , il  pro- 
dotto sarà  in  decametri  quadr.  E ben  si  vede  che  lo  sposta- 
mento della  virgola  di  un  posto  in  ciascun  faiiore  porta  il 
passaggio  di  due  cifre  nel  prodotto.  E inoltre  evidente  che 

1 due  fattori  dovendosi  rapportare  alla  medesima  nnilà  , in 
ciascun  fattore  la  virgola  deve  ricevere  un  eguale  spostamento. 
Che  se  i numeri  da  moltiplicarsi  fossero  3"  ,74»  e 2”’  , 3,  si 
tratterebbe  di  moltiplicare  374  centiinelri  per  23o  centime- 
tri ; la  qual  cosa  repde  evidente  che  per  esprimere  in  misure 
quadre  le  parli  decimali  del  prodotto  bisogna  render  pari  il 
Qumero  delle  cifre  decimali. 
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È da  osservare  in  ultimo  che  di  metro  quadrato  equi- 
vale a un  rettangolo  che  ha  per  lato  i metro  e per  alt.  i 
decimetro  , che  metro  quadrato  equivale  a un  rettan- 

golo di  1 metro  per  un  centimetro , ec.  In  conseguenza  il  nu- 
mero 375,3473  meiri  quadrali  può  rappresentare  la  misura  di 
un  rettangolo  che  ha  per  base  1 metro  e per  altezza  376,3473 
metri. 

236.  Le  medesime  considerazioni  si  possono  applicare  ai 
prodotti  di  tre  i’aliori  lineari.  Per  es.  il  prodotto  de’ tre  fattori 
4"',72 , iS*”-,! f),  57’”',54  è 2677,15851 2 metri  cubi , c tutte  le 
cifre  poste  a dc.sira  della  virgola  esprimono  parti  decime,  cen- 
tesime , ec.  del  metro  cubo.  Volendo  esprimere  queste  fra- 
zioni in  cubi  che  hanno  pcT  lati  le  parti  del  metro  linea- 
re, basterà  riflellcre  che  1 metro  cubo  contiene  1000  deci- 
metri cubi,  che  1 decimetro  cubo  contiene  1000  centimetri 
cubi  cc.  ; quindi  si  ha  1 metro  cubo  = 1000  decimetri  cubi  = 
3 000000  ccnlim.  cubi  — 1000000000  miliim.  cubi,  ec.  Da  ciò 
segue ; 

che  le  parti  millesime  del  metro  cubo  esprimono  decime- 
tri cubi  , che  le  milionesime  corrispondono  ai  centimetri 
cubi , ec.  ; 

2“  che  per  la  medesima  ragione  le  migliaja 
ai  decametri  cubi,  i milioni  agli  ettometri,  cc.  ; 

3°  che  una  misura  cubica  espressa  in  decimali  se  si  vuole 
enunciare  in  cubi  che  iianno  per  lato  i diversi  ordini  di  unità 
di  cui  si  può  comporre  1’  unità  lineare  , bisogna  separar  le 
cifre  a tre  a tre  partendo  dalla  virgola  e andando  prima  verso 
la  destra  e poi  verso  la  sinistra  ; 

4^^  che  a tale  oggetto  bisogna  che  il  numero  delle  cifre  de- 
cimali sia  multiplo  di  3 ; e .se  non  lo  è,  renderlo  tale  aggiun- 
gendo, secondo  il  bisogno  , o uno  o due  zeri  ; 

5"  che  volendo  cangiare  il  nome,  dell’  unità  principale  biso- 
gna trasportare  la  virgola  di  tre  cifre  per  volta. 

Per  es.  il  numero  37583, 6;)327  metri  cubi  corrisponde  a 67 
decam.  c. , 583  metri  cubi,  6y5  decim.  cubi  , 370  centim. 
cubi. 

Questo  numero  si  può  parimenti  considerare  come  rappre- 
sentante la  misura  di  un  parallelepipedo  rettangolo,  che  ha 
per  base  un  metro  quadrato  e per  altezza  metri  37583,69327. 

237.  Il  caso  in  cui  le  misure  lineari  sono  espresse  in  nu- 


corrispondono 
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meri  complessi  è il  solo  che  si  presenti  nel  quale  si  tratti  di 
moltiplicare  fra  loro  due  numeri  complessi  delia  medesima 
specie  ( n°  laa  ).  Conoscendo  che  il  prodotto  di  due  fattori 
lineari  deve  riferirsi  all’  unità  superficiale , la  quale  è il  qua- 
drato fatto  su  1’  unità  lineare , il  primo  mezzo  che  si  presenta 
è quello  di  ridurre  i due  numeri  dati  ad  unità  dell’  infima 
specie.  Si  farà  allora  il  prodotto  come  se  fossero  numeri  astrat- 
ti , e l’unità  cui  si  riferirà  questo  prodotto  sarà  il  quadrato 
avente  per  lato  1’  unità  dell’  infima  specie  contenuta  nelle  mi- 
sure lineari.  Per  esprimere  poi  questo  prodotto  in  misure  qua- 
dre che  hanno  per  lati  le  diverse  parti  nelle  quali  si  divide 
1’  unità  principale , bisogna  conoscere  cenante  unità  quadra- 
te di  un  ordine  si  contengono  nell’  unita  immediatamente  su- 
periore , ed  operare  poi  sul  prodotto  secondo  abbiamo  mo- 
strato al  n°  no. 

Si  tratti  per  es.  di  moltiplicare  28'”  5'''  8'“'  2'’"-  per 
i3***  2''-  Si  riducano  questi  due  numeri  a linee  ( n°  110  ), 
e si  avrà  26010  lince  da  moltiplicare  per  ii58o  linee.  11  pro- 
dotto sarà  289616800  lince  quadrate.  Per  esprimer  questo  pro- 
dotto anche  in  pollici  quadr. , piedi  quadrati  c tese  quadra- 
te, si  osserverà,  clic  essendo  1 tesa  = 6 piedi,  sarà  1 tesa  qua- 
dr. = 36  piedi  quadr.  ; parimenti  essendo  1 piede  = 12  pol- 
lici , sarà  1 pied.  quadr.  = 144  pollici  quadr.  ; e per  la 
medesima  ragione  1 pollice  quadr.  = i44  linee  quadr.  Si 
tratterà  dunque  di  far  su  quel  numero  1’  operazione  del  n“ 
no,  dividendo  successivamente  per  i44>  l44  > 36.  La  qual 
cosa  effettuata  dà 

387  tes.  quad.,  34*  pi>  q-,  116  poli,  quad  , 120  lin.  quad. 

258.  Ma  l’ operazione  eseguita  secondo  questo  metodo  riesce 
alquanto'  lunga  , giacché  conduce  ad  operare  sopra  numeri 
mollo  grandi.  Si  può  con  vantaggio  sostituire  a questo  il  meto- 
do di  prendere  in /;«/•// (n^i iq),esprimendo  il  prodotto  in  ret- 
tangoli clic  abbiano  tulli  per  base  l’iinilà  principale  c per  al- 
tezza le  diverse  parli  nelle  quali  si  divide  e suddivide  que- 
sta unità.  Nell’  esempio  proposto , prendendo  il  primo  fattore 
per  moltiplicando,  e facendo  il  prodotto  per  l tesa,  si  avrà 
la  misura  di  un  reitangolo  che  ha  per  uno  de’  lati  una  tesa 
e per  1’  altro  lato  28''  6'’‘''  2''“-  ; e secondo  la  natura  della 

moltiplicazione  questo  rettangolo  starà  al  prodotto  che  si  cerca 
come  1“’-  ; i3’''  2>’-  6'’"'.  Si  potrà  dunque  riguardare  il  niol- 


Digilized  by  Google 


( >70  ) 


lìplicaiore  come  numero  astratto , e allora  1’  operazione  è ri- 
dotta a ripetere  il  menzionato  rettangolo  i3  volte  e poi  pren- 
derne quella  stessa  parte  che  a’’*  è di  i tesa.  Ora  il 
rettangolo  che  ha  per  uno  de’  lati  i tesa  e per  l’ altro 
a8*'  5'’'  8*”'-  a'‘°-  si  decompone  in  rettangoli  che  hanno  tutti 
per  base  i tesa,  e per  altezze  rispettive  un  certo  numero  di 
tese,  o di  piedi,  o di  linee. 

I rettangoli  di  i tesa  per  i tesa , di  i tesa  per  i piede 
di  1 tesa  per  i linea  si  chiamano  rispettivamente  teae~ 
tese  o tese-quadrate  , tese-piedi , tese-pollici  , tese-linee. 
L’  operazione  è dunque  ridotu  a moltiplicare  una  superfìcie 
per  un  numero  astratto , cioè  28.‘  *'  5'"^'  8‘ p"'-  per 

^ s 

>5  + 6+^5  e osservando  che  le  tese-tese , tese-piedi  , 

tese  pollici  serbano  fra  loro  lo  stesso  rapporto  che  serbano 
le  unitè  lineari  corrispondenti  alle  altezze , giacché  i rettan- 
goli della  medesima  base  stanno  fra  loro  come  le  altezze,  l’ope- 
razione con  1’  uso  delle  parti  aliquote  può  esser  condotta  nel 
modo  che  qui  si  vede. 


aS'-'-  5‘  i“-  8'  P°'- 
i3'-  aP-  5p”'- 


84 

a8 


prod.  p«r 

3'p- 

6 

3..  pi 

(«i  prende  li  nieti  di  1 3). 

4 

a 

(si  prende  il  tcr4u  di 

gl. poi. 

1 

0 

gl.|M.I. 

■ • t • • • 

0 

a 

a 

0 

0 

a 

gl.  li». 

api. 

9 

3 

10 

O i ( si  prende  il  lt*rzo  tltl. 

2 iiiulliplicafidu  ). 

4P*'- 

I 

3 

7 

9 » 

jPOl. 

0 

a 

4 

11  “ 

A * Sto 

387' 

i.  51  pi- 

^l.pol. 

-'■'•“•li 

/ i d 

Per  convenire  (jneslo  prodotto  in  misure  quadre  si  osser- 
vcià  che 


l'  p'  = 6'”  X 1P‘  ” 6 piedi  quadr.  ; 

j/.poi.  _ xiP"'  = <72  poi.  quad.=  t piede  quadrato^ 
= 864  ha.  quadr.  = tì  poi.  quadr. 
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Si  avrà  quindi 

387*'-  = 387'’“- 

5‘p**-  = 

gi.poi.  _ ^ 7aH-<r>. 

^t.lin.  _ ^2 

^t.uo.  ^ a ^20**“*'®' 

somma. . . 387'  '«“-  34p‘  ’“'  xao""-*»"- 

risultamento  identico  a quello  trovato  precedentemente. 

Per  rendere  più  familiare  il  metodo  aggiungeremo  un  altro 
esempio.  Si  tratti  di  moltiplicare  i3'*"'  7’“''  5®°'  a”’"-  \ per 
1^00.  Qp.1-  fy®=.  jm.  ^.Prendendo  il  primo  numero  per  moltiplican- 
do e chiamando  canne-palmi  ^ canne-once,  canne-minuti,  i 
rettangoli  che  hanno  per  base  una  canna , e per  altezze  ri- 
spettive 1 palmo,  1 oncia,  i minuto,  si  regolerà  1’ opera- 
zione in  conformità  di  quello  che  si  è fatto  nel  primo 
esempio. 


prod.  per 


prod.  prr 


i3*' 

• 7''P“'- 

5'”"- 

7'- 

S''"' 

I^OD. 

1 0lili.  ^ 

* • 

4'p*'- 

91'" 

3 

4'p*' 

a 

1 

6 

1 

0 

7 

4'*"- 

0 

a 

4'"“- 

1 

0 

0 

7 

0 

0 

1 

2C.ala- 

1 

0 

0 

1 

a 

t 

5 

0 

0 

0 

I- , 

0 

0 

0 

a ì 

0OUC. 

0 

6 

11 

a TI 

jOO. 

^BÌO. 

0 

0 

1 

0 

1 

a 

4 ^ 

^ ^ » 

« 

» 

0 

0 

0 

4 2JLi. 

^ 1 * 0 • 

g8''- 

4'-p'>- 

yC.OO. 

Ac.iaia.  4 » 7 
^ 1 a • • 

Digitized  by  Google 


( 172  ) 

Questo  prodotto,  convcrtito  come  sopra,  in  misura  qua- 
dre , diverrà 

gS'  v-  56“  ’’-  f 

aSg.  Quando  si  tratu  di  moltiplicar  fra  loro  tre  fattori  lineari 
dati  sotto  la  forma  di  numeri  complessi , si  presenta  tosto 
1’  idea  di  ridurli  ad  unità  dell’  infima  specie  contenuta  in 
essi  , e il  loro  prodotto  si  rapporterà  al  cubo  che  ha  per  lato 
questa  medesima  unità.  Per  esprimere  questo  prodotto  in  mi- 
sure cubiche  si  opererà  in  un  modo  analogo  a quello  esposto 
per  le  misure  quadre. 

Supponiamo  che  si  tratti  di  moltiplicar  fra  loro  i tre  fat- 
tori. 


ggte..  gpl.  gp.1.  jjliD.  ^ jJ..  2PÌ.  ^1.  gi.ul.  glìn. 

Ridotti  a linee,  si  hanno  i tre  fattori 

aSoio''”-  , ij58o”"-  , 6754'"’  , 

il  prodotto  de’quali  è 1(350272797200  liii.  cubiche. 

Ora  si  ha 

1 tesa  CLib.  = 6xRx6  pi.  cui).  = 216  pi.  cnh. , 

1 pi.  ciib.  = 12X12X12  poi. cui).  = 1728  poi.  cub., 

1 poi.  cub.  = 1728  lin.  cub. 

Facendo  dunque  sul  numero  ottenuto  1’  opcraz.ionc  del  11" 
110,  impiegando  successivamente  i divisori  1728,1728,  216, 
si  avrà  il  prodotto  espresso  in  misure  cubiche  , cioè 

3o23'-™'’'  174'‘'-'“''-  7i4p»'-‘=“'*-  i68o'‘“-'“'’-. 

q4o.  Questo  metodo  riesce  tanto  più  lungo  e penoso,  quanto 
più  grandi  sono  i fattori  , e maggiore  il  numero  delle  parli 
nelle  quali  ciascuna  unità  si  suddivide. 

Per  seguire  anche  in  questo  caso  un  metodo  analogo  a 
quello  esposto  per  le  misure  di  superficie , bisogna  osservare 
che  il  prodotto  de’  primi  due  fattori  espresso  in  tese- lese  y 
lese-piedi  , cc.  è 


5871.1.  5i.pl.  gl. poi.  ,^t.UU. 
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Questo  prodotto  esprime  la  misura  di  un  rettangolo  che  ha 
per  uno  de’  Iati  i tesa  e per  l’ altro  lato  387'‘  5^'  7“"‘  Se 

questo  rettangolo  si  moltiplica  per  una  tesa , si  avrà  un  pa- 
rallelepipedo rettangolo  che  ha  per  base  questa  superficie  e 
per  altezza  i tesa  ; e per  conseguenza  starà  al  parallelepi- 
pedo che  si  cerca  come  i*- 1 4’’‘‘  9’’”''  a""-.  Si  potrà  dunque 

considerare  questo  fattore  come  numero  astratto,  e allora  si 
tratterà  di  ripeter  quel  solido  7 volte,  e poi  prenderne  quella 
parte  che  a“"'  è di  1 tesa.  Ora  quel  parallelepipedo 

rettangolo,  avendo  due  lati  eguali  ad  1 tesa,  è idcntico'col  pa- 
rallelepipedo rettangolo  che  ha  per  base  una  tesa  quadrata 
e per  altezza  387'-  5'‘‘-  qi"'-  fi  j e questo  parallelepipedo 
si  può  decomporre  in  altri  parallelepipedi  che  hanno  tutti 
per  base  una  tesa  quadrata  , e per  altezze  le  diverse  parti 
nelle  quali  si  può  decomporre  il  menzionato  numero.  Siccome 

auesti  parallelepipedi  stanno  fra  loro  come  le  altezze,  si  farà 
prodotto  pel  terzo  fattore  , come  se  si  trattasse  di  molti- 
plicare una  misura  lineare  per  un  numero  astratto  ; e il  me- 
todo di  prendere  in  parti  ( n“  119  ) dà  con  facilità  il  pro- 
dotto espresso  in  parallelepipedi  rettangoli  che  hanno  tutti 
per  base  una  tesa  quadrata  e le  altezze  espresse  in  lese , o 
piedi  , o pollici  j o lince. 

Di  questi  diversi  solidi  quello  che  ha  per  altezza  1 tesa 
è la  lesa  cuba  e s’indica  per  l.i.t.  ; quello  che  ha  per  alt. 
1 piede  si  chiama  tesa-tesa-piede  c s’  indica  per  t.t.  pi.  ; 
quello  che  ha  per  altezza  1 pollice  è la  tesa-tesa-pollice  e 
si  nota  per  t.t.  poi.  , finalmente  quello  che  ha  per  altezza  1 
linea  è la  tesa-tesa-linea  indicala  per  t.t.  lin.  Secondo  que- 
sto modo  di  scrivere  si  dovrà  fare  il  prodotto  di 
387'-  *•  '■  S'-'  v*-  g'-'  p“'-  per  2'*"-,  considerato 

come  numero  astratto. 


Digitized  by  Google 


C 174  ) 

Ecco  1 

operazione. 

587'‘* 

5l.l.p<.  gl. «.poi.  -I.l.lio. 

?’• 

4P- 

gpol.  ^Un. 

per  5'  - 

ayoo'*' 

p!.  5 

3‘tp‘ 

. . a 

a 

a 

. . 6" 

poi.  Q 

3 

5'.i.poi. 

..  3 

o 

1 

9 

- 1 . . 

o'-'-'  0'  ‘ P-r,*  ' p»'- 

. . G'-'  ""-  o 

o 

5 6--' 

. . 1 

o 

o 

0 7 

1 1 

• • v« 

o 

o 

0 a i 

• • té 

o 

o 

00'- 

■ 

* * Ti 

o 

o 

. . 3<-  - 

iq3 

5 

IO  9 H 

. . 1 

b4 

3 

7 -M- 

. . 6^»' 

3a 

1 

11  9 tt^. 

..  5 

i6 

o 

11  IO  Lzs 

• « 4 

5 a 3 11*". 

. . a“"- 

o 

5 

/ p*  » 4 S * * 

4 7 I » * 5 » 

3oa3'-‘-‘- 

^i.i.pi. 

* 1 1 9 S • 

Volendo  convenire  questo  prodotto  in  misure  cubiche,  è 
necessario  osservare  che 

cob.  --  ^pi.cab. 

ji  t.t.HB.  _^pi.eiib.  I 7 » »pol.fBh.  

Si  avrà  dunque 
5oa5*'*-  = 5oa3''“'’‘ 


^i.t.pi.  _ 

i44P-«'>. 

JQt.t.pOl.  _ 

3o 

jt.t.Un.  

^3._jpol.cob. 

• • • • 7t.t.lÌii. 

» f • « > 

a8a 

i68o'*“ 

. somma..  = 3oa3*'“'’' 

^^^pi.cob.  I^j^pol.cob. 

i68o'‘"*"‘- 
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Supponiamo  per  un  secondo  esempio  che  si  debbano  mol- 
tiplicare i tre  fattori 


i5“"-  rjf*'-  5°“-  a”'"-? , rj^'-  3'’*'“  7°"-  1™"-^ , 3'*"‘  6>"'  4“- 
Il  prodotto  de’  primi  due  fattori  è ( n“  a38  ) 


gS'"  '-  4' I**'-  7'  ”"'  4'  “‘"- 

£ facendo  lo  stesso  ragionamento  si  vedrà  che  trattasi  di 
moltiplicare  g8'  ' '-  4'  ' p*'-  ^c.c.p.ì»._ìjì  3C.  gp,i. 

considerato  come  numero  astratto.  L’ operazione  adunque  sarà 
eseguita  nel  modo  che  qui  si  vede. 


q8'  ' '-  4'  *-p*'- 

3'-  6p**- 
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Volendo  esprimere  questo  prodotto  in  misure  cubiche , è 
necessario  osservate  che 

jc.c.p,i.  _ gp-  = 64>“‘“'’- 

!'•' “i.  = g6°"X96°°xi''"‘=93i6'’““‘’’  = S**'- j=5(’'-576‘'"'- 

|e.c.oo. 

j.  t.min,  _ 48o»  y/,8o"  xi"'  = a3o4oo™  '=— ^ = 

j^pai.c. 
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a4i*  La  prolissilh  di  qucsii  calcoli,  l’ nilcnzione  clic  si 
richiede  per  condurli  a termine  senza  errori , la  iinpossihilitk 
di  verificare  1’  esattezza  del  risu  Ila  mento  con  una  operazione 
più  semplice  che  serva  di  prova  ( n”  laS),  e lìnalmenie 
il  confronto  con  quelli  semplicissimi  esposti  sui  sistema  me- 
trico ( n'  a35  e a56  ) , fanno  conoscere  all’  evidenza  , che 
se  grande  è il  vantaggio  della  divisione  decimale  nelle  mi- 
sure in  generale , vieppiù  importante  si  rende  1’  applicarla 
all’ unità  lineare,  che  serve  di  elemento  per  le  misure  qua- 
drate e cuhiche. 


Si  avià  perciò 

SyS'"'-  = SyS"- 

gc.c.pil.  _ 

^r.c.OO.  - 
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ta della  base  10. 

» III*  Inconvenienti  che  risultano  dalla  diversità  fra 
le  misure  e il  sistema  di  numerazione.  , 
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CAPO  Vir,  OSSEDTAZIONI  SULLA  MOLTIPLICAZIONE  , 
sulla  divisione  , E SULLE  FHAZIOM.  CALCOLO  PER 
APPROSSIMAZIONE 

135  Regola  da  tenersi  nel  trascurar  una  parte  delle  cifre  de- 

cimali. 

136  Quando  si  debbono  moltiplicar  due  numeri  che  conten- 

gono molte  cifre  decimali  , e nel  prodotto  se  ne  do- 
mandono  poche  , 1’  operazione  può  esser  regolata  in 
modo  da  ottenere  il  prodotto  con  tante  cifre  esatte 
quante  ne  occorrono. 

137  Quando  i fattori  non  sono  esalti  ma  approssimati,  si  dò 

la  regola  per  conoscer  quante  sono  le  cifre  esatte  del 
prodotto. 

138  Quando  nella  moltiplicazione  uno  de' fattori, con  tiene  una 

frazione  decimale  periodica  , bisogna  a questa  sostituir 
la  frazione  ordinaria  corrispondente. 
i3g  Quali  avvertenze  sono  necessarie  per  operar  colla  fra- 
zione decimale  periodica. 

l4<>  Si  espongono  alcuni  casi  ne' quali  l'uso  delle  frazioni 
ordinarie  è preferibile  alle  decimali.  Casi  ne’ quali  si 
può  cambiar  la  moltiplicazione  in  divisione. 
l4i  Compendio  da  usarsi  nella  divisione  , quando  è deter- 
minato il  numero  delle  cifre  che  si  cercano  nel  quo- 
ziente. 

i4a  Regola  da  seguirsi , quando  il  divisore  o il  dividendo  è 
accompagnato  da  una  frazione  decimale  periodica. 

143  Quando  si  può  c.arobiar  la  divisione  in  moltiplicazione. 
>44  c i4S  Moltiplicando  il  dividendo  e il  divisore  per  qualche 
numero  , si  rende  iti  taluni  casi  la  divisione  piu  sem- 
plice. 

146  Quali  sono  i numeri  che  in  un  prodotto  compongono  le 

colonne  verticali.  Metodo  per  ottener  facilmente  le  di- 
verse cifre  di  un  prodotto  (qualunque  sia  il  numero 
delle  cifre  de'  fattori  ) senza  scrivere  i prodotti  par- 
ziali. 

147  Divisione  ordinala  , ossia  metodo  per  eseguir  brevemen- 

te la  divisione  , allorchè  il  divisore  ha  moltissime  ci- 
fre , impiegando  un  divisore  di  due  o tre  cifre. 

148  Osservazioni  per  la  pratica  di  quest'  operazione. 

149  Esempi. 

150  Utilità  di  questo  metodo  quando  il  dividendo  o il  divi- 

sore non  sono  esatti  ma  approssimati, 
i.**!  Metodo  per  convertire  una  frazione  ordinaria  in  frazio- 
ne continua. 

l5a  Come  si  risale  da  uuu  frazione  continua  alla  frazione  ordi- 
naria equivalente. 
i53  Come  si  trovono  le  ridotte. 
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154  Applicazione  del  metodo  ad  una  frazione  decimale  non 

esalta,  ad  oggetto  di  trovare  delle  frazioni  approssimale 
espresse  in  termini  più  semplici. 

Nota.  Sulle  frazioni  convergenti  verso  il  rapporto  della 
circonferenza  al  diametro. 

CAPO  Yin.  SELLA  RAGIONE  E SELLA  PROPORZIONE...  1 13 

155  Defìnizione  del  rapporto. 

1 56  della  proporzione. 

15^  Come  1'  idea  di  proporzione  è contenuta  nella  moltipli- 
cazione e nella  divisione. 

158  Che  cosa  sono  i numeri  razionali. 

159  Defìnizione  della  differenza  e dell’ equidifferenza. 

Nota.  Sul  rapporto  aritmetico  e geometrico. 

Art.  L Proprietà  delle  proporzioni. . . . . n5 

160  Un  rapporto  non  varia  moltiplicando  o dividendo  i suoi 

termini  per  un  medesimo  numero. 

161  In  ogni  proporzione  il  prodotto  de’  termini  estremi  è 

uguale  a quello  de'  medi. 

163  Cambiamenti  di  posto  che  possono  farsi  ne'  termini  di 
una  proporzione. 

163  In  una  proporzione  moltiplicando  o dividendo  per  un 

medesimo  numero  i due  antecedenti  o i due  conseguen- 
ti, i numeriche  ne  risultano  saranno  proporzionali. 

164  Se  due  proporzioni  hanno  gli  stessi  antecedenti,  i con- 

seguenti saranno  proporzionali  ; e se  hanno  comuni  i 
conseguenti  , avranno  proporzionali  gli  antecedenti. 

165  In  una  proporzione  la  somma  de’ due  primi  termini  sta 

alla  sofnma  de’  due  ultimi  , come  il  primo  al  terzo  , 
o come  il  secondo  al  quarto  ; e la  somma  degli  an- 
tecedenti alla  somma  de’ conseguenti  come  un  antece- 
denti al  suo  conseguente. 

166  La  stessa  proprietà  per  la  differenza  de’  termini. 

16^  La  somma  de’  due  primi  termini  o de’  due  antecedenti 
sta  alla  loro  differenza  , come  la  somma  degli  altri 
due  termini  , o de'  due  conseguenti  sta  alla  loro  difiè- 
renza. 

168  In  una  serie  di  rapporti  eguali  , la  somma  degli  ante- 

cedenti sta  alla  somma  de’ conseguenti  come  un  ante- 
cedente al  suo  conseguente. 

169  Se  si  moltiplicano  , terinme  per  termine  , diverse  pro- 

porzioni , i prodotti  saranno  in  proporzione. 

170  Dati  tre  termini  di  uni  prRporzione  , trovare  il  quarto. 
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Art.  II.  Problemi  dipendenti  dalle  propor- 


zioni.   120 

§.  I.  Della  Regola  del  Tre ivi 


1^1  Quistioni  proposte  per  dar  idea  della  regola. 

172  Riflessioni  sulla  proporzionalità. 

173  Regola  per  iniavolar  la  proporzione. 

174  Che  s'  intende  per  ragion  diretta  e ragione  inversa. 


175  Altri  problemi  per  esercizio. 

§.  Il,  Regola  del  Ire  composta laS 

176  Si  espone  un  problema  per  dar  idea  della  regola. 

177  Altro  problema  più  complicato. 

§.  III.  Della  regola  congiunta 129 


178  Si  espone  un  problema  per  dar  idea  della  regola. 

179  Si  applica  la  regola  al  càmbio  delle  monete. 

IV.  Problemi  d’ interesse,  e regola  di  sconto  . . i3i 

180  Si  dà  la  regola  per  trovare  l’ interesse  di  una  data 

somma. 

181  Come  si  trova  il  capitale  corrispondente  ad  una  data  ren- 

dita. 

i8a  Si  determina  quanto  vale  una  data  somma  dopo  un  an- 
no , c quanto  vale  attualmente  una  somma  di  cui 
non  si  può  disporre  che  dopo  un  anno. 

183  Lo  stesso  esame  nel  caso  che  il  tempo  fosse  minore  di 

un  anno. 

184  Del  pari  , quando  il  tempo  passa  1’  anno. 

185  Regola  di  sconto  , diretta  ed  inversa. 

V.  Regola  di  Società i35 

186  Problema  destinato  a far  conoscer  l'oggetto  della  Regola. 

187  Osservazioni  sulle  messe  de’Socii. 

188  Caso  in  cui  i capitali  non  son  tenuti  in  commercio  per 

lo  stesso  tempo. 

l8g  L'oggetto  della  Regola  è di  dividere  un  numero  in  parti 
proporzionali  ad  altri  numeri  dati.  Problema  relativo. 

§.  VI.  Della  regola  di  alligazione i38 

190  Oggetto  della  regola  , e problema  corrispondente, 
igi  Sua  applicazione  alle  leghe  metalliche. 

192  alla  misura  delle  distanze. 

CAPO  IX.  DELLE  MISURE l4«> 

fg3  Che  s'  intende  per  misura  , e quante  specie  di  misure 
vi  sono. 

ig4  Dipendenza  delle  misure  di  superficie  e di  volume  dal- 
1'  unità  lineare. 

195  Condizioni  affinchè  le  misure  formassero  un  sistema. 
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96  Quali  sono  le  misure  che  possono  chiamarsi  convenzio- 
nali. 

Art.  I.  Esposizione  delle  principali  misure 

in  uso 144 

/.  Misure  convenzionali ivi 


19^  Come  si  misura  il  tempo. 

Nota.  Sul  molo  apparente  del  Sole  , e su  i principali 
elementi  per  la  misura  del  tempo. 

198  Qual  è r unità  di  tempo. 

199  Della  divisione  della  circonferenza  del  circolo. 

aoo  La  parola  grado  si  applica  ancora  alla  divisione  degli 
strumenti  fìsici. 

Mota.  Sul  termometro. 


II.  Nuovo  sistema  metrico  di  Francia  . . . i5i 

aoi  Esposizione  del  sistema. 

aoa  Cambiamento  dell'  unità  secondo  1’  uso  cui  è destinata 
la  misura. 

ao3  In  un  numero  scritto  si  cambia  1’  unità  cambiando  di 
posto  la  virgola. 

2o4  Divisione  decimale  portata  nel  quadrante  del  circolo  e 
nel  tempo. 

io5  Determinazione  più  esatta  della  lunghezza  del  metro. 

uo6  Uso  attuale  del  sistema  metrico. 


§•  III.  Antiche  misure  di  Parigi 

307  Misure  di  lunghezza. 

308  Rapporto  fra  il  piede  e il  metro. 

209  Misure  di  superfìcie. 

310  di  volume. 

3ti  di  capacità  pe' liquidi. 

3*3  per  gli  aridi. 

ai3  Pesi.  ® 

ai4  Rapporti  fra  il  piede  e il  metro , fra  il  chilogrammo  e 
la  libbra. 


154 


%.  IV.  Sistema  di  misure  attualmente  in  uso  nella 

Francia i55 

ai5  Esposizione  delle  misure  attuali, 

5.  V . Misure  della  Citià  di  Napoli 157 

ai6  Misure  di  lunghezza. 

3*7  di  superfìcie. 

3ttt  di  capacità. 

^'9  di  volume  pe' solidi. 

320  Pesi. 
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IV.  Maniera  di  determinare  i rapporti  delle 
misure  fra  loro  e con  quelle  del  sistema  metrico, 

esposta  sulle  misure  di  Napoli i58 

all  Rapporti  delle  misure  col  palmo  cubo , e fra  loro, 
aaa  Ulililk  della  divisione  ordinata  in  questa  jicerca. 

3a3  Rapporti  approssimati  ed  espressi  in  numeri  semplici 
aelle  misure  di  Napoli. 

aa4  e aaS  Determinazione  de’  rapporti  delle  misure  di  Napoli  con 
quelle  del  sistema  metrico. 

Nota.  Sulla  condizione  delle  misure  di  Napoli. 

§.  VII.  Sistema  di  misure  di  Sicilia i63 

3i6  Misure  di  lunghezza. 

337  di  superfìcie. 

laU  di  capacìtk. 

aag  Pesi. 

5.  Vili.  De’  rt^porti  di  alcune  altre  principali  misure.  . ivi 
a3o  Utilità  della  conoscenza  de'  rapporti  che  le  misure  de’di- 
versi  paesi  hanno  con*  quelle  del  sistema  metrico. 
a3i  Misure  di  lunghezza  per  1'  uso  comune  delle  Cittk  prin- 
, cipalì,  riferite  al  caetro. 
a3a  Misure  itinerarie  riferite  al  chilometro. 
i33  Pesi  riferiti  al  chilogrammo. 

334  Come  da  questi  rapporti  si  ricavano  quelli  che  le  mi- 
sure hanno  fra  loro. 

Art.  II.  Moltiplicazione  de*  numeri  com- 
plessi della  medesima  specie 166 

a35  Caso  in  cui  si  debbano  moltiplicare  due  fattori  lineari 
espressi  in  decimali.  Come  si  legge  il  prodotto  in  mi- 
sure quadre  e come  si  cambia  1'  unita  principale. 

336  Le  stesse  considerazioni  pel  caso  di  tre  fattori  lineari 
espressi  in  decimali. 

337  e s38  Come  si  fa  la  moltiplicazione  di  due  misure  lineari  espresse 
in  numeri  complessi. 

3390340  Moltiplicazione  di  Uè  fattori  lineari  espressi  in  numeri 
complessi. 

341  Utililli  della  divisione  decimale  nelle  misure. 
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TRATTATO  ELEMENTARE 


D t 

ALGEBRA. 


PARTE  PRIMA. 


i.La  soluzione  di  un  problema,  come  facilmente  rile- 
vasi dalle  poche  quistioni  trattale  in  Aritmetica  , si  com< 

Sonc  di  due  parti  ; 1’  una  consiste  nel  determinare  la  scric 
clic  operazioni  da  farsi  sulle  quantità  date  per  trovare  quelle 
che  si  cercano,  l’altra  riducesi  all’esecuzione  eflctiivu  di 
queste  operazioni.  La  prima  parte,  dipendendo  dalle  relazioni 
iwc  r enunciato  del  problema  stabilisce  fra  lo  quantità  co- 
gnite e le  incognite , è comune  a tulli  i problemi  che  non 
differiscono  che  ne’ dati.  Or  quando  s’ introducono  nel  calcolo 
i numeri  particolari  relativi  al  problema  proposto  , sicco- 
me nel  risullamento  numerico  scomparisce  ogni  traccia  de- 
gli elementi  che  1’  han  prodotto  e del  modo  come  è stato 
ottenuto  ^ è necessario  in  ogni  quisiionc  simile  ripetere  il  ra- 
gionamento medesimo. 

Di  più  le  regole  per  eseguir  le  quattro  operazioni  , c le 
considerazioni  fatte  per  stabilirle,  alcune  son  relative  al  mudo 
di  rappresentare  i numeri , altre  dijiendono  da  principi!  gc- 
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ncrali  c da  propricià  comuni  a limi  i numeri.  Ora  per  di- 
mostrare le  propriclh  generali  de’  numeri  , essendo  necessa- 
rio un  simbolo  che  serva  di  sostegno  al  ragionamento  , si 
deve  in  Aritmetica  ricorrere  ad  esempi  particolari.  AQinchò 
una  dimostrazione  di  questo  genere  sia  riputala  esalta  conviene 
che  la  mente  conosca  che  il  ragionamento  è indipendente  dalla 
grandezza  de’ numeri  impiegati,  c che  polendosi  dir  lo  stesso 
sopra  qualunque  altro  esempio,  la  proprietà  è comune  a tul- 
t’i  numeri  possibili.  Ma  i numeri,  essendo  segni  a’ quali  va 
annessa  l’idea  di  un  determinato  valore,  non  sempre  son  propri 
a far  ravvisare  la  generalità  di  una  dimostrazione. 

3.  Tutto  ciò  che  nella  risoluzione  di  un  problema  o nella 
ricerca  delle  proprietà  de’  numeri  è indipendente  dal  valore 
particolare  de’  numeri  stessi , può  essere  eseguito  sopra  sim- 
boli generali.  G)rrispondono  assai  bene  all’  oggetto  le  lettere 
deiralfabeio  a,  b , c , d ,. . . E non  potendosi  su  di  esse  ef- 
fettuar le  quattro  operazioni  nel  senso  in  cui  si  eseguono  su  i 
numeri , si  adoperano  per  indicarle  i medesimi  segni  de’  quali, 
come  compendio  del  linguaggio  ordinario , abbiamo  fatto  uso 
in  Aritmetica  (n°  54).  Così  a 4-  ò («  più  ò)  indica  la  somma 
di  due  numeri  quaiuncjue  a a b\  a — b {a  meno  ò)  indica  la 
sottrazione  della  quantità  ò da  a;  axò  (a  moltiplicalo  per  b) 

indica  il  prodotto  di  a per  b a:b  ovvero  j ( « diviso  per 

b ) indica  la  divisione  da  farsi  di  a per  b ; finalmente  i 
segni  = , > , < corrispondono  alle  parole , eguale , mag- 
giore , minore. 

3.  La  scienza  che  considera  le  quantità  in  generale  senza 
determinarle  in  numeri , cioè  la  scienza  che  considera  i nu- 
meri indipendentemente  dal  loro  valore  c dal  sistema  di  nu- 
merazione, si  (^\a.vasì.  Algebra. 

* 

4.  Secondo  quesu  definizione  dell’  Algebra  , 1’  Aritmetica 
dovrebbe  consistere  solamente  nell’esposizione  delle  regole  per 
eseguir  le  operazioni'  sulle  diverse  .specie  di  numeri , e tutto 
dò  che  si  rapporta  a proprietà  generali  dovrebbe  rientrar  nel 
dominio  dell’  Àlgebra.  Ma  pare  impossibile  separar  questi  due 
rami  di  una  medesima  scienza.  Di  fatto  vi  sono  alcune 
operazioni  ( oltre  le  quattro  fondamentali  ) da  farsi  su  i 
numeri  che  si  trovano  riportale  nell’  Algebra,  perchè  han 
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bisogno  di  principii  diflìcili  a dimostrarsi  in  Aritmetica  • e 
viceversa  , molte  proprietà  generali  di  numeri,  che  riuni- 
rebbero più  chiare  co’  simboli  algebrici , si  trovano  espo- 
ste nell’ Aritmetica  , perchè  servono  di  sostegno  alle  dimo- 
strazioni delle  prime  operazioni  su  i numeri.  La  prima  parte 
del  presente  trattato  conterrà  perciò  diverse  cose  apparte- 
nenti ai  numeri , e può  esser  riguardata  o come  una  conti- 
nuazione dell’ Aritmetica  , o come  la  parte  che  serve  di  pas- 
saggio dall’  una  all’  altra  scienza. 


5.  Sebbene  i vantaggi  che  arrecano  le  lettere  e i segni  non  si  pos- 
sano interamente  apprezzare  die  dopo  averne  fatto  un  uso  esteso  e va- 
riato , pure  percorrendo  il  presente  trattato  si  riconoscerà  che  i principali 
ridiiconsi  a’  seguenti. 

1°  Le  lettere  potendo  rappresentare  quantità  cognite  ed  incognite , 1’  uso 
di  esse  permette  di  operare  sopra  le  quantità  incognite  come  se  fossero 
note  5 il  che  favorisce  T analisi  , e serve  mirabilmente  a distinguere  e 
separare  le  diverse  relazioni  che  l’enunciato  di  una  quisiione  stabilisce 
fra  le  quantità  date  e Quelle  che  si  domandano. 

2°  Scoperte  queste  relazioni  , lo  sviluppo  di  tutte  le  conseguenze  che 
ne  derivano  esigerebbe  una  serie  di  raziocinii  a’  quali  sarebbe  ditllicilc 
tener  dietro  senza  1’  uso  de’  segni  che  ne  conservassero  le  vestigio  , e 
per  mezzo  de’  quali  si  potesse  passar  senza  stento  dall’uno  all’oltro.  Per- 
ciò 1’  uso  de’  segni  rende  possibile  la  risoluzione  di  una  infinità  di  qui- 
stioni  complicate,  per  le  quali  le  teoriche  dell’  Aritmetica  sarebbero  in- 
sullGcienti. 

^ 3“  Trattandosi  inoltre  non  di  avere  il  valore  individuale  di  ciò  che 
si  cerca  , ma  la  serie  delle  operazioni  da  farsi  sulle  quantità  cognite  , 
i risultamenti  ottenuti  sono  applicabili  a tutti  i problemi  della  stessa 
natura  , cioè  che  dilferiscono  solo  pel  valore  de’ numeri  dati. 

4“  Le  operazioni  da  farsi  su  i numeri  essendo  rimesse  alla  fine  del 
calcolo  , si  ha  il  vantaggio  di  ridurle  al  minor  numero  possibile.  Si 
perviene  cosi  a conoscere  quali  sono  gli  clementi  più  semplici  pe’quali 
si  può  comporre  il  numera  incognito  per  mezzo  de’  cogniti  ; e si  sco- 
prono certi  rapporti  che  non  si  vedrebbero  operando  sopra  numeri  par- 
ticolari. 

5“  Un  risultamcnto  algebrico,  essendo  indipendente  dal  valore  de’ dati, 
comprende  tutti  i casi  di  cui  c suscettibile  la  quistionc  clic  vi  si  rap- 
porta , c la  conoscere  fra  quali  limiti  è possibile. 


a 
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CAPO  I. 

dell'  ALGOBITMO. 

6.  Le  combinazioni  de’  segni  relativi  alle  diverse  operazioni 
che  si  fanno  su  i numeri  danno  luogo  ad  alcune  riduzioni 
che  per  estensione  di  nomenclatura  si  chiamano  anche  col 
nome  di  addizione  , sottrazione  , moltiplicazione  e divi- 
sione, Esse  differiscono  da  quelle  dell’ Aritmetica, e consistono 
propriamente  in  una  trasformazione,  mediante  la  quale  un  certo 
numero  di  operazioni  da  prima  indicate  si  riducono  ad  altre 
più  semplici  o meglio  appropriate  allo  stato  della  quistioue, 
c che  danno  lo  stesso  risultameiito.  Il  complesso  delle  regole 
relative  a queste  riduzioni  è ciò  che  costituisce  1’  algoritmo 
algebrico. 

Passeremo  perciò  a trattare  partitamente  delle  operazioni 
dipendenti  da’  segni  + , — , X , I > ^ 

ARTICOLO  I. 

Addizione  e sottrazione, 

7,  La  somma  di  più  quantità  a , b , c , d s'  indica  riu- 
nendole col  sogno  +,  e si  ha  a-^-b-^c-^  d.  Siccome  b — c in- 
dica la  difl'eroiiza  delle  due  quantità  bcc,  se  alla  quantità 
a si  deve  aggiuugorc  la  differenza/» — c,  si  scriverà  «-{-(A — o), 
o più  semplicemente  a-f-A — c.  E di  fatto  evidente  che  deve 
aversi  lo  stesso  risultamcnto  , o che  la  quantità  c si  tolga 
prima  da  e poi  il  resto  si  aggiunga  ad  a , o che  la  stessa 
quantità  si  tolga  dopo  aver  aggiunto  b ad  a.  Si  vede  ancora, 
ime  se  alla  quantità  a — A-j-c  si  deve  aggiungere  la  quan- 
tità d-\-e — -f,  si  dovrà  scrivere  (a — ° 
semplicemente  a — b-f-c-f-d-j-e—/^ 

Un’  espressione  algebrica , composta  di  più  parti  separate 
da’  segni  + o — j si  chiama  polinomio  ; e le  parti  suddette  si 
cliiamaiio  termini.  Si  chiamano  in  particolare  monomi,  bi- 
nomi, trinomi,  le  espressioni  composte  rispettivamente  di 
uno , o di  due , o di  tre  termini. 

8.  Se  da  a si  deve  sottrarre  la  quantità  b , si  scriverà 
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a — b.  Cliiamando  c il  resto  di  questa  sottrazione  , si  arra 
a — b~c.  Quando  a è uguale  a b , non  vi  sarà  resto  , ossia  il 
resto  sarà  nullo.  Per  indicar  con  segni  questa  circostanza,  si 
è convenuto  di  scriver  a — «=o. 

Il  zero  in  Àlgebra  è in  generale  impiegato  per  rappresentar  il  nul- 
la ; perciò  si  dice  che  7 — 7 è uguale  a zero.  Quantunque  1’  ufìcio  di 
questa  cifra  sia  ora  diverso  da  quello  che  fa  in  Aritmetica,  vi  è nondi- 
meno tra  l'uno  e l’altro  una  certa  analogia  ; perchè  ivi  è destinato  ad 
occupare  in  uu  numero  il  posto  delle  cifre  che  maucauo,  e qui  ad  occu- 
par quello  di  una  quantità  che  manca  perchè  divenuta  nulla. 

9.  Si  debba  ora  da  a sottrarre  la  quantità  b — c.  Si  do- 
vrebbe scrivere  a — (A — c),  indicandosi  cosi  che  bisogna  pren- 
der prima  la  differenza  b — c e poi  sottrarre  questa  differen- 
za da  a.  Or  dico  che  questa  operazione  equivale  a quella  in- 
dicata da  a — b-\-c.  In  fatti  sottraendo  da  a la  quantità  b si 
viene  a sottrarre  una  quantità  che  supera  la  vera  di  tante 
unità  per  quanto  ne  sono  in  c ) per  conseguenza  il  resto  sarà 

Eiu  piccolo  di  c unità  ; il  vero  resto  sarà  dunque  a — b-{-c. 

iò  si  renderà  più  evidente  os.servando  che  il  resto  a — A-f-c 
aggiunto  alla  quantità  da  sottrarsi  A — c , dee  riprodurre  la 
quantità  a;  la  qual  co»i  col.  fatto  si  avvera  , perchè 
a — A-J-c-|-A — cz=a,  essendo  A — A=o,  c — c=o.  Quindi  se  da 
a — A-j-c — d si  deve  sottrarre  , il  risuliaiuento 

sarà  a-b+c—d—e-y'-j-g—A 

Segue  da  ciò,  che  per  sommare  un  polinomio  con  un  altro 
si  scriveranno  i termini  1’ uno  dopo  l’altro  co’ segni  che  han- 
no ; e per  sottrarre  un  polinomio  da  un  altro  si  scriveranno 
i termini  cangiando  il  segno  a quelli  del  polinomio  da  sot- 
trarsi. 

IO.  Allorché  le  quantità  da  sommarsi  sono  eguali , si  è 
convenuto  di  scrivere  una  sola  volta  la  quantità  con  un  nu- 
mero innanzi  , che  indicn  quante  volte  la  medesima  entra 
nella  somma.  In  vece  di  scrivere  si  scrive  3a.  11 

numero  3 indica  che  a si  deve  ripeter  tre  volte,  ed  equivale 
perciò  al  prodotto  di  3 per  a.  Questo  numero  si  chiama  coe/^ 
jicìente. 

Da  ciò  risulta,  che  l’espressione  3rz-J-5a,  equivalendo  ad 
( «-f-a-f-o  ) -|-  ( , si  può  scrivere  8a  ; pari- 

mente aA-f-oA  equivale  a 5A,  qa —'óa  c Io  stesso  che  4«.  £ 
termini  che  contengono  la  stessa  lettera  c che  non  dilleii- 
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scolio  se  non  nel  coelfieieiilo  si  dicono  simili.  Perciò  i lerinin* 
simili  che  entrano  in  un  polinomio  si  riducono  ad  un  soio) 
che  ha  per  eoefiicicnie  la  semina  o la  differenza  de’  coef- 
. lìcicnti  de’  termini  suddetti  secondo  che  hanno  lo  stesso  se”no 
o segno  diverso.  Si  tenga  presente  in  questa  riduzione  che  un 
termine  che  non  ha  codlieientc  si  considera  aver  per  coeffi- 
ciente 1 ; perciò  a+Su-j-ya — 5a  si  riduce  a 6a. 


11.  La  somma  e la  sottrazione  de’  polinomi  si  ridurrebbe 
ad  una  semplice  indicazione,  se  non  avesse  luogo  ordinaria- 
mente la  riduzione  de’  tennioi  simili.  Dovendosi  sommare 
aa-56-i~5c  con  a-3^^-5ic-f-f/,si  ha  aa-5&-f-5c-f-a-3ù-f-2c-{-d 
che  si  riduce  a 5a — 6Z»-j-yc-|-d.  Parimente  dovendosi  da 
aa — 33-j-2c  sottrarre  a — 5l>-\-ac  si  ha  aa — 3b-\-ac — a-^-Sb-ac 
che  si  riduce  ad  a-i-ab.  Questa  operazione,  cioè  la  riduzione 
de’  termini  sìmili , è quella  per  la  quale  si  passa  da  un  si- 
stema di  operazioni  aa  un  altro  più  semplice  c che  dà  lo 
stesso  risultamcuto  (n»6).  _ . _ 

Nella  somma  o sottrazione  de’  polinomi  , in  vece  di  scri- 
vere i termini  1’  uno  dopo  1’  altro  e poi  far  le  riduzioni , 
giova  seguire  un  metodo  analogo  a quello  posto  in  uso  ne’  nu- 
meri , scrivere  cioè  1’  un  sotto  1’  altro  i termini  simili  e fare 
immediatamente  le  riduzioni.  Ciò  concorre  a render  più  breve 
e più  facile  l’ operazione.  Eccone  un  esempio. 


5n  — (3c+  d 

za— c 

Sii — aZ>-p3c  +y 

7<i  ?/ 

Suiniua  lya-p  è-p4'-  + 5d-|- 

la.  Occorre  talvolta  che  di  un  polinomio  se  ne  vogliono 
far  due  parti  che  sottratte  lo  riproducono.  Si  scriverà  allora 
la  seconda  parte  cangiando  i segni  a’  termini  che  la  compon- 
gono. Per  es.  il  polinomio 

Sa — ab-^-ijc — 4d — 
con  questa  veduta  si  scriverà 


Sa—ab-j-jc—  (4d-f3/-/7) 
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A R T.  II. 

Delie  quantità  negative. 

l3.  Si  è gih  avuta  occasione  di  osservare  ( n°  8 ) che  la 
maggior  sottrazione  che  si  possa  fare  da  una  quantità  è quella 
di  sottrarla  da  se  stessa;  e che  perciò  « — «,  A — A,  5 — 5 sono 
diversi  modi  come  rappresentare  lo  zero.  Ma  se  la  quantità 
da  sottrarsi  è maggiore  di  quella  da  cui  si  deve  sottrarre  , 
r operazione  diviene  impossìbile.  Da  3 non  si  può  sottrarre 
5 , nè  da  8 sottrarre  i5.  Stando  però  alla  convenzione  dei 
segni,  il  resto  di  questa  sottrazione  è 3 — 5;  perchè  que- 
sto resto  aggiunto  a 5 riproduce  il  numero  3.  Ora  3 — 5 si 
può  scrivere  3 — ( 3-i"  a ) ovvero  ( n°  8 ) 5 — 3 — 3 ; e siccome 
0 — 3=0  , questo  resto  diverrà  — 3.  Si  poteva  pervenire  a 
questo  rìsultainento  , rovesciando  1’  ordine  dell’  operazione  , 
cioè  sottraendo  3 da  5 , e dando  al  risultamento  il  segno  — . 
Dunque  una  quantità  isolata  che  trovasi  affetta  dal  segno  — 
si  può  considerare  come  il  risultamento  di  una  sottrazione 
eseguita  rovesciando  1’  ordine  de’  termini  ; ed  è propriamente 
ciò  che  bisognava  aggiungere  alla  quantità  da  diminuirsi  per 
render  possibile  la  sottrazione,  o per  aver  un  risultamento  zero. 

Ciò  e conforme  alle  cose  cui  le  quantità  si  possono  rap- 
portare. Supponiamo  che  uno  abbia  un  credilo  di  i3  du- 
cati , e un  debito  di  5 ; è evidente  che  la  somma  di  cui  può 
considerarsi  possessore  è i3 — 5 ovvero  8.  Ma  se  al  contrario 
avesse  5 di  credito  e i3  di  debito  e si  volesse  sapere  di  qual 
somma  è possessore,  si  avrebbe 6— 1 3 ovvero — 8.  Ora,  stando 
da  vicino  alla  quistione,  si  vede  che  siccome  il  debito  è mag- 
giore del  credito,  egli  dee  rimanere  in  debito;  e perciò  cer- 
cando qual  è il  debito  che  gli  rimane  si  trova  i5— 5 ovvero 
8.  La  cifra  8 nel  primo  caso  rappresenta  credito,  nel  secondo 
dcl)ilo.  Per  cui  se  8 di  credito  è rappresentato  da  -f-8,8  di 
debito  dev’c.sscre  da  — 8,  e viceversa;  cioè  — 8 di  credito 
sono  la  stessa  cosa  che  8 di  debito.  Si  può  dunque  una  quan- 
tità insignire  del  segno  — , per  farle  esprimere  che  la  cos;i 
cui  si  riferisce  ha  un  modo  di  esistere  direttamente  oppo- 
sto a quello  della  cosa  rappresentata  dalla  stessa  quantità  al- 
fctta  dal  seguo  + ; in  guisa  che  le  due  quantità  -j-n  e- 


“LS  c — 8 sommale  si  distruggono.  Tal  è il  carattere  che  ac- 
quistano le  quantità  , allorcuò  i segni  della  somma  c sot- 
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trazione  si  considerano  come  riuniti  alle  qnaniiih.  Si  può  dun- 
que a — b riguardare,  o come  un’espressione  indicante  che  da 
a si  vuol  sottrarre  b , o pure  come  la  somma  delle  due  quan- 
tità -J""  ® Questa  riunione  de’ segni  alle  quantità  ha  dato 
luogo  ad  una  distinzione  nelle  medesime,  chiamandosi  quan- 
tità positive  quelle  precedute  dal  segno  -f- , e negative  quelle 
precedute  dal  segno  — . 

14.  L’  addizione  e la  sottrazione  delle  quantità  negative 
Isolate  si  esegue  con  le  medesime  regole  ( n°  g ).  Vale  a dire 
se  ad  a si  vuole  aggiunger  ■ — ^ st  avrà  per  risuliamento 
a — b ; e se  da  a si  vuol  sottrarre  — b,  si  ottiene  a-\-b.  In  ef- 
fetti essendo  b — b=o,  la  quantità  a si  potrà  esprimere  per 
a-\-b — b.  Ora  avendo  fatto  entrare  nella  composizione  della 
quantiià  a le  quantità  -f-A  e — b , per  sottrarre  una  di  que- 
ste basterà  cancellarla.  Cancellando  -^b  si  ha  a — e eaneel- 
lando  — b si  ha  a-{-b. 

La  sottrazione  ha  in  questo  caso  lo  stesso  senso  che  in 
Aritmetica,  in  quanto  che  il  resto  unito  alla  quantità  sottratta 
dee  riprodurre  1’  altra  quantità  ; ma  non  porta  diminuzione 
come  ne’  numeri , del  pari  che  la  somma  delle  quantità  al- 
gebriche non  porta  aumento.  Si  vede  in  fatti  che  la  somma 
delle  quantità  -f-«  e — b corrisponde  ad  una  sottrazione  a — b, 
c la  sottrazione  delle  stesse  quantità  equivale  ad  una  somma 
a-\-b. 

Stante  dunque  la  distinzione,  cui  l’uso  de’  .segni  ha  dato  ori- 
gine, in  quantità  positive  e negative  , 1’  addizione  c la  sot- 
trazione algebrica  Lanno  un  senso  molto  più  esteso  di  quello 
che  avrcblicro  su  i numeri.  La  riunione  di  due  numeri  di 
segno  diverso  è sempre  1’  iiidicaziouc  di  una  sottrazione,  ma 
il  resto  è della  stessa  natura  del  numero  più  grande. 

1.^.  I termini  di  un  polinomio  si  pos.sono  scrivere  con  qua- 
lunque ordine  , purché  si  dia  a ciascuno  il  segno  che  gli 
compete  ; essendo  evidente  che  quando  alle  lettere  si  sosti- 
tuiscono i numeri , con  qualunque  ordine  si  eseguano  le  ope- 
razioni indicate  da’segni,  il  risultamcnto  finale  dev’ esser  sem- 
jire  Io  stesso.  Nello  scrivere  un  polinomio  si  suole  cominciare 
ordinariamente  da  un  termine  positivo,  nel  qual  caso  si  lascia 
il  segno Se  dunque  il  primo  termine  è senza  segno,  s’ in- 
tenderà che  abbia  il  segno 
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i6.  Se  da  un  numero  qualunque  , 5 per  es. , si  lolgono 
successivamente  i numeri  i , a , 3 , 4 > ^ > ce.  si  hanno  i 
risultamenti 

4}3ja}Xj  Oj  ' X j ■ a ^ ' 5 ^ ec* 

Su  la  considerazione  che  il  resto  debba  esser  tanto  più  piccolo 

3uanto  piu  grande  è il  numero  che  si  sottrae  dall’altro,  suol 
irsi  che  le  quantità  positive  sono  maggiori  di  zero  e le  nega- 
tive minori  ; c che  una  quantità  negativa  è tanto  più  piccola 
quanto  più  grande  è il  suo  valore  assoluto.  Ma  bisogna  bene 
intendere  il  senso  di  queste  due  proposizioni  ; perchè  non  po- 
tendosi concepire  una  quantità  minore  di  zero  cioè  del  nulla , 
si  debbono  esse  riguardare  come  un  modo  di  dire,  concilia- 
bile con  r origine  da  cui  le  quantità  negative  si  fanno  risul- 
tare , e conforme  alia  dicitura  usata  nel  linguaggio  ordina- 
rio. Di  fatti  abbiamo  detto  che  se  3 di  credito  è rappre- 
sentato da  -f-  5 , 5 di  debito  il  sarà  da  — 3.  Ebbene  , suol 
dirsi  che  chi  ha  3 di  debito  si  trova  in  peggiore  circostanza 
di  chi  nulla  possiede,  perchè  acquistando  3 non  possederà 
nulla  ; e perciò  si  dice  che  prima  avea  meno  del  nulla. 

Ma  quelle  proposizioni  non  possono  reggere  quando  alle 

anantità  negative  si  dà  un  esistenza  assoluta  cioè  indipendente 
alla  sottrazione , vale  a dire  che  si  dà  il  segno  -|-  o — 
a quantità  di  una  data  specie  per  esprimere  il  doppio 
senso  nel  quale  debbono  prendersi.  1 numeri  4^  3,  a,  x,o, 
• — I , — a,  — 5,  ec.,  quantunque  abbiano  origine  da  una  me- 
desima operazione,  non  formano  una  sola  serie , ma  due  serie 
distinte  di  quantità,  che  partendo  dallo  zero  procèdono  in 
senso  opposto  e possono  crescere  indefìnitamentc.  Le  cose 
concrete  cui  le  dette  serie  si  riferiscono  hanno  un  modo  di  esi- 
stere opposto  , sicché  due  termini  ugualmente  distanti  dallo 
zero  sommati  insieme  si  distruggono. 

X7.  Le  quantità  negative  suppongono  le  positive,  cioè  hanno 
un  senso  quando  si  sa  ciò  che  rappresentano  le  positive  cor- 
rispondenti ; giacché  non  si  è rappresentata  per — a una  quan- 
tità, se  non  perchè  si  è fatta  entrare  nel  calcolo  una  classe 
di  quantità  fra  le  quali  se  ne  trova  una  che  può  esser  rap- 
presentata da-f>a.  1 numeri  astratti  son  tutti  necessariamente 
positivi.  E in  generale,  anche  trattandosi  di  numeri  concre- 
ti , una  quantità  negativa  isolala  clic  non  si  può  rapportare 
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alla  positiva  corrispondente  non  ha  senso,  e si  riguardurit  come 
simbolo  algebrico  dovuto  alla  combinazione  de’  segni.  Così 
trattandosi  di  guadagni,  — 3 indicherà  una  perdila  sol  pcrcliè 
un  guadagno  equivalente  è stato  rappresentato  da -{-3.  Ma  se  si 
trattasse  di  un  numero  d’uomini,  il  numero  — 7 non  potrebbe 
esser  interpretalo  , perchè  un  numero  d’  uomini  non  ha  la 
quantità  che  possa  riguardarsi  in  un  modo  di  esistere  oppo- 
sto. Dovendosi  dunque  sottrarre  11  da  4>  nel  caso  che  que- 
sti due  numeri  o sieno  astratti  o si  rapportino  a cose  che  non 
ammettono  il  doppio  modo  di  esistere,  la  sottrazione  si  riguar- 
derà come  impossibile.  Si  può  nondimeno  eseguir  1’  opera- 
zione , e,  ritenere  il  — 7 come  un  simbolo,  il  quale,  sottomesso 
ad  altre  operazioni  c posto  in  combinazione  eli  altre  quantità, 
può  dare  risultamcnii  possibili  ed  utili. 

18.  Per  far  meglio  intender  la  dilFcrcnza  che  passa  fra  le 
quantità  positive  e negative  , osserveremo  che  due  quantità 
SI  dicono  omogenee  o della  stessa  specie,  quando  una  di  esse 
ripetuta  un  certo  numero  di  volle  può  eguagliare  o superare 
l’altra.  Ora  una  quantità  negativa  per  quante  volle  si  aggiunga 
a sò  stessa  , nel  senso  preciso  della  parola  , non  potrà  mai 
divenir  quantità  positiva.  Esse  son  dunque  quantità  eteroge- 
nee. Ma  questa  eterogeneità  è ben  diversa  da  quella  che  esi- 
ste fra  cose  concrete  di  diversa  specie,  come  un  peso  c una 
linea.  Essa  è tale  che  due  quantità,  una  positiva  e l’al- 
tra negativa,  non  si  possono  paragonare  per  formarne  un  rap- 
porto, il  quale  è sempre  un  numero  astratto  e perciò  positi- 
vo, ma  possono  esser  sommate  o sotiraiic. 

19.  Un’espressione  m — x,  può  rappresentare  una  quantità 
positiva , negativa  0 nulla  secondo  che  x sarà  minore,  mag- 
giore o eguale  ad  m.  Facendo  dunque  crescer  x indefinita- 
mente dopo  un  dato  valore  h minore  di  m,  si  ha  una  serie 
di  valori  che  saranno  da  prima  positivi  e andranno  sempre  di- 
minuendo , poi  diverranno  negativi  e sempre  crescenti.  Suc- 
cederebbe il  contrario  se  si  avesse  x — //i,  perchè  sup[ioncmlo 
da  prima  x=o , si  ha  — m , e poi  facendo  crescer  x , la  dif- 
ii-renza  diminuisce  in  valore  assoluto , fino  a che  si  ha 
-x; — m=o.  Continuando  a crescer  x si  hanno  de’valori  positivi 
sempre  crescenti.  Ciò  posto, s’intende  per  limite  di  una  quantità 
variabile  un  valore  determinato  eJ  invariabile  verso  il  quale 
la  della  quantità  si  va  avvicinando  senza  mai  arrivarvi.  Così 
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dicendo  che  la  qiianiiià  m — x , allorché  varia  x,  ha  per  li- 
mile zero , si  vuole  inlcndcre  che  questo  è il  valore  verso  il 
quale  si  approssima  continuamente  senza  potervi  mai  giunge- 
re. Quando  dunque  il  zero  si  riguarda  come  limite,  si  suppone 
che  m — X conservi  sempre  un  valore  che  può  divenir  minore 
di  qualunque  quantità  assegnabile.  Appena  anzi  si  vuol  sup- 
porre che  tocchi  il  zero  , e che  continui  a decrescere , co- 
mincia un’  altra  serie  di  quantità  di  ordine  diverso.  Dunque 
il  zero  è il  limile  delle  quantità  positive  o negative  decre- 
scenti. E se  una  quantità  variabile  può  passare  per  tutti  gli 
stati  di  grandezza,  c quindi  anche  può  divenir  zero,  allorché 
passa  per  zero  deve  cangiar  di  segno. 

ART.  m. 

Della  Moltiplicazione. 

30.  Si  è detto  ( n"  4 ) che  aXà  indica  il  prodotto  di  a, 
per  ù.  Si  può  anche  scrivere  a.ò,  o ab  senza  alcun  segno. 
Secondo  questa  convenzione  il  prodotto  de’làtiori  a , b , c , 'd 
si  scriverà  abed  ; e se  questo  prodotto  si  dovesse  ripeter 
tre  volte,  si  farebbe  uso  del  coefficiente,  scrivendo  "babed. 

Il  prodotto  di  più  monomi  che  hanno  lettere  diverse  s’in- 
dica scrivendo  le  lettere  1’  una  dopo  l’altra.  Perciò  abey^de 
= abede.  Se  questi  hanno  coefficienti  , se  ne  farà  imme- 
diatamente il  prodotto.  Perciò  babyqcd  dovrebbe  secondo 
la  regola  essere  scritto  bab'^cd.  Ma  polendosi  invertir  1’  or- 
dine de’  fattori  senza  che  il  prodotto  cangi , secondo  si  é 
dimostrato  ( Arilm.  n”  26,  Uh),  si  potrà  mettere  in  prin- 
cìpio il  fattore  7 e scrivere  r]  .babed  ovvero  nabcd.  Si  av- 
verta che  quando  i fattori  sono  numeri  il  segno  di  mol- 
tiplicazione e indispensabile,  come  ne’ due  fattori  7.5  dcl- 
P esempio. 

21.  Quando  un  prodotto  contiene  fattori  eguali , si  è con- 
venuto di  scrivere  una  sola  volta  questo  fattore  e d’indicare 
con  un  numero  a destra , posto  un  poco  al  di  sopra , quante 
volle  la  quantità  entra  come  fattore.  11  qual  numero  si  chiama 
esponente.  Perciò  in  vece  di  aaaa  si  scrive  a”* , e 4 è l’espo- 
nente di  a.  Bisogna  non  confonder  l’ esponente  col  coclli- 
cienic  ; a’  c 3a  son  due  quantità  diversissime^  e in  fatti  se 
a— 3 , sarà  «'=125  mentre  3«=l5. 
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Uua  Ictlcra  cbc  non  La  esponente , si  considera  aver  per 
esponente  i • 


sa.  Una  quantità  moltiplicata  più  volte  per  sè  stessa  si 
cLiaina  potenza  ; 1’  esponente  indica  il  srado  della  potenza. 
Così  a’ , a* , a*  , ec.  sono  la  seconda  , la  terza , la  quarta 
potenza  di  a.  La  seconda  potenza  si  cLiama  quadrato  e la 
terza  cubo  , per  la  relazione  che  hanno  con  le  fìgure  distinte 
sotto  questo  nome  in  Geometria  ( V.Aritm.n®  ig4  ).  La  quan- 
tità a rispetto  alle  sue  potenze  si  chiama  radice  y a è la 
radice  terza  di  a^  e la  quinu  di  In  generale  si  chiama 
radice  di  un  numero  quel  numero  che  moltiplicalo  per  sè 
stesso  tante  volte  per  quanto  è il  grado  della  potenza  meno 
una  riproduce  il  numero  proposto.  Perciò  3 è fa  radice  terza 
di  37  , perchè  moltiplicalo  2 volte  per  sè  stesso  riproduce 
37  ; 3 è la  radice  quinta  di  53,  perchè  moltiplicandolo  4 
volte  per  sè  stesso  si  ha  32. 

Quando  si  vuole  indicare  un’estrazione  di  radici  da  farsi  , 
s’ impiega  il  s^no  , apponendo  al  di  sopra  un  numero 
che  indica  il  grado  della  radica  La  radice  quinta  di  53  s’in- 
° 5 .3 

dica  scrivendo  ; la  radice  terza  di  n è indicata  da 

Quando  si  tratta  di  radice  quadrata  si  tralascia  il  3 , che  do- 

vrcbhc  indicare  il  grado.  Perciò  )/ 16  è lo  stesso  che 


33.  Essendo  a^x^^=^oay.aa=aaaaa  , sarà 
Parimente  il  prodotto  .3a'^>Vx«*^<i?X4«^'^^'=i3a'^'crf',cioè 
per  fare  il  prodotto  de’  monomi  si  debbono  sommare  gli 
esponenti  delle  stesse  lettere  , supponendo  l’ esponente  1 a 
quelle  che  non  ne  hanno  (n°3i). 


24.  I termini  di  un  polinomio  per  esser  simili  ( n°  10  ) 
debbono  avere  le  stesse  lettere  con  gli  stessi  esponenti.  I ter- 
mini simili  si  riducono  ad  un  solo  sommando  o sottraendo  i 
coefiìcienti.  Perciò  -f-  Sa^bd  -f-  ^a''bd  ==-qa'bdy 
— qa^b'czss. — i^^b'c. 

Quantunque  i fattori  che  entrano  in  un  prodotto  si  pos- 
sano scrivere  con  qualunque  ordine  , si  costuma  di  scriverli 
secondo  1’  ordine  alfabetico,  a meno  che  non  vi  sia  qualche 
|•agiouc  in  contrario;  c ciò  principaliucnic  per  conoscer  con 
prontezza  i termini  simili.  Perciò  si  scriverà  di  preferenza 
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a^bc'd , c non  bdiPc'  o in  altro  modo.  II  cocQicicnlc  nu- 
merico si  mene  sempre  in  principio. 

a5. 11  numero  de’  fattori  semplici  che  entrano  in  un  mono- 
mio, escluso  il  coefficiente,  ne  stabiliscono  il  grado.  Perciò 
4a’òc  è un  termine  di  quinto  grado,  aa'b  di  terzo,  ec;  in  gene- 
mie  il  grado  di  un  monomio  e eguale  alla  somma  degli  espo- 
nenti aelle  lettere  che  lo  compongono.  I termini  dello  stesso 
grado  si  chiamano  omogenei  ; ed  omogonea  si  chiama  un’e- 
spressione composta  tutta  di  termini  dello  stesso  grado.  li 
coefficiente , quantunque  sia  anche  un  fattore  di  un  pro- 
dotto , non  influisce  sul  grado.  L’  espressione  'bc^b , essen- 
do un  compendio  di  a’6  -j-  c^b  •+  c^b , è di  terzo  gra- 
do (*). 

36.  Finora  nel  fare  il  prodotto  de’  monomi  non  abhiam  te- 
nuto conto  del  segno.  Per  far  conoscere  quale  dev’  esser  il 
segno  del  prodotto  , quando  tra  i fattori  ve  ne  sono  de’  ne- 
gativi , esporremo  prima  il  modo  come  si  esegue  la  molii- 
cazione  d^  polinomi. 

11  prodotto  di  due  polinomi  s’ indica  racchiudendoli  tra  pa- 
rentesi. Volendo  per  es.  indicare  che  bci^-\-bc — cP  si  deve 
moltiplicare  per  30* — ihcr\-l^d  si  scriverà 
(3a*+òc— cP  Vsa’ — 3Òc-|-4cd).  Questo  prodotto,  ch’è  scm- 

{dicemente  indicato,  può  trasformarsi  in  un  polinomio  cquiva- 
ente;  ed  in  ciò  consiste  propriamente  la  moltiplicazione  al- 
gebrica. 

Si  debba  in  primo  luogo  moltiplicare  a-f-ò  per  c-\-d.  Si 
tratterà  di  ripeter  le  diverse  parli  del  moltiplicando  tante 
volte  per  quante  unità  si  contengono  nelle  diverse  parli  del 
moltiplicatore , se  queste  son  tutte  intere  ; e se  vi  sono  fra- 
zioni , prender  del  moltiplicando  le  parli  indicate  dal  mol- 
tiplicatore. Ora  il  prodotto  di  a-j-ò  per  c è ab-\-bc,  quello 
di  a-\-b  per  d è ad-^bd  ; la  somma  di  questi  due  prodotti 
parziali,  cioè  aò-f-òc-f-ad-f-òcf , è il  prodotto  totale. 

Se  poi  deve  moltiplicarsi  a — b per  c ; è chiaro  che  se  si 


(’)  Il  grado  di  un  termino  si  è cliiani.-iio  aiiclic  ilinii-tisi'onc.  M.a  ijuc- 
sta  denominazione  avendo  origine  dalla  («eoineliia  è ilifellosa,  (terdiè, 
i corpi  non  potendo  aver  più  di  tre  diineusiutii  , non  si  può  estendere 
al  di  là  della  terza  diiucusioue. 
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5 rendesse  il  prodollo  eli  a per  e in  vece  di  prender  quello 
i a diminuito  di  ^ , si  avrebbe  un  risuliamenio  maggiore 
del  giusto  , trovandosi  moltiplicate  per  e tutte  le  unità  o 
parti  di  unità  rappresentate  da  i e che  doveano  preceden- 
temente togliersi  da  a;  perciò  il  prodotto  esatto  sara  oc — bc. 

Si  debba  ora  moltiplicare  a — b per  e — d.  Prendendo  il 
prodotto  di  a — b per  e,  si  troverà  la  quantici  a — b ripetuta 
tante  volte  di  più  per  quante  unità  o parti  di  unità  si  do- 
veano toglier  da  e , cioè  questo  prodotto  supererà  il  vero  per 

3uanto  è il  prodotto  di  a — b per  d che  è ad  — bd.  Il  pro- 
otto richiesto  sarà  dunque  la  dilTcrcnza  di  questi  due  pro- 
dotti parziali  , cioè  ac — bc — ad  -|-  bd.  Ora  — bc  risulta  da 
— by,c  , — ad  da  ax — d , e -^bd  da  — by, — d ; quindi  si 
ricava  la  regola  , che  il  prodotto  ha  il  segno  -j-  quando  i 
termini  hanno  lo  stesso  segno , e il  segno  — quando  lo 
hanno  diverso. 

La  regola  de’  segni  si  enuncia: 

•f  per  + dà  4- , -l-  per  — dà  — , — per  + dà  — , — per  — dà  +. 

27.  Questa  regola  si  avvera  ancora  per  le  qiuntità  isola- 
le. In  effetti  polendo  ciascuna  delle  Iciicrc  n , ^ , e , d ri- 
cevere un  valore  qualunque,  si  potrà  prima  supporre  c=o, 
d’  onde  risulta  -f-  « X — d=  — ad]  poi  anche  a = o,  da  cui 
si  ha — bx — d=-i~bd.  Ma  il  ragionamento  impiegalo  per  otte- 
nere il  prodotto  di  a — b per  c—d,  supponendo  essenzialmente 
che  a e e non  sicno  zero  , e che  sia  , C^d,  non  può 
più  servire  quando  queste  restrizioni  non  hanno  luogo. 

Per  esaminare  intanto  ciò  che  debba  succedere  in  questi 
casi  , si  osserverà  che  -)-a  moltiplicato  pcr-f-^  deve  dare  ne- 
cessariamente -j-aó  , e — deve  dare  — ab,  giacché  si 
tratta  di  prender  della  quantità  -f-a  e — a o un  multiplo  o 
una  parte  indicata  da  b.  E però  dilGciic  concepire  quale  possa 
essere  un  prodollo  il  cui  moltiplicatore  e negativo.  Per  in- 
tenderlo, supponiamo  che  si  debba  moltiplicare  -^a  per  m — x. 
Se  xC^m  il  prodotto  sarà  senza  dubbio  -f-nm — ax.  Facendo 
crescere  il  valore  di  x si  che  la  dilTerenza  m — x vada  dimi- 
nuendo, il  prodollo  diminuirà  ancor  osso,  e diverrà  tanto 
più  piccolo  quanto  più  si  va  impicciolendo  il  moltiplicato- 
re ; si  manterrà  positivo  fìnchè  //i>ar  , e sarà  zero  quando 
x=m.  Facendo  dunque  passare  x per  tutti  gli  stati  di  gran- 
dezza , il  prodotto  seguirà  le  stesse  fasi  del  moltiplicatore  , 
e cangeranno  tutti  due  di  segno  quando  passano  per  lo  zero. 
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Quindi  se  il  prodotto  di  -j-a  per  m — » è positivo  quando 
xc^niy  dev’ esser  negativo  quando  ar>m.  Masi  può  ad m — x 
sostituire  nel  primo  caso  una  quantità  essenzialmente  positi- 
va -j-ó  e nel  secondo  una  quantità  negativa  — 6 ; perciò  se 
il  prodotto  è -{-aò , l’altro  -t-ax — ^ dev’ esser 

— aò.  Per  la  stessa  ragione  se  il  prodotto  — «X“H^è — ab, 
l’altro  — aX — b dev’ esser  •\-ab. 

Quindi  la  regola  de’  segni  ha  luogo  anche  per  le  quantità 
negative  isolate. 

a8.  Da  quanto  si  è detto  risulta  che  per  moltiplicare  due 
monomi  fra  loro  si  deve  fare  il  prodotto  de’ coefficienti,  scri- 
ver le  lettere  V una  dopo  Faltra  con  un  esponente  eguale 
alla  somma  di  quelli  che  hanno  ne’  fattori , e dare  il  se- 
gno -f-  * fattori  hanno  lo  stesso  segno , e il  — se  lo 

hanno  diverso. 

Il  prodotto  poi  di  due  polinomi  si  fa  moltiplicando  cia- 
scun termine  del  moltiplicatore  per  tutti  i termini  del  mol- 
tiplicando , e seguendo  nella  moltiplicazione  di  ciascun 
termine  la  regola  relativa  a monomi. 

Per  metter  un  certo  ordine  nella  formazione  del  prodot- 
to , e per  render  più  facile  la  riduzione  de’  termini  simili , 
si  dispongono  i termini  secondo  le  potenze  decrescenti  o cre- 
scenti di  una  medesima  lettera  ; il  che  dicesi  ordinare  un 
polinomio.  I termini  simili,  a misura  che  si  ottengono,  si  scri- 
vono l’uno  sotto  l’altro,  siccome  mostra  il  seguente  esempio. 

Moltiplicando  Za!* — 70*4* — V* 

Moltiplicatore  aa*+3o’4 — 4’ 

proti,  per  aa’  6a’ — — art’4’ 

per  3a'4  +ga*4 — 6a®4’  4-2ia''4*  — 3a*4' 

per — 4*  ' + aa*4‘' — 3(i^4* — 70*4* -J-4’ 

Prod. tot. ridotto  6a^+5a®4-j-  8o®4’  + i!3a‘'4’ — ioa’4“+4^ 

29.  Ecco  alcune  poche  cose  da  notare  intorno  alla  molti- 
plicazione. 

/”  Quando  nel  prodotto  non  avvengono  riduzioni,  se  m od 
n sono  rispettivamente  il  numero  de’  termini  de’  fattori  , il 
numero  de’  termini  dei  prodotto  è mn. 

2®  Quando  i fattori  son  polinomi  omogenei,  lo  sarà  anche 
il  prodotto. 
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3°  Non  sempre  Lt  moltiplicazione  effettiva  de’  polinomi  è 
necessaria;  riuscendo  spesso  più  utile  l’indicarla  col  racchiu- 
dere i polinomi  tra  parentesi.  Bisogna  dunque  rimetter  l’ese- 
cuzione di  questa  operazione  al  più  tardi,  e quando  la  natura 
del  calcolo  1’  indicheiù  come  indispensabile;  delle  quali  co- 
noscono , il  solo  esercizio  nelle  operazioni  algebriche  può 
rendere  istrutto. 

4“  Si  tengano  presenti  i seguenti  prodotti 

( a±ò  ) ^=a‘±  aab+b^  , 
(a+b)(a-b)=a^-b^, 

de’ quali  si  ha  spesso  occasione  di  valersi. 

ART.  IV. 

Della  divisione. 


3o.  Abbiamo  detto  che  la  divisione  di  a per  b si  può  in- 
dicare scrivendo  ^ ovvero  a\b.  Un’espressione  algebrica  si 


dice  intera  quando  non  presenta  indicazione  di  divisione  da 
farsi  , e frazionaria  nel  caso  contrario.  Ora  in  vece  d’ in- 
dicare una  divisione  , si  può  in  molti  casi  eseguire,  c allora 
si  ha  per  oggetto  di  determinare  un’espressione  algebrica  in- 
tera cne  moltiplicata  pel  divisore  riproduca  il  dividendo. 


3i.  Il  quoziente  di  un  monomio  diviso  per  un  altro  dev’es- 
scr  formato  di  tutti  i fattori  del  dividendo  i quali  non  si  tro- 
vano nel  divisore.  Per  es.  dovendo  dividere  oabed  per  "òbd , 
il  (quoziente  sarà  evidentemente  ac  ; se  si  ha  i5a''ò’c’rf  da 
dividersi  per  Sa’A’,  il  quoziente  sarà  5à^c'd.  Siccome  il  quo- 
ziente moltiplicato  pel  divisore  deve  dare  il  dividendo,  si  se- 
guirà rispetto  a’  segni  la  regola  data  per  la  moltiplicazione , 
cioè  il  quoziente  avrà  il  segno  -f-  o — secondo  che  il  divi- 
dendo e il  divisore  hanno  lo  stesso  segno  o diverso.  Da  ciò 
rbulta  che  il  quoziente  di  un  monomio  diviso  per  un  altro 
si  ottiene  ; dividendo  il  coefficiente  del  dividendo  per  quello 
del  divisore  , scrivendo  le  lettere  che  sono  nel  dividendo 
e non  sono  nel  divisore  , omettendo  quelle  che  essendo 
comuni  hanno  lo  stesso  esponente  , e scrivendo  le  altre 
lettere  comuni  con  un  esponente  eguale  aW  eccesso  di 
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quello  del  dividendo  su  quello  del  divisore  , e dando  il 
segno  -f-  o — secondo  che  il  dividendo  e il  divisore  hanno 
lo  slesso  segno  o il  segno  contrario^ 


53.  AHincbc  dunque  la  divisione  di  un  monomio  per  un 
altro  sia  possibile,  conviene  : /"  che  il  coclficionie  del  divi- 
dendo sia  divisibile  per  quello  del  divisore;  che  gli  espo- 
nenti delle  lettere  che  sono  nel  dividendo  sieno  eguali  o 
maggiori  di  quelli  che  affettano  le  stesse  lettere  nel  divi- 
sore ; che  il  divisore  non  contenga  alcuna  lettera  che  non 
si  trovi  nel  dividendo. 

Quando  queste  condizioni  non  .si  avverano  , la  divisione 
s' indicherà  sotto  forma  di  frazione.  Dovendosi  dividere  3a’6V 


per  si  scriverà 


ba'bul’ 


33.  Se  un  polinomio  sì  dee  dividere  per  un  monomio , è 
necessario  che  il  monomio  sia  fattore  comune  di  tutti  i termini 
del  polinomio  ; e T operazione  si  farà  col  dividere  ciascun 
termine  del  dividendo  pel  monomio  dato. 

Per  es.  il  polinomio  — i diviso  per  a’A 

dà  3aé’c — laAc’+gc'*.  Questo  modo  di  dividere  serve  per 
mettere  in  evidenza  un  fattore  comune  a tutti  i termini  di 
un  polinomio.  11  polinomio  proposto  si  può  dividere  per 
3«’òc  , e dà  per  ^^oziente  aò’ — 4òc’q-3c^  ; perciò  si  può  scri- 
vere 3«’òc  ( aò’— -4òc’q.3c’  ) : decomposizione  utilissima  in 
molti  casi. 

34.  Un  monomio  non  può  esser  divisibile  per  un  polino- 
mio; perchè,  se  ciò  fosse  possibile,  il  quoziente  dovrebite  essere 
almeno  un  monomio,  e questo  moltiplicalo  pel  divisore  da- 
rebbe almeno  un  binomio. 

35.  La  divisione  di  un  polinomio  per  un  altro  ha  per  og- 
getto di  trovare  un  altro  polinomio  che  moltiplicato  pel  di- 
visore riproduca  il  dividendo.  Questo  dunque  , afiinohè  la 
divisione  sia  possibile  , dovrà  esser  composto  della  somma  di 
lutt’  i prodotti  parziali  che  risultano  moltiplicando  ciascun 
termine  del  quoziente  per  luti’  i termini  acl  divisore.  Ma 
siccome  in  due  polinomi  ordinali  similmente  rispetto  alle 
potenze  di  una  medesima  lettera  il  primo  termine  del  pro- 
dotto non  è soggetto  a riduzioni  e contiene  necessariamente 
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Ja  più  alla  o la  più  l>assa  potenza  della  lettera  principale  , 
così  viceversa  quando  i due  polinomi , dividendo  e divisore, 
sono  ordinali  rispetto  alle  potenze  decrescenti  o crescenti  di 
una  medesima  lettera  , il  primo  termine  del  dividendo  dee 
necessariamente  risultare  dal  primo  termine  del  divisore  pel 
primo  termine  del  quoziente  ordinato  allo  stesso  modo.  Di- 
videndo perciò  il  primo  termine  del  dividendo  pel  primo  ter- 
mine del  divisore , scguenilo  la  regola  per  la  divisione  de’  mo- 
nomi, si  otterrà  il  primo  termine  del  quoziente.  Moltiplicando 
il  divisore  pel  termine  ottenuto  del  quoziente,  si  ha  il  primo 
de’  prodotti  parziali  di  cui  dev’  esser  composto  il  dividendo. 
Per  conseguenza,  sottraendolo  dal  dividendo,  il  resto  conterrà 
i prodotti  che  risultano  dal  divisore  moltiplicato  per  tutti 
gli  altri  termini  del  quoziente.  Questo  resto  adunque  dev’es- 
ser  consideralo  come  un  nuovo  dividendo  , il  quale  trovasi 
ordinato  pure  rispetto  alla  stessa  lettera  del  divisore.  Si  di- 
viderà il  primo  termine  di  questo  secondo  dividendo  pel  primo 
termine  del  divisore , e si  otterrà  il  secondo  termine  del  quo- 
ziente. Moltiplicando  il  divisore  pel  nuovo  termine  ottenuto, 
e sottraendo  il  prodotto  dal  secondo  dividendo,  si  otterrà  im 
resto  che  dovrà  esser  consideralo  come  un  terzo  dividendo 
sul  quale  converrà  operare  nel  modo  stesso.  Si  rileva  facil- 
mente che  con  questo  procedimento  si  vengono  a toglier  dal 
dividendo  i diversi  prodotti  parziali  de’  rjuali  è composto. 

Da  quanto  si  è dello  risulta  la  seguente  regola  per  la  di- 
visione de’  polinomi. 

Si  ordinano  i due  polinomi  rispetto  alle  potenze  decre- 
scenti o crescenti  di  una  medesima  lettera  ; si  divide  il 
primo  termine  del  dividendo  pel  primo  del  divisore  ; si 
moltiplica  il  divisore  pel  termine  ottenuto  del  quoziente , 
e il  prodotto  si  sottrae  dal  dividendo  ; si  divide  il  primo 
termine  del  resto  pel  primo  termine  del  divisore , e si  ha 
un  secondo  termine  del  quoziente.  E così , continuando  a 
divider  sempre  il  primo  termine  de'  resti  successivi  pel 
primo  termine  del  divisore  , si  otterranno  tutti  i termini 
del  quoziente. 

L’  operazione  si  dispone  come  nella  divisione  de’  numeri. 
Per  render  più  facili  le  riduzioni  , i prodotti  successivi  del 
divisore  pe’  termini  del  quoziente  che  debbono  esser  sottratti 
da’  ri.spetlivi  dividendi  parziali  , si  scriveranno  co’ segni  cam- 
biali. Ecco  un  esempio. 
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Diviiore 

3n'— 7n>i+5ai’— i* 


nivij.  — S.jrt’i’ +44'*’^”  — 

— 6fi*4-l4«'*A — ion'A*4-  7.a'b^ 

+ 1 5a  *A  — — 10(10“*  -}-36^ 

— l5a^A+35a’A’ — ^ab"* 


la'  ^^•Sa/>~3b'  Quoz. 


— ga'i’  + ^ln’/»'* — l :jnA^+3i' 
+ ga^b' — aio’6’+ i5nA*— 3A* 

o 


I polinomi  si  trovano  già  ordinali  ; in  caso  diverso  biso- 
gnerebbe ordinarli  scrivendoli  di  bel  nuovo.  Dividendo  il 
primo  termine  6a*  del  dividendo  pel  primo  termine  3n*  del 
divisore , si  ha  za'  per  primo  termine  del  quoziente.  Si  sot- 
trae dal  dividendo  il  prodotto  del  divisore  per  questo  ter- 
mine del  quoziente  , il  che  si  fu  scrivendone  i termini  col 
segno  cambiato  sotto  il  moltiplicando , e facendo  le  riduzioni. 
Si  ha  così  il  primo  resto  che  si  considererà  per  un  nuovo 
dividendo.  Diviso  il  suo  primo  termine  i5a^6  pei  primo  ter- 
mine del  divisore  , si  ha  il  secondo  termine  del  quoziente; 
e operando  come  col  primo  termine  , si  ha  il  secondo  resto 
— ga"6^-f-aia’A’ — ec.  Dividendo  il  primo  termine  del  dello 
resto  pel  primo  termine  del  divisore  , si  ha  il  terzo  termi- 
ne— del  quoziente.  E sottraendo  dal  terzo  dividendo  par- 
ziale il  prodotto  di  questo  termine  pel  divisore , si  ha  un 
resto  nullo.In  conseguenza  an’-f-5a3 — 3i’è  il  quoziente  esatto. 


56.  Se  il  dividendo  e il  divisore  contengono  più  termini 
afieiti  dalla  medesima  potenza  della  lettera  rispetto  alla  quale 
sono  ordinati  , questi  termini  si  riuniranno  in  un  .solo  met- 
tendo per  fattore  comune  la  lettera  principale.  Per  es.  se  in 
un  polinomio  ordinato  ri.spclto  alla  lettera  x si  trovano  i 
termini  a^x“* — à^òx‘'-{-ab^x‘* — , questi  si  riuniranno  in 
un  solo,  scrivendo  ( é' — a'^b-{-ab'—a^')x^.  La  quantità  rac- 
chiusa tra  parentesi  per  un’  estensione  di  nomenclatura  si 
chiama  il  coefficiente  di  In  generale  in  un  polinomio  or- 
dinato secondo  le  potenze  di  una  lettera  qualunque  x,  tutte 
le  quantità  , quali  esse  sicno , che  moltiplicano  le  diverse 
potenze  di  (questa  lettera  si  chiamano  i suoi  coefficienti.  Un 
polinomio  dt  qiiesta  .specie  si  suol  rappre.seniare  per 

ec.  indicando  con  le  lettere 
> * 
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maiuscole , de’  coefficienti  letterali  positivi  o negativi , che  pos- 
sono essere  anche  de’  polinomi. 

Supponiamo  che  si  debba  dividere  il  polinomio  Ax^-\-Bx' 
•\-C:r-{-Dx-{-E  per  È chiaro  che  la  più  alta 

potenza  di  x nel  quoziente  dev’  esser  ; perchè  se  conte- 
nesse un  termine  con  x-' , questo  termine  moltiplicato  per 
JUx^  darebbe  un  termine  con  x’,  mentré  la  più  alta  potenza 
di  X nel  dividendo  è x'’.  11  quoziente  sarà  dunque  un  po- 
linomio della  forma  Qx’  JRx  -J-  S.  Ora  moltiplicando 
Jlfx’  -f-  Nx  -+-P  per  Qx’-|-i?x-|-iS,  il  primo  termine  del  pro- 
dotto è MQx^  ; e siccome  questo  termine  non  può  ridur- 
si con  nessun  altro  del  prodotto , deve  esser  necessaria- 
mente eguale  al  primo  termine  ^x'*  del  dividendo  ; cioè  si 

ha  A=MQ  e quindi  ^ = Se  dunque  A eA  M sono  due 

polinomi , si  ordineranno  rispetto  alle  potenze  di  un’  altra 
lettera  , si  divideranno  l’uno  per  l’altro,  e si  oiteriù  il  primo 
termine  Qx'  del  quoziente.  Si  proseguirà  poi  l’operazione  come 
nel  caso  ordinario. 

Ecco  un  essempio.  Per  comodità  si  scrivono  in  colonna  i 
diversi  termini  de’  coeQicienti  complessi. 


, f 6a* 

x*+  7a* 

X — 5a* 

3a|x>|-5a'  1 

\-l-5<iA 

-f  i3a*A 

+aa’A 

— aA  — xab  } Divisore 

«•u.  /_6A* 

— oA* 

+ P 

+4a*A* 
— xaP 

+ A' 

+ i*  1 

( 

+3A1*+  ? } 

— 10O* 

— 5fl6l  + 4<**^ 

•I-6&*  ' — 

— i5a*& 
4-  6oA’ 
_ 3A* 


/ — 3a* 

I ’ìa'h 
a'divid.  / + 

r — -xb^ 


+ 3a* 

— "xa'h 

— Zah' 
+ ai’ 


X — 5o' 

+4«’f 

— anA* 

+ 

x+5a'^ 
— xa^h 
+ o'A> 
— 4«'A* 
+a  a P 
— 


I*  divisione  parsiak. 
Za—xb 


6a*+5oA — 6A* 

— 6a*-j-4a^ 

poi — 6À* 
— gab-i-Sb' 


xa+Zb 


a*  divisione  paniate. 


—Za^+xa*b+Zab'—xP 

+3o’ — ao*A  

+ 3oA*-'-A^ 
+3<tA‘+3A' 


3fl+aA 

T'-i-** 
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57.  Vi  è un  caso  a considerare  , ed  è quello  in  cui  il  di- 
videndo contiene  qualche  lettera  che  non  si  trova  nel  divi- 
sore. Vi  è allora  vantaggio  nell’ ordinare  il  divisore  rispetto  a 
questa  lettera,  perchè  così  ridiicesi  l’operazione  a dividere  se- 
paratamente ciascun  coefficiente  di  questa  lettera  , pel  di- 
visore. In  eSetii  il  quoziente  dovendo  contenere  la  lettera 
principale  con  le  stesse  potenze  con  cui  si  trova  nel  divi- 
dendo, ogni  coefficiente  del  quoziente  moltiplicato  pel  di- 
visore dev’  esser  uguale  al  corrispondente  coefficiente  del  di* 
videndo.  Sia  per  es.  da  dividere 


(4«‘— 5a’A-^-4oA* — 

per  3a  — b.  Dividendo  ciascun  coefficiente  per  aa  — b ai 
trova  per  quoziente 

(aa +(a* — 2ai+6*)ar*  +(a’— i’)*  +a' 

In  vece  di  seguire  il  metodo  ordinario  nella  i*3‘e  4*  divi- 
sione si  possono  facilmente  trovare  i quozienti  osservando:  i* 
che  4n* — b',  essendo  la  differenza  di  due  quadrati,  è uguale 
a (aa — i)  (aa-j-ó);  a°  che  aa'* — a'’6 — aai®-f-ó*=a*  (aa — b) 
— b^{ aa — b) = (a* — 6’X — ^)i  = “X  — ^)* 

Queste  decomposizioni  in  fattori  sono  utilissime  in  molti  casi,  e 
l’esercizio  nel  calcolo  algebrico  le  fa  fàcilmente  scoprire, 
quando  sono  possibili. 


38.  Se  nel  corso  dell’  operazione  si  perviene  a un  resto  , 
il  cui  primo  termine  non  è divisibile  pel  primo  termine  del 
divisore,  la  divisione  esatta  è impossibile.  Sia  data  la  se- 
guente divisione. 


— 3a*’—  — a**+  o'*,  aj* — Sax-i-a* 

— ax^+5(ix* — a’x* 

' x'+iax-^-ia' 


1”  resto  ■ -t-aax* — 6<i’x’ — a’x+  a'* 

— aax*  + I on’x’  — an'x 


a resto 


+ — 3(j’x4-  a' 


3°  resto  + 7a'x — 

Pervenuti  al  terzo  resto  , non  si  può  andar  più  innanzi  per- 
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cLè  il  primo  termine  r^a^x  non  è divisibile  per  2x'  primo 
termine  del  divisore.  Per  avere  il  quoziente  esatto,  vi  si  ag- 
giunge, come  ne’ numeri,  un’espressione  frazionaria  che  ha 

Cr  numeratore  il  resto  e per  uenominatore  il  divisore.  Si 
in  questo  caso 


ai*— 3ajc* — 5a*x’ — +a* 
ai* — 5ax+a' 


la  quale  trasformazione  è spesso  vantaggios;i. 

ISon  sempre  però  l’ impossibilità  della  divisione  esatta  si 
riconosce  dall’  incontrare  un  resto  che  non  è più  divisibile 
pel  divisore.  Avviene  anzi  in  qualche  caso  che  per  quanto 
si  prolunghi  la  divisione , il  primo  termine  de’  resti  è sem- 
pre divisibile  pel  primo  termine  del  divisore.  Ecco  un  esem- 
pio di  questo  caso 

I — 5i+7a-*—  3i’+  i^i  I 

— 1+4^ — 7 

— 1+  i’ — 3i’q-  i'* 

• + I — 4'^’  "f 

— 3i*  + 3i^  + I* 

+3i* — lai’  + iSi^' 

— 91^+191* 

£ facile  il  ravvisare  in  questa  divisione  che  il  primo  termine 
del  resto,  qualunque  esso  sia,  sarà  sempre  divisioile  pel  primo 
termine  del  divisore.  Ora  si  potrebbe  credere  che  prolungan- 
do convenientemente  1’  operazione  si  possa  giungere  ad  avere 
un  quoziente  esatto.  Ecco  perciò  alcuni  criteri  per  giudicare 
se  la  divisione  si  può  far  esattamente;  cioè  se  esiste  un  poli- 
nomio composto  di  un  numero  limitato  di  termini  che  mol- 
tiplicato pel  divisore  riproduca  il  dividendo. 

r**  Allorché  il  dividendo  e il  divisore  sono  ordinati  rispetto 
alla  medesima  lettera  bisogna  in  primo  luogo  osservare  se  il 
primo  e l’ ultimo  termine  del  dividendo  sieno  rispettiva- 
mente divisibili  pel  primo  ed  ultimo  termine  del  divisore, 
essendo  impossibile  che  la  divisione  si  faexia  esattamente 
«piando  questa  condizione  manca.  Ciò  dipende  da  che  i po- 
linomi si  possono  ordinare  rispetto  alle  potenze  decrescenti  o 


*.T — 3l*— €C. 
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crcsccnii  di  una  ntedesiiiia  Icltcra  , c quello  che  è primo 
termine  in  un  caso  diventa  1’ ultimo  nell’altro,  o al  contra- 
rio. L’ inversa  di  questa  proposizione  non  è vera. 

• 3°  Siccome  la  stessa  osservazione  vale  per  ciascun  divi- 

dendo parziale , così  quando  nel  corso  dell’  operazione  si 
arriva  a un  resto  il  cui  primo  termine  non  è divisibile  pel 

E rimo  termine  dei  divisore  , la  divisione  esatta  è impossi- 
ile. 

Quando,  i polinomi  sono  ordinati  secondo  le  potenze 
decrescenti  di  una  medesima  lettera  si  deve  arrivare  neces- 
sariamente o ad  un  resto  nullo  , o ad  un  resto  il  cui  primo 
termine  non  è più  divisibile  pel  primo  termine  del  divisore. 
In  fatti  in  o^ni  resto  diminuendo  almeno  di  un’  unità  1’  e-- 
sponente  della  lettera  principale  , quando  non  si  arriva  ad 
un  resto  nullo  si  dee  necessariamente  trovare  un  resto  in  cui  il 
primo  termine  contiene  la  lettera  principale  con  un  esponente 
minore  di  quello  che  ba  nel  divisore,  e perciò  il  primo  non 
è divisibile  pel  secondo. 

^ In  ogni  divisione  si  sa  anticipatamente  qual  è il  minimo 
o massimo  esponente  della  lettera  principale  nel  quoziente. 
Per  cui , se  arrivati  a questo  termine  non  si  è avuto  un  resto 
nullo  , è segno  che  la  divisione  esatta  è impossibile.  Nell’e- 
sempio di  sopra  se  la  divisione  potesse  farsi  esattamente  , il 
quoziente  non  dovrebbe  contenere  una  potenza  più  grande  di 
X'  , eguale  alla  differenza  fra  il  massimo  esponente  del  divi- 
dendo e quello  del  divisore.  Ora  arrivati  al  terzo  termine — 3x’ 
e non  avendo  avuto  un  resto  nullo  , la  divisione  non  potrà 
farsi  esattamente. 

ó°  Se  nel  divisore  vi  è qualche  lettera  che  non  si  trova 
nel  dividendo , la  divisione  esatta  è impossibile  ; perchè  non 
può  esistere  un  polinomio  che  moltiplicato  pel  divisore  vi 
faccia  scomparire  una  delle  lettere. 
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Delle  frazioni  algebriche  o letterali. 


5g.  Dicesi  frazione  algebrica  ogni  espressione  che  si  pre~ 
sema  sotto  la  stessa  forma  con  cui  si  scrivono  le  frazioni  nu- 

roeriebe.  Tali  sono  le  espressioni  ^ Esse  sono 

r indicazione  di  una  divisione  che  o non  si  può  o non  si 
vuole  effettuare.  I nomi  di  termini  di  una  frazione  , nume-~ 
ratore  e denominatore , hanno  nelle  frazioni  algebriche  lo 
stesso  significato  che  nelle  numeriche. 

40.  La  riduzione  delle  frazioni  alla  loro  più  semplice  espres^ 
sione  mediante  la  soppressione  de’ fattori  comuni,  essendo  In^' 
dipendente  da’  valori  particolari  de’  termini  che  le  compon- 
gono , sarà  applicabile  alle  frazioni  algebriche  del  pari  che 
alle  numeriche.  Le  frazioni  algebriche  monomie  presentano 
però  il  vantaggio  di  far  conoscere  a colpo  d’  occhio  i fat- 

3o’i’c  . j 

5?F3  " 

immediatamente  che,  esseudo  a b^  nn  fattore  comune  de’ suoi 
termini , riducesi  a Parimente  la  frazione  . si 

W 


tori  comuni.  In  fatti  nella  frazione  ( n"  3a  ) 


riduce  a 


3a'*V 

Se  avverrà  che  tutti  i fattori  del  numeratore 


si  trovino  nel  denominatore  , si  scriverà  1’  unità  nel  nunte- 
3o*6  ...  1 


ratore  ; perciò 


si  riduce  a 


3a’’b'‘c 

Si  vede  dunque  che  per  ridurre  una  frazione  algebrica  nio-< 
nomia  alla  sua  piìi  semplice  espressione  , bisogna  : togliere 
i fattori  comuni  da’  coefficienti  secondo  le  regole  dell’  A- 
ritmetica  , sopprimere  le  lettere  comuni  che  hanno  lo  stesso 
esponente , e dare  alle  altre  cornuni  un  esponente  eguale 
alla  loro  differenza , scrivendole  dove  si  trova  la  tetterà 
con  r esponente  maggiore. 

Quando  i termini  son  polinomi , la  riduzione  alla  più 
semplice  espressione  dipende  dalla  ricerca  dei  massimo  co- 
mun  divisore  ira  due  polinomi  , di  cui  ci  occuperemo  in 


seguito. 
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41.  Pulemlosi  in  of^ui  caso  cM'^uirc  ia  tuilraiion*  , col  ri- 
lener  come  siinlwlo  il  resto  quando  la  soUrazioiie  è iinpcwi- 
Lile  (n"  17  ),  si  potrà  pure  in  ogni  caso  eseguir  la  divisione 
per  mezzo  della  sottrazione  degli  esponenti.  Applicando  le 

dette  regole  all’  espressione  si  ha  per  quoziente  a'6~'\ 

Ma  secondo  la  i-egola  della  riduzione  di  una  frazione  alla  più 

semplice  espressione  si  ha  ^ , perciò  sarà  — = a‘b~^ , da 

cui  si  ricava  Dunque  una  quantità  coll’  espo- 

nente  negativo  è uguale  all’  unità  divisa  per  la  quantità  stessa 

coll’esponente  positivo.  Da  ciò  risulta  che^^  =a*:  — =a’6'; 

perciò  una  lettera  si  può  passare  dal  numeratore  al  de- 
nominatore o viceversa  , canihiaudo  il  sogno  dell’  espo- 
nente. 

Si  scrive  ordinariamente  una  quantità  con  l’esponente  ne- 
gativo per  presentare  sotto  forma  intera  un’  espressione  fra- 
zionaria. 

Si  sa  che  ^ = 1 e in  generale  ^ = 1.  Ora  secondo  le  re- 
gole della  divisione  — = a"~"  = a” , dunque  a”  = X , cioè 

qualunque  quantità  coll’  esponente  zero  è uguale  all’  unità. 
Come  dunque  si  può  rappresentar  lo  zero  per  o— a,  b — 6,  ec. 
si  può  1’  unità  rapi^resentare  per  a°  , ò"  , ec.  Questo  modo 
di  scriver  1’  unità  e spesso  utile  per  conservar  la  traccia  di 
una  lettera  o quantità  che  scomparirebbe  nel  corso  del  cal> 
colo. 

E importante  il  notare,  come  il  sogno  — adoperato  in  ori- 

fine  \>er  indicare  ia  sottrazione,  riunito  alle  quantità  ha  dato 
ungo  alla,  distinzione  fra  quantità  positive  c negative.  La  con- 
venzione di  rappresentar  le  potenze  per  mezzo  degli  espo- 
nenti sembrava  esiger  che  l’ esponente  fosse  intero  positivo 

c maggiore  di  1;  ma  le  eguaglianze  — = = a°=i 

fan  conoscere  che  1’  esponente  può  passare,  per  tutti  gli  stati 
di  grandezza  , e perciò  fa  dare  a questo  segno  un  significato 
più  esteso  di  quello  che  gli  si  era  da  principio  attribuito. 
E questo  uno  de’  grandi  pregi  del  linguaggio  algebrico , 
di  prender  cioè  da  sè  stesso  tutta  la  geneiaìità  di  cui  è su- 
scettibile , essendo  impossibile  limitarlo  al  significalo  particu- 
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Jare  dato  da  prima  a certi  simboli  : verità  cLc  avremo  in  se- 
{juito  occasione  di  confermare. 

4a.  Avendo  1’  Algebra  i segni  per  indicare  la  somma  o ia 
sottrazione  , basterà  nella  moltiplicazione  e divisione  indicare 
e non  elTettnare  la  somma  e la  sottrazione  degli  esponenti  ; 
il  che  avviene  di  necessità  quando  gli  esponenti  sono  lettere. 

Bisogna  tener  presente  che  a"*’  = a . a" , a“~*  = --  • 

43.  Le  quantità  con  esponenti  negativi  si  calcolano  con  le 
medesime  regole.  Infatti 


o \ ai 

a-fyiai  = _ X «*  = — = , 

or  af 

e q — p è la  somma  di  y e — ; 

a”  a-f  Xa~’=  — X-^  = — = , 

ap  a’  aP*t 

e — (p+q)  è la  somma  di  ~~p  c — q ; 

3°  a-f  : a~f  = — : ~ =— = a~/^ , 

af  a’  OP  ’ 

e —p-\-q  è la  differenza  di  — p e —q. 

Dunque  la  regola  di  sommare  gli  esponenti  delle  stesse  let- 
tere nella  moltiplicazione  ( n°  n3  ) , e di  sottrarli  nella  di- 
visione ( n°  3i  ) , ha  luogo  anche  con  gli  esponenti  nega- 
tivi. 

Fa  d’uopo  osservare  che  con  gli  esponenti  negativi  la  mol- 
tiplicazione equivale  a una  divisione , c viceversa  ; del  pari 
che  la  somma  di  a e — 3 equivale  ad  una  sottrazione,  e vice- 
versa. Cioè,  come  nel  senso  più  esteso  e generale  l’addizione 
comprende  la  sottrazione , così  la  moltiplicazione  comprende 
anche  la  divisione. 


44.  Quando  un  polinomio  è ordinato  secondo  le  potenze 
decrescenti  di  una  medesima  lettera  , gli  esponenti  negativi 
debbono  seguir  1’  ordine  assegnato  alle  grandezze  ( n°  16)  ; 
cioè  venire  dopo  l’ esponente  zero  , e andar  crescendo  in  va- 
lore assoluto.  Ecco  un  polinomio  di  questa  specie; 

il  quarto  termine  è rf , ma  vi  si  mette  x**  che  c uguale  a 1 , 
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Kr  moslrar  l’ordine  con  cui  decrescono  gli  esponenti  della 
lera  x , rispetto  alla  quale  il  polinomio  è ordinato. 

45.  Le  quattro  operazioni  sulle  frazioni  algebriche  si  ese- 
guono come  sulle  numeriche. 

g a .i  a+A  _ 

^ c ^ c ^ c ’ 

o o c e ac>/  + l>,f—  bde 

® 5 /■“  ■ 


bJf. 


■Jimr 

Sà^ 


t*  mn  pq  mp  ^bedm' ■{■  xactimn — Sabtipq  -\-iabcmp 

“A  ' 6aA*  aoAc  ' /{ubd  xia'b'cd 


30  , A ac  , A ac+A 

aj3-  = — = 

c c c c 

4°  reciprocamente  si  ha 

a*  — 3aA  + Ac  a*  3aA  ^ Ac  a 


aac 


2ac  tac  %ac  ac  ac 


3A  ^ A 


_n  a . , a . oc  n ^ , c ac 

5 ^ X *=«,^  Xc= -,  - X ^ = 


• a ^ a . c a</ 

” i'  ~ Tc^  b'  d~  b^’ 

Ecco  alcune  trasformazioni  per  esercizio  di  calcolo. 
ab 


a — 


-i- 


a+A  ab  _ 

a— A “ +A 


(2oA — A*  \ ✓ aaA+n’  \ 

^ ^ J (a—òy  (a+^y 

=c-^)‘=G-o(^+o‘=a-o‘ 
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Quest*  ultimo  esempio  fa  conoscere  come  una  stessa  espres- 
sione si  può  metter  sotto  molle  forme  tutte  egualmente  sem- 
plici. È di  grande  importanza  lo  esercitarsi  a queste  trasfor- 
mazioni. Spesso  un  semplice  cambiamento  di  forma  in  una 
espressione  può  esser  sorgente  delle  più  belle  verità. 


46.  Sarà  utile  1’  osservare  che  un’  espressione  frazionaria 


è più  generale  di  un’espressione  intera.  In  fatti  con  si  può 

rappresentare  una  quantità  positiva  o negativa  , intera  o fra- 
zionaria. Quest’  espressione  può  passare  dal  positivo  al  nega- 
tivo o cangi  di  segno  il  numeratore  o il  denominatore.  Se 


il  denominatore  è c<»tante  e si  ha  la  frazione 


, facen- 


do variare  x , questa  quantità  andrà  dal  positivo  al  negativo 
e viceversa  passando  per  lo  zero  , come  se  fosse  una  quan- 
tità intera  ( n*  iq). 

Supponiamo  che  il  numeratore  sia  cosuinte  e rappresen- 
talo da  a ; si  avrà  la  frazione  . Sia  da  primate;»,  la 
quantità  sarà  positiva  , c si  conserverà  tale  Gnchè 

Facendo  crescere^,  quando  = n , si  ha  -.  Continuando  a 
crescere  y , la  quantità  ■ diverrà  negativa  , e diminuirà 

continuamente  in  valore  assoluto  a misura  che  diviene  più 
grande. 

Si  tratta  d’ ìnierpetrare  il  simbolo  A tal  oggetto  sup- 
poniamo che  n — y divenga  successivamente  — , — ^ ~ — , 

* j a *®  1000  ’ 

, ec.  ; la  quantità diverrà  loa,  looa,  loooa,  looooa, 

10000  ' * n—y  j j 7 7 

ec.  Dunque  quanto  più  piccola  diviene  la  differenza  n — y,  tanto 

più  grande  sarà  il  valore  di  . Ma  questa  differenza  ha  per 

limite  zero  , perciò  - è il  limite  degli  accrescimenti  della 

frazione  proposta , vale  a dire  è il  simbolo  di  una  quantità 
maggiore  di  qualunque  quantità  assegnabile;  il  che  si  esprime 
con  dire  che  la  frazione  è uguale  all’  infinito.  L’ infinito 
matematico  esprime  l’ impossibilità  di  assegnare  il  valore 

della  frazione  con  qualunque  quantità  per  quanto  gran- 
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de  si  voglia  supporre.  L’ infinito  si  rappresenta  col  carattere 


oo 


: e si  ha  - s=  oo. 
o 


SI 


Bisogna  non  dimenticare  che  nell’  espressione  — 

suppone  che  la  diflerenza  n—y  vada  sempre  diminuendo, 

e che , quando  si  scrive  - , il  zero  del  denominatore  rap- 

]>resenti  non  il  zero  assoluto  ma  il  limite  verso  cui  tende 
a quantità  n — y.  E siccome  n — y non  può  mai  arrivare  al 
limite,  deve  supporsi  che  fra  n ed^  vi  sia  sempre  una  dif- 
ferenza , differenza  minore  di  qualunque  quantità  assegnabile. 

Allora  “ rappresenta  un’  altro  limite,  cioè  una  quantità  mag- 
giore di  qualunque  assegnabile.  Se  fosse  esattamente  n=y , 
cioè  se  7Z  ed  ^ non  fossero  variabili  ma  fossero  espressioni 
numeriche  sulle  quali  fatte  le  debite  operazioni  risultasse 

n=y  , r espressione  ^ non  avrebbe  senso.  Vedremo  in  seguito 

quale  indicazione  fornisce  un  tale  risultamento.  Per  es.  sia 

«=a . 3 — 4 > , sarà  = -.  In  questo  caso  - non  e- 

n — y o ^ o 

sprime  1'  infinito. 

Se  nella  frazione  si  suppone  da  prima  y'>n , i va- 
lori di  — ^ saranno  negativi  ; diminuendo  )' , si  arriverit  dopo 
una  serici  valori  negativi  all’  espressione  — = oo  ; in  se- 
guito i valori  di  diverranno  positivi,  e andranno  succes- 
sivamente crescendo.  L’  infinito  può  dunque  esser  il  limite 
delle  quantità  positive  o n^ative  crescenti  in  valore  a.ssoliito , 
cioè  può  esser  il  limite  delle  quantità  che  si  allontanano  dallo 
zero  indefinitamente  tanto  in  un  senso  quanto  nel  senso  opposto. 

Si  ricava  da  ciò  che  una  quantità  che  può  passare  per  tutti 
gli  stati  di  grandezza  non  può  cangiare  di  segno  se  non  passa 
per  zero  o per  l' infinito. 


47.  Essendo  “ = 00  , sarà  a =0  X 00 , e — = o , cioè  una 

' O CD 

frazione  il  cui  denominatore  può  divenir  maggiore  di  qua- 
lunque quantità  data  ha  por  limite  zero.  Il  .simbolo  , o 
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pure  — esprime  una  quaniiUt  minore  di  qualunque  quaniiià 

assegnabile,  e chiamasi  infinitesimo. 

Le  quamìiit  che  non  sono  nè  infinite  nè  infinitesime , si 
chiamano  finite. 


48.  Questi  simboli  si  sottomettono  con  certe  restrizioni  alle 
operazioni  stesse  delle  quantità  finite.  Bisogna  però  avvertire 
di  sostituire  al  zero  1'  infinitesimo  , cioè  una  quantità  minore 
di  qii.iliinque  quantità  determinabile.  E non  si  perda  di  vista 
la  aiflerenza  nel  significato  da  assegnarsi  al  zero,  quando  rap- 
presenta che  due  quantità  costanti  si  distruggono  per  esser 
assolutamente  uguali  , e quando  è limite  delle  quantità  de- 
crescenti. 

Riprendendo  T eguaglianza  - = 00  si  ricava  a = oXoo  fi't— 

1 CD  ® I o _ . 

vero  a = — X 00  =z  — , ovvero  a = oX“  = --  E siccome 

CD  CO  . . ° . O ° X 

a può  avere  un  valore  qualunque,  i simboli  “ j o X 00 

esprimono  una  quantità  che  può  avere  un  valore  qualunque  ; 
o in  altri  termini  son  simboli  d’  indeterminazione. 


49.  L’  infinito  può  aver  il  segno  -J"  o d segno  — secondo 
che  è il  limite  delle  quantità  positive  crescenti  o delle  ne- 
gative crescenti  in  valore  assoluto.  Ma  ripigliando  la  frazione 

— o sia  stato  prima  maggiore  di  7»  o pure  minore,  quando 

n ~y  scomparisce  ogni  tr.accia  del  segno  che  avea  la  qiian- 
tiìà  prima  ni  arrivare  al  limite.  Se  però  si  suppone  clic  n 
differisca  da  y di  una  quantità  estremamente  piccola , si  con- 
serverà il  segno  -j-  o — secondo  che  è >■  o < di  n.  Lo 
stesso  dovrebbe  dirsi  per  io  zero  ossia  per  1’  infinitesimo. 
Quando  dunque  vi  sono  delle  qulstioni  che  per  la  variazione 
di  alcune  quantità  conducono  a risnltamenti  infiniti  , per 
giudicar  del  segno  bisogna  considerare  ]c  quantità  prima  che 
arrivino  al  limite. 
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ART.  VI. 

MullipUc azione  e divisione  de*  polinomi  che  cordengono 
termini  frazionari. 

5o.  Finora  abbiamo  considerali  i polinomi  i cui  termini 
erano  interi.  Ma  se  anche  contenessero  termini  frazionari,  la 
moltiplicazione  e la  divisione  si  farebbero  colle  medesime  re- 
gole. Bisogna  solamente  avvertire  che  nella  divisione  poten- 
dosi nel  quoziente  aver  termini  frazionari , si  può  sempre 
esprimere  sotto  forma  di  frazione  il  quoziente  della  divisione 
del  primo  termine  del  dividendo  parziale  pel  primo  termine 
del  divisore , e perciò  la  divisione  si  può  prolungare  indefi- 
nitamente. 

Consideriamo  particolarmente  i polinomi  di  cui  più  spesso  si 
fa  uso  , e sono  quelli  che  sono  interi  rispetto  alla  sola  let- 
tera secondo  la  quale  sono  ordinali,  come  sarebbe  il  polinomio 
3 lab  la' — b'  , t » A**  . . , 

-*■ — 4-  — ^ — X -i~  a X — — , intero  rispetto  ad 

X.  Questi  polinomi  s’ indicano  per  a**  -|-  òjf’  -f-  ex'  + rfx  -f-  e, 
ovvero  per  u4x‘'  -+•  £x'  4-  Cx'  4~  ec.  facendo  uso  particolar- 
mente aelle  lettere  majuscole  per  rappresentare  de’coefficienti 
complessi  secondo  abbiamo  già  dello  ( n°  41  )•  Quando  vi 
è bisogno  di  scriver  molli  di  questi  polinomi , per  conser- 
vare una  certa  analogia  fra  le  quantità  che  entrano  nello  stesso 
modo  in  due  espressioni  diverse  , si  adoperano  le  stesse  let- 
tere , distinguendole  con  gli  accenti  o apici.  Per  es.  altri  poli- 
nomi ordinali  rispetto  alla  x dovrebbero  esser  rappresentati  per 
.^x^  4"  4-  £"x'  4"  C"x  4-  oc.  Le 

^ si  debbono  considerare  come  quantità  diverse 
fra  loro  , e si  pronunciano  ^ primo  , yi  secondo  , ec.  Per 
gli  accenti  si  segue  la  numerazione  romana,  afiinchè  non  sieno 
confusi  con  gli  esponenti;  perciò  si  scrive  A",  A’ , A”...  A 
In  quest'  ultimo  caso  la  lettera  n si  rinchiude  tra  parentesi 
per  la  stessa  ragione.  A questa  scrittura  incomoda,  special- 
mente quando  le  quantità  da  rappresentarsi  con  la  medesima 
lettera  son  molte,  suol  sostituirsi  un’ altra , scrivendo:  , 

A,.,  Ai,  A^.,ec..  in  vece  di  A,  A\  A”,A^,  ec.  Qualche 
volta  si  b scritto  ancora  : 'A , ^A , “A,  ec. 
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5i.  Siccome  la  moltiplicazione  di  questi  polinomi  non  pre- 
senta alcuna  dilUcohà  , ci  limiteremo  solamente  a dare  un 
esempio  di  divisione. 


a 3 3^3 

*x5  , , ao»  , 

4-  ox^  — — x' 

a 3 


a’x  + - a' 

a 


3x*  — - a*x+  a* 


a . > - S . . - ' . 

— - x’  +^ax’  + -«  X — a X 4-  -a’ 


+ ,x^ 


+ ^ nx^  + 4 a***  — ~ o**  +“ 

^5  ^3  g 2 


— .ox' 


q — a r 

IO  i5 


. 4 . • 6'  I . >3  . 

+ X — - — a’x  q — o' 
3 go  ^ io 


- t ’ . ^ 

— X* —I 

3a  9 iS 


Essendo  arrivati  ad  un  resto  che  contiene  la  x elevata  ad 
un  esponente  minore  di  quello  che  trovasi  nel  divisore,  la  di- 
visione non  può  proseguirsi  , se  si  richiede  la  condizione  che 
il  quoziente  sia  intero  rispetto  alla  x.  Allora  si  riduce  l' ope- 
razione a convertire  l’espressione 


ax‘ 

a 


9 

3 


*• 


à^x  + - X* 
a 


3x’  — ^ a’jf  + 


in  un’  altra  equivalente  , ma  composta  di  una  parte  intera 
e di  un'  altra  frazionaria , cioè  : 


4 , , 6i  , i3 

5 a x'  a'x  + — a** 

i 90  ao 


5x'  — - a*x’  + n*. 
a 


In  generale  avendosi  un’  espressione  frazionaria  i cui  termini 
son  due  polinomi  interi  per  rapporto  ad  una  medesima  let- 
tera , ed  in  cui  il  massimo  esponente  della  lettera  prinripale 
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sia  nel  numeratore  maggiore  clic  nel  denominatore,  cioè  della 
_ a a:"  4-  Z>  x"“‘  4-  c»"— • 4-  ec.  , . , 

forma  -, ,, essendo  m^n,  si  può  sem- 

pre  per  mezzo  della  divisione  convertire  in  un’ altra  compo- 
sta di  una  parte  intera  e di  una  parte  frazionaria , nella 
quale  il  massimo  esponente  della  lettera  principale  nel  nu- 
meratore sia  minore  almeno  di  un’unità  del  massimo  esponente 
della  stessa  lettera  nel  denominatore. 

.f»3.  Faremo  ancora  avvertire,  che,  trattandosi  di  divisione, 
si  potevano  da’ due  polinomi  proposti  fare  sparire  le  frazioni 
moltiplicandoli  per  ooa , perchè  il  quoziente  non  si  altera 
se  il  dividendo  e il  divisore  si  moltiplicano  per  una  medesima 
quantità.  Ma  questa  operazione , la  quale  esige  che  i ter- 
mini frazionari  che  vengono  nel  quoziente  sieno  ridotti  alla 
più  semplice  espressione  mediante  la  soppressione  de’  fattori 
comuni , non  sempre  è utile;  della  qual  cosa  si  potrà  ognuno 
convincere  riprendendo  il  proposto  esempio  , ed  eseguendo 
la  divisione  dopo  aver  moltiplicato  per  5or(  il  dividendo  e il 
divisore. 


ART.  VII. 

Delle  eguaglianze. 

55.  Ogni  espressione  algebrica  composta  di  due  parti  se- 
parate dal  segno  — , si  dice  eguaglianza.  Le  parti  suddette 
si  chiamano  membri.  L’espressione  — 5cV=aa’<i — 

è un’  eguaglianza  ; la  parte  a sinistra  è il  primo  membro , 
quella  a destra  il  .secondo. 

Allorché  in  una  eguaglianza  vi  sono  una  o più  quantità 
che  debbono  determinarsi  aflinchè  i due  membri  riescano 
uguali , 1’  eguaglianza  si  chiama  più  pirticolarmente  equa- 
zione. La  quantità  che  in  un’  equazione  si  tratta  di  deter- 
minare per  mezzo  delle  altre  si  dice  1’  incognita  ; e perciò 
le  equazioni  danno  luogo  a distinguer  le  quantità  in  cognite 
ed  incognite.  Si  è convenuto  di  rappre.seiitare  le  quantità  co- 
gnite con  le  prime  lettere  dell’ alfal>eto  «,  ò,  c,  rf,  e,  ec.,  le 
incognite  con  le  ultime  x,y  , 2 , ec.  Qualche  caso  partico- 
lare può  far  eccezione  a questa  regola. 

Quando  le  parti  separate  dal  segno  = sono  espresse  nella 
stessa  maniera  , o non  sono  che  una  medesima  < spre.ssione 

5 
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sono  forma  diversa , l’eguaglianza  sì  chiama  identità.  Per  es. 
a*  — = (a  + (<* — b)  è un  identità , perchè  i due  mem- 

hri  riescono  eguali , qualunque  valore  si  dia  alle  lettere 
<i  e b. 

Non  è raro  il  trovare  adoperata  la  parola'  equazione  per 
esprimere  anche  1’  eguaglianza  e 1’  identità.  Questo  scambio 
di  nomi  può  portar  di  rado  ad  equivoco  ; ma  sarà  sempre 
utile  in  tali  casi  il  conservar  la  precisione  nel  linguaggio , 
facendo  uso  di  quelle  voci  che  sono  meglio  in  corrbpondenza 
delle  idee. 

54*  In  un’  eguaglianza  , aggiungendo  o sottraendo  ad  ogni 
membro  la  stessa  quantità,  le  somme  o i residui  che  ne  ri- 
sultano saranno  eguali.  Questo  assioma  ha  un  grandissimo  uso, 
potendosi  passare  un  termine  da  un  membro  all’altro,  sol  che 
vi  si  cambi  il  segno.  Per  es.  nell’  eguaglianza  nax  — bbc 
= 9ÒX  -j-  , aggiungendo  ad  entrambi  i membri  5bc , e 

sottraendo  nbx,  si  avrà  : qax  — 5bc  -f-  5bc  — ibx  = abx  + 

+ 5bc  — nbx,  ovvero,  riducendo  i termini  sìmili,  qax — abx= 
a^-\-5bc.  Con  questa  operazione  il  termine  — bbc  si  è portato 
nel  secondo  membro,  e il  ^bx  nel  primo;  c ad  entrambi 
questi  termini  si  è cambiato  il  segno.  Perciò  in  ogni  egua- 
glianza, si  può  cancellare  un  termine  da  un  membro,  pur- 
ché si  scrìva  nell’  altro  col  segno  cambiato. 

55.  Risulta  da  ciò  , che  si  può  anche  cambiare  il  segno 
a tutti  i termini  senza  distrugger  P eguaglianza  ; perchè  ciò 
riducesi  a portar  tutti  i termini  del  secondo  membro  nel 
primo,  e viceversa. 


56.  Moltiplicando  o dividendo  ciascun  membro  per  una 
medesima  quantità  , i prodotti  o i quozienti  saranno  eguali. 

Colla  moltiplicazione  di  tutta  l’eguaglianza  per  una  mede- 
sima quantità  si  possono  fare  sparire  le  frazioni.  Per  es.  se 

.si  ha  = n’  — \bx,  moltiplicando  ogni  termine 


per  6,  che  è il  prodotto  di  tutti  i fattori  diversi  clic  en- 
trano ne’  denominatori,  si  ha  — 5aò  = 6rP — bbx. 

Colla  divisione  di  tutta  l’eguaglianza  per  una  stessa  quantità 
si  può  liberare  un  termine  dal  suo  coefficiente.  In  effetti  l’egua- 

!•  ..  1.  7b'~nc 

glianza  rjax  — ìb  — oc,  divisa  per  ya,  da  ar  = — ;; . 
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Il  cambiare  il  segno  a timi  i termini  di  un’  equazione 
corrisponde  a moltiplicare  tutta  1’  equazione  per  — i- 

67.  Se  si  hanno  due  o‘  più  eguaglianze , si  potranno  som- 
mare o moltiplicare  tutti  i primi  membri  fra  loro  , e tutti 
i secondi  Ira  loro  : le  somme  e i prodotti  saranno  eguali. 
Parimente  in  due  eguaglianze  la  differenza  o il  quoziente  dei 
due  primi  men>bri  e uguale  alla  differenza  o al  quoziente 
de’ due  secondi. 


A II  T.  Vili. 
Delie  ineguagìianze. 


58.  Un’  espressione  algebrica  composta  di  due  parti  sepa- 
rale da’ segni  >■  o ■<  forma  una  ineguaglianza  \ tale  è per 
es.  a*  — 3a5  > 5cd , la  quale  indica  che  il  primo  membro 
è maggiore  del  .secondo.  Quando  si  traila  di  determinare  una 
quantità  in  modo  che  1’  ineguaglianza  abbia  luogo  si  ha  una 
inequazione. 

Sulle  ineguaglianze  si  possono  con  piccole  modificazioni 
eseguire  le  medesime  operazioni  che  sull’ eguaglianze  ; biso- 
gna solo  badare,  se  1’  ineguaglianza  rimane  nel  medesimo 
senso  , cioè  .se  deve  conservarsi  o cambiarsi  il  segno  d’  ine- 
guaglianza. 


5q.  Si  può  a’  due  membri  di  un’  ineguaglianza  aggiungere 
o togliere  una  modesìiua  c]uaniiù,  c lasciare  io  stesso  segno 
d’ineguaglianza.  In  effetti  se  si  ha  a>ò,  sarà  anche  a+c]>ò+c. 
In  virtù  di  questo  principio  si  può  trasportare  un  termine 
da  un  membro  all’  altro  col  segno  cambiato  ; perciò  da 
3a — 3c>arf  si  può  passare  a aa>-2tl  + 3c,  perche  ciò 
equivale  ad  aggiungere  -f*  5c  ad  entrambi  i membri. 


60.  Avendasi  a >5,  si  ha  evidenientenie  5<|«.  Se  si  tra- 
sporla b nel  secondo  membro  c a nel  primo,  si  avrà — a<^ — 5; 
cioè  cambiando  i segni  a lutti  i termini  di  una  ineguaglianza 
si  deve  cambiare  il  segno  d’  ineguaglian/.a. 

61.  Da  a>5  si  ha  a — ò^OjCda  b<^a  si  ha  3 — a<^o; 
Si  adopera  il  segno  > o , per  rappresentare  una  quantità 

positiva  ; c < o , per  rappresentare  uiu  quantità  negativa.  Le 

* 
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ire  incf;«>aolian7.e  — ■ d< — b,a — A>o,  b — a <o, che  naie 
derivano  da  a^b , gitislìfìcaiio  le  due  proposizioni  enunciale 
al  n“  i6  di  cui  si  fa  uso  nel  linguaggio  ordinario  , e delle 
quali  si  è ivi  siifficieniemenle  determinalo  il  senso. 

6a.  Si  possono  moltiplicare  o dividere  i due  membri  di 
un'  ineguaglianza  per  una  quantiià  positiva , i prodotti  c i 
quozienti  che  ne  risultano  rimangono  ineguali  nel  medesimo 
senso.  Queste  operazioni  sogliono  avere  lo  stesso  oggetto  clic 
sulle  eguaglianze  , quello  cioè  o di  fare  sparire  i denomina- 
tori , o di  liberare  un  termine  dal  suo  coefficiente  ( n”  56  ). 

63.  Quando  poi  si  moltiplicano  i termini  per  una  quan- 
tità negativa  si  cambierà  il  segno  d’ineguaglianza,  perchè  si 
ottiene  lo  stesso  intento  che  se  si  facessero  le  due  operazioni 
seguenti  : cambiare  il  segno  a tulli  i termini  e cambiare  il 
segno  d’ ineguaglianza  ; moltiplicare  tuli’  i termini  per  la  stessa 
quantità  ma  presa  positivamente. 

64.  Se  due  espressioni  frazionarie  son  disuguali,  ed  hanno 
i denominatori  eguali  , i numeratori  saran  disuguali  nello 

(ì  c 

stesso  senso.  Così  da  -7->  t si  ricava  ay>c.  Ma  se  i nume- 
raiori  sono  uguali,  i denominatori  saran  disuguali  in  senso 
contrario.  Cosi  da  ^ - si  ricava  b <^c  \ perchè  si  ha 

ac  ^ ba  ovvero  b ■<  c. 

Quindi  se  due  frazioni  son  disuguali,  rovesciandole  si  dovrà 

fi-  C 

cambiare  il  segno  d’ineguaglianza.  Avendosi  per 

sarà  ” <C  ~ ; perchè  ad  > bc  , bc  c'  ad  , c in  fine  - <"  -. 

n c ‘ ’ ’ a c 

ART.  IX. 

Teoremi  su  i numeri  dipendenti  dalla  notazione  algebrica 
e dair  algoritmo. 

65.  Sieno  a,  b,c,d,  e....  i,  / le  cifre  di  un  nu- 
mero qualunque  N , partendo  dalla  destra  ; questo  numero 
sarà  rappresentalo  da 

a + loi  + lo’c  lf>’(/  + io‘*c-}- + lo"—’  k + IO"—'  / 
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essendo  n il  ninnerò  delle  cifre.  E in  generale  se  d rappre- 
senta la  base  del  sistema  di  numerazione  , sarà 

A’  = a + id  + c«’  + + + A6"->  + 

Ogni  espressione  algebrica,  presentando  il  quadro  delle  opera- 
zioni da  farsi  sulle  quantità  , o il  modo  come  queste  son  le- 
gate fra  loro , dicesi  una  forinola. 

Se  il  numero  iV  è :>criUo  nel  sisipiiiu  cieciiii.ile  , e si  vogliono  tro- 
var le  cifre'!  , 6 , c , d...  colle  c|uali  si  deve  rap|>reseiitar  lo  stesso 
numero  per  la  base  0 , si  dividerà  N per  , e si  avrà  per  residuo  a 
e por  quozienle  i -J- c9 -J-  ...  Dividenil»  ((iiesto  i|uoziente  per  6 , 
si  avià  per  resto  b e per  i|iiu!:.ienle  c t/O  -p  eO*  -p  ...  Co'i  conti- 
nuando a divìdere  i quoi^ienli  per  6 , i resti  delle  divisioni  successive 
souo  le  cifre  a , 6 , c , d ...  . elio  cuiiipoiigunu,  a partir  dalla  destra  , 
il  numero  stesso  relativo  all.i  base  0. 

V'iccversa  , se  è dato  un  numero  per  la  base  d , e si  vuole  tradurre 
nel  sistema  decimale  , bisogneià  moltiplicar  le  cifre  successive  a par- 
tir dalla  destra  per  le  potenze  6“,  6’  , tì*  , cc.  ; la  somma  di 

questi  prodotti  darà  il  numero  ricliieslo.  Queste  regole  souo  coulórmi 
a quelle  esposte  ueirAritmctica  ( V.  Ji“  i3i  ) (*). 

JJunqiie  ogni  numero  si  può  supporre  in  generale  della  forma 

/fO-  + B<ì-<  + eoo  -p 

essendo  A,  B C y ....  minori  di  0;  pcrelic  per  dargli  questa  forma,. 
Ixisterà  convertirlo  in  un  altro  che  ha  9 per  base  del  sistema. 

66.  Essendo  n uti  iittiiitTo  (|iialmiqiic  , a//  sarà  tieccssa- 
riuiiicntc  un  numero  pari,  c ii/z+i  nutncio  impari.  Non 
vi  è numero  intero  che  non  .si  trovi  compreso  in  queste  due 
formule  ; lu  prima  pt;’  pari  , l.t  .seconda  per  gl’  impari.  Ma 
vi  sono  più  maniere  di  rapprcsciilare  tuli’  i iiumet  i interi  coir 


(*)  Tra  tuli’ i stsIciDÌ  dt  nnuMna^ioiic  il  più  sciU|>Itco  sarebbe  il  binario,  cioè 
quello  ebe  imj)icga  i soli  caralleri  o c i.  Quello  bi>teina  offre  inoltre  delle 
propi  ietà  particolari,  lii  i**  luogo  è da  osservare  che  le  unità  de’ diversi  ordini 
aoiio  t termini  della  serie  j",  23,21,....  ovvero  i > a,  4 y ec. , e 

sicrome  con  questi  Icrmiiii  si  possono  scrivere  lutt’i  nnineri  possibili,  ne  segue 
clic  eoo  un  certo  numero  di  pesi  di  t , 2,4*  libbre  bi  |K>s»ono 

ottenere  luti’ i pesi  interi  possibili,  lii  2**  lungo  dovendosi  operar  sempre  sulle 
tinilà  , le  moltipIicaEtoiii  si  ridurrebbero  a somme  c le  divisioot  a sollrazioni. 
Malgrado  queste  belle  proprietà  , questo  sistema  pretenderebbe  il  grave  iticon- 
vcnicnle  di  richieder  molti  carallen  per  rappresentare  un  numero.  Per  es»  32> 
nel  sistema  binario  si  scrive  loioooioi. 

11  sistema  più  utile  sarebbe  quello  clic  sciua  impiegare  un  gran  numero  di 
cifre  racchiudesse  nella  sua  scala  il  maggior  numero  di  divisori.  Sotto  questo^ 
rapporto  il  dodìccsimalc  riunirebbe  Torso  il  maggior  numero  di  vantaggi.  Ma 
iuturuo  a questo  argomento  V.  Aritm.  u”  i3|. 


Digitized  by  Google 


( 38  ) 

un  nunicro  limitalo  di  formolo.  Cosi  le  formolc  5«, 

3/1  + a ; 47/  , 4«  1 , 4«  + 2 , 4/24-3;  5n  , 5n  1 , 

5/2 -f- a,  5/2  -f-  3 , 6/2  4"  4 ; ef'ualmenie  adoperale 

secondo  le  oceorrcnzc!  per  rapprcseniarc  lutti  i numeri  inte- 
ri. Impiegando  i resti  negativi,  a quelle  formole  si  possono 
sostituire  le  seguenti  : 5/2 , 3//  4-  i , 3/2—  1 ; 4/2 , 4/24-1» 
4«  4-  i2 , 4/2  — 1 ; 5/2 , 5/2  4"  1 , 5/2  3,  5/2  — a,  5/2 — 1 ; ee. 

Le  formole  di  cui  più  spesso  si  fa  uso  sono  quelle  relative 
ai  multipli  di  4-  queste  nascono  due  classi  di  nu- 
meri impari  , alcuni  della  forma  4/2  -f-  1 , altri  della  forma 
4/2  4*  3 04/2  — 1 . 

I numeri  impari  relativi  a'  multipli  di  6 sono  compresi 
nelle  tre  formole 

6;i  4-  1 , l)M  + 3 , 6/1  4-  5 ; 

e siccome  la  seconda  ha  per  divisore  3 , ed  alla  terza  si  può 
sostituire  6/2 — 1 , ne  segue  clic  ogni  numero  primo,  ad  ec- 
cezione di  a e 3 che  sono  divisori  di  6 , si  trova  compreso 
nella  formola 

6n  + I . 

Però  non  ogni  numero  dato  da  questa  formola  è primo.  Non 
si  è potuto  ancora  trovare  una  formola  che  comprenda  solo 
i numeri  primi. 

&].  Essendo 

2«  4-  I ■+im  = i («+«»)4-  4-iÌ(’«‘4-*)— ('i ')■? 

2m  (2/1 4"  1)  —4'nn  4-  2m-,  (am  4-  •)  (^/24-  0—  4'"'*  ("‘d"")  + * » 

ne  segue  che  la  somma  o la  differenza  di  un  pari  e di  un  impari  è im- 
pari, che  la  somma  o la  differenza  Hi  due  impari  è pari,  che  il  pio- 
dotto  di  un  pari  per  un  impari  è pari  , e che  il  prodotto  di  due  im- 
pari è impari. 

6H.  Se  n non  è pari,  lo  salii  ;j+i  j e perciò  « («iO  è sempre  divi- 
sibile per  2.  Parimente  se  n non  c divisibile  per  3 , lo  sarò  uno  dei 
due  numeri  consecutivi  n 4"  > > « 4-  ® perciò  n{  n -J-  1 ) ( ;«  4-  a)  è 

sempre  divisibile  per  2.3. 

Cosi  pure  se  si  hanno  c|uaUro  numeri  consecutivi  />,  n 4-  1 1 n -f 
n 4>  3 , uno  di  essi  dev’  esser  necessariamente  divisibile  per  4-  Quello 
divisibile  per  4 dev’  esser  iiecessariameiile  preceduto  o seguito  da  due 
altri  numeri  , che  essendo  ooiiseculivi  saranno  , o 1’  uno  o 1’  altro  , di- 
visibili per  2.  Infine  fra  i delti  quattro  numeri  prendendone  Ire  con- 
secutivi se  ne  deve  tra  questi  trovar  uno  divisibile  per  3 perciò  il 
prodotto  n ( n 4"  1 )(/i  4" ^ )( 2*  4" 3 ) sarà  divisibile  per  a.3.4- 

Con  ragionamenti  analoghi  si  prova  che  il  prodotto  di  p numeri  con- 
secutivi è divisibile  per  1.2,3 p. 
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6g.  I numeri  corrispondenti  alle  potenze  della  base  io  , cioè 
10%  io',  to’,  io’,  to',  ec.  hanno  sempre  un  numero  di  cifre  eguali  al- 
r esponente  più  uno.  Perciò  il  più  piccolo  numero  di  n cifre  è io*'* 
e il  più  grande  è io" — i. 

70.  Se  si  hanno  k numeri  n , a'  , o" , ec  , e il  numero  dell*  ci- 
fre rispettive  sia  n , n'  , n" sari 

a < IO"  , a'  10"' , o"  IO"" .... 
a > IO"-'  , a!  > IO" -■ , a"  > lo"  . . . 
e quindi  formando  i prodotti 

(u/a" . . . < io"+"'+*"--- 
aofa** , , . ^ io"+"'+"""+’ ■ ■■“* 

E facendo  n+n'  -1-n"  4-. . . = s , il  prodotto  aa'a" . . . sara  compreso 
fra  a'  ed  a'“*.  Ma  le  cifre  di  a'  sono  s i , quelle  di  a*'*  sono 
5 — k 4*  1 ovvero*  — (Ir  — i),  perciò  il  numero  delle  cifre  di  un 
prodotto  non  può  esser  maggiore  del  numero  di  tutte  le  cifre  de'  fat- 
tori , nè  minore  di  quel  che  sia  questo  stesso  numero  diminuito  di 
tante  unità  meno  una  per  quanti  sono  i fattori. 


•^1.  L’  operazione  che  si  fa  per  trovare  il  massimo  comun 
divisore  fra  i due  numeri  A e.  B , supponendo  A~>  B , e 
chiamando  a,6,c,cf....i  quozienti  e C , JD  , £ . . . . i 
resti,  dà  luogo  alle  seguenti  eguaglianze  : 

A = Ba  + C, 

B = cb  + n, 

C = Dc  + E , 


K = Lt-, 

le  quali  ad  evidenza  mostrano  che  il  massimo  comun  divi- 
sore di  e J5  dev’esser  pure  divisore  comune  di  C,  DyE. . . 
e che  siccome  L non  ha  un  divisore  più  grande  di  sè  stesso^ 
è desso  il  massimo  comun  divisore  fra  A e B. 

Se  A e B non  avessero  divisore  comune  si  perverrebbe 
alle  eguaglianze 

A = Bei  + C , 

B = Cb^Dy 
C = De  + Ey 


K=Lk+  ly 

L^ly 
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cioè  , si  ha  la  frazione  ^ cunvcriiia  in  frazione  coniinua 
( V.  Aritni.  n°  i5i  ). 

73.  Ogni  espressione  della  forma  a"'  — è divisibile  per 
a — b.  Questa  proposizione  è vera  per  m=  a,  essendo  a' — b^  = 
(a  — b)(a^b),  e potrebbe  anche  verificarsi  per  7n=5, 
= 4,  ec.  facendo  la  divisione.  Ma  per  provarlo  in  generale^ 
si  divida  a" — A"*  per  a — b.  Ottenuto  il 
primo  termine  a"~*  del  quoziente,  il  resto  a—b 

si  può  metter  sotto  la  forma  b (a"~' — b"^‘).  — a'^+a’^'b 
L>a  quantità  tra  parentesi  è della  stessa  a—'b-b” 
forma  del  primo  dividendo  a" — b”.  Per  {ba^—'—b"—') 
cui  se  a“~‘  — b“~'  è divisibile  esattamente 
per  a — 6 , lo  sarà  anche  a" — b"'.  Ma  è provato  che  a’ — 6’ 
e divisibile  per  a — b , dunc^ue  lo  sarà  pure  — 6*;  se  lo  è 
a’ — b‘^  lo  sarà  a' — b''  ; e cosi  di  seguito. 

Continuando  a far  la  divisione  si  trovano  i termini  del 
c^uoziente 

a"— ■ + ba"—‘  + i*a"— 5 + b'a*-*  + . . . 

che  procedono  con  legge  manifesta.  Si  può  esser  sicuro  che 
la  medesima  legge  ha  luogo  per  tutti  gli  altri  termini , per- 
che essendo  i resti , ossia  i dividendi  parziali,  tutti  composti 
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di  un  fattore  della  stessa  ibrma  del  primo  dividendo,  e poi 
moltiplicati  rispettivamente  per  A , i termini  del 

quoziente  debbono  esser  le  potenze  discendenti  di  a molti- 
plicate per  le  ascendenti  di  o fino  a 


73.  Se  OT  è numero  pari  = a« , l’ espressione  a'" — b'"  sarii 
divisibile  per  a’  — In  effetti  se  si  fa  = a' , b^  = b' 

3 uell’ espressione  diviene  a'"  — 6'"  , e sarà  divisibile  per  a! — b\ 
unque  la  proposta  lo  sarà  per  , cioè  avrà  per  divi- 

sori a — 3 , ed  a ^b. 


74»  Se  771  = ara  -f-  1 , 1’  espressione 
^i«+i  _|_  ^»*ti  divisibile  per  a -f-  A.  In 
effetti , facendo  la  divisione  si  ba  per  primo 
resto  — a"b  b"*'  il  quale  può  scriversi 
— b (a"  — b"  ),  Questo  resto  essendo  di- 
visibile per  a -j-  b (n°  prec.),  Io  sarà  an- 
che a"*‘  ■i-b'"*'. 


oM+i a +6 

— -^IT” 
— a>*A 

— 6(n>« — 4”) 


76.  Se  3=1  , sarà  a"  — 1 divisibile  per  a — 1. 

Dunque  10" — 1 sarà  divisibile  per  10 — 1 cioè  per  g. 
Questa  proprietà  che  1’  Aritmetica  dimostra  pel  numero  g 
relativamente  alia  base  10 , 1’  Algebra  fa  vedere  che  appar- 
tiene al  numero  a — 1 per  la  base  a.  Perciò  nel  sistema  do- 
dicesimale  il  numero  11  godrebbe  della  stessa  proprietà. 

76.  Essendo  a" — 1 , ed  a*"*'  1 divisibili  amendue  per 

a + i , saranno  10” — 1,  e 1 divisibili  per  11;  cioè 

le  potenze  pari  di  io  diminuite  e le  impari  accresciute  di 

I son  divisibili  per  11. 

Da  questa  proprietà  può  agevolmente  ricavarsi  la  regola 
deli’  Il  (V.  Arit.  n°  72). 

77.  Essendo  a,  4 , i , fc  , l le  m cifre  di  uu  numero  co- 

miociaodo  dalla  destra,  questo  numero  sara  rappresentato  da  (11°  €5) 

IO»—'/  + io*~*A:  + io*~’r  + + lo’c  + ^oó  + a. 

II  numero  composto  delle  stesse  cifre  scritte  in  ordine  inverso  , sarà 
rappresentato  da 

f 4*  IO  4 q-  io*t  + + IO"— + io"->4  + io"-’a. 
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SolUaendo  1’  uua  dall'  altra  queste  due  espressioni,  si  ha 

l (io"—' — i)  + lot  (io*— J — I)  + lo'ì  (io"— *— i)  + . . . . 

— lo’c  (io"—* — i)  — loi  (io"— 5 — i)  — a (io>^* — i), 

cioè  il  resto  che  si  ottiene  sottraendo  da  un  numero  il  numero  com- 
posto delle  stesse  cifre  scritte  in  ordine  inverso  è divisibile  per  g. 

Se  m =:  2R  q- 1 , cioè  se  le  cifre  sono  di  numero  impari , quest'  ul- 
tima espressione  diviene 

l (io"  — i)  + lok  (io"— > — i)  q.  10*1  (io*»— t — *)  + • • • • 

IO*C  (io*»— t — i)  — iofc(io*"— • — j)  — o(io*» l)  , 

cioè  il  resto  menzionato  sarè  divisibile  anche  per  1 1 . 

Se  m — ^n,  cioè  se  le  cifre  sono  di  numero  pari  , e si  somma  il 
numero  con  quello  che  ha  le  cifre  scritte  in  ordine  inverso  , si  avr'a 

/(io**— ' .}•  i)  + iolr(io*"-3  ^ i)  q. q- io((io>»— ’ + i) 

q-  ioo(io*»-*  -l-  i), 

cioè  la  somma  sarè  divisibile  per  1 1 . 

78.  Se  un  numero  primo  P divide  esattamente  il  pro- 
dotto AB  , deve  dividere  necessariamente  uno  de’  fattori  , 
A o B. 

Supponiamo  che  P non  divida  B e che  sia  B'^P.  Si  divida 
B per  P e si  chiami  q il  quoziente  e B'  il  resto.  Sarà 

B = Pq  -f-  B'  , 

da  cui  si  ricava 


AB  = q.AP  + AB>  ; 
c dividendo  per  P si  ottiene 

AB  ^ . AB> 

-^  = y-^  + -ir 


AB 

Ora  qA  è numero  intero  , ed  ~ lo  è pure  per  ipotesi , dun- 

Aff  . “ 

que  dev’  esser  un  intero. 

Eissendo  P,  si  divida  P per  , e si  dica  q'  il  quo- 
ziente , B"  il  resto  ; si  avrà 

P z=q<B<  + B», 
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e moltiplicando  per  A e dividendo  per  P si  ottiene 


. , AB'  , AB» 


Ma  dall’  eguaglianza  precedente  risulta  che  —=r  è.  numero 

_ _ P 

intero  , dunque  lo  sarà  ancora  —p- . Dividendo  nuovamente 

P per  B» , e chiamando  g"  il  quoziente  e JB»  il  resto,  poi 

dividendo  per  JB»' , ec,  si  dimostrerà  che  — — , —p  ,ec, 

sono  numeri  interi.  Ma  5",  J3»' , B",  ec.  vanno  sempre  di- 
minuendo perchè  sono  i resti  della  divisione  di  Ppcr  ciasche- 
duno di  essi , e d’  altronde  P è numero  primo  , si  dovrà 

fìnalmentc  arrivare  a un  resto  eguale  ai;  e si  avrà 

che  dev’  esser  intero , cioè  A dev’  esser  divisibile  per  P. 


79.  Da  ciò  si  ricavano  molte  importanti  conseguenze. 

I.  Se  un  prodotto  di  più  fattori  ABCDE  è divisibile  per 
un  numero  primo  P^  necessariamente  uno  de’ fattori  dev’ esser 
divisibile  per  P. 

In  effetti  supponiamo  che  P non  divida  E,  si  dimostrerà 
come  sopra  che  deve  dividere  AB  CD.  Supponiamo  che  non 
divida  Z?,  dovrà  dividere  ABC.  E cosi  continuando,  si  con- 
chiuderà che  se  non  divide  i fattori  E , D,  C,  Z/  , deve  di- 
videre A. 

Se  i fattori  sono  eguali , il  prodotto  diviene  A'"  ; c il  nu- 
mero primo  P che  divide  A^  deve  dividere  A. 

II.  Se  il  numero  primo  P divide  il  prodotto  ABCD... 
di  numeri  primi  , P dev’  esser  necessariamente  eguale  a uno 
di  essi. 

III.  Una  frazione  i cui  termini  sono  primi  tra  loro, 

non  può  esser  ridotta  ad  espressione  più  semplice.  Perchè, 
se  è possibile  , sia  questa  frazione  eguale  ad  un’  altra  fra- 
zione ^espressa  in  termini  più  semplici.  Essendo  ^ = - , sa- 

rh~  = »:c  quindi^  dovrebbe  esser  numero  intero.  Ma  6 

per  ipotesi  non  divide  a , dunque  dovrebbe  divider  /3,  il  che 
è impossibile  perchè  /3<ò. 
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IV.  Se  T = — 5 Ja  !>!  ha  ~=  x , ò deve  divider  ne- 

cessariamenlc  /3  ; perciò  si  ha  ^ = ib  , e quindi  x = ka. 
E siccome  può  esser  anche  k = i , nc  segue  che  se  una 

frazione  - è uguale  a una  fraziouc  irriducibile  ^ , i termini 
^ ^ 
corrispondenti  delle  due  frazioni  debbono  essere  o uguali  o 
egualmente  molliplici. 

V,  Se  la  frazione  è irriducibile  , tulle  le  sue  potenze 
saranno  frazioni  irriducibili.  In  cSetli  se  i termini  della  fra- 
zione  avessero  un  divisore  comune , il  divisore  che  divi- 
de a"  e b”  dovrebbe  dividere  a c b , contro  l’ ipotesi. 

VI-  Un  numero  non  si  può  decomporre  in  fattori  primi 
che  in  una  sola  maniera. 

Poiché , sia  un  numero  formato  dal  prodotto  de’  fallori 
primi  ABCD. . . . , c sia,  se  è possibile,  lo  stesso  numero  de- 
composto in  altro  modo  nc’  fattori  abed. . . . Dovrò  essere 
ABCD, . . . z=,  abed. . . . Ora  cibcd. ...  è divisibile  per  a, 
dunque  dev’ esserlo  anche  ABCD.  . . . Ma  a è uuiiiero  pri- 
mo, come  pure  A,B^C,D. . . . , perciò  a dev’essere  uguale  a 
uno  di  questi.  Supponiamo  che  sia  a = A.  Allo  stesso  modo 
si  dimostrerà  che  gli  altri  fattori  b,  c,  d.  , , . sono  eguali  ri- 
spcilivamcnie  a’ fallori  B,C,D.  . . .,  Perciò  cc. 

VII.  Un  numero  qualunque  iV,  se  non  è primo,  deve 

aver  la  forma  a^bc  ...  . essendo  a,  b,  c numeri 

primi.  Si  opera  questa  decomposizione  col  metodo  esposto 
nell’  Aritmetica  (V.  n“  77).  L’  esponente  m è uguale  al  nu- 
mero delle  volle  che  N è divisibile  per  a ; c così  per  gli 
altri  esponenti. 

I numeri  primi  pe’  «jiiali  bisogna  tentar  la  divisione  di  N 
sono  quelli  minori  di  \/N‘  perchè  essendo  N = \/N.Y/Ny 

se  uno  de’ fattori  è maggiore  di  |/iV,  l’altro  dev’ esser  mi- 
nore c deve  trovarsi  fra  quelli  già  sperimentali. 

Dunque  se  un  numero  N non  è divisibile  per  alcuno  dei 

numeri  primi  comjircsi  fra  1 e p^iV,sarà  necessariamente  nu- 
mero primo. 

Vili.  Se  un  numero  N è divisibile  per  molli  numeri  primi 
a , b , c. . . . , sarà  divisibile  pel  prodotto  abc. 

in  dfeili  essendo  N divisibile  per  a si  ha  Nzzaq.  Poiché 


Digìtized  by  Google 


( 45  ) 

b divide  N , deve  dividere  aq  ; e non  polendo  divider  a 
dovrà  divider  q ; sarà  perciò  q — bq' , da  cui  N — abq'.  Così 
conlinuando  si  trova  N=abcq" . . . . 

Dunque  se  un  numero  N è divisibile  per  un  numero  non 
primo  P , bisogna  ebe  i fattori  primi  di  P si  trovino  tulli 
in  N. 

IX.  Il  massimo  comun  divisore  D'  di  molli  numeri 
P,Q,R. . . , è formalo  dal  prodotto  di  lull’i  fattori  primi  co- 
muni a questi  numeri.  Quindi  p<>r  trovare  il  massimo  co- 
nuin  divisore  fra  molti  numeri,  basterà  trovare  Z)  fra  P e 
poi  il  massimo  comun  divisore  jy  tra  D cà  R , cc.  sarà  ly 
il  massimo  comun  divisore  tra  P,Q,R. 

Si  può  trovare  ancora  il  massimo  comun  divisore  decom- 
ponendo i numeri  dati  in  fattori  primi.  Il  protlolto  de’  fat- 
tori primi  comuni  sarà  il  m.  c.  divisore. 

X.  Si  trova  il  più  piccolo  numero  esattamente  divisibile 
per  molti  numeri  dati , formando  il  prodotto  di  tuli’  i fat- 
tori primi  diversi  che  entrano  in  questi  numeri,  ed  elevando 
ciascun  fattore  alla  medesima  potenza  in  cui  si  trova  in  uno 
di  questi  numeri. 

Formando  a questo  modo  il  prodotto  de’  fattori  primi  che 
entrano  ne’  denominatori  di  più  frazioni , si  trova  il  deno- 
minatore comune  il  più  piccolo  a cui  possono  ridursi. 

XI.  Una  frazione  irriducibile  ^ non  può  esser  ridotta 

esattamente  in  decimali  che  quando  R contiene  i soli  fat- 
tori a e 5 elevati  a una  potenza  qualunque.  In  dfclii  se 

— = — -,  in  CUI  N e numero  intero  , sara 
5 io""’  ’ 


iV  = 


B 


Ora  B essendo  primo  con  y/,  dovrà  dividere  to’".  Ma  io  non 
ha  altri  fattori  che  a c 5,  dunque  B non  deve  conlenerc 
che  questi  soli  fattori,  cioè  dev’ esser  della  forma  a".  .5'’, 
essendo  m maggiore  o minore  di  p.  Quindi  so  B conienesse 
oltre  i fattori  a e 5 un  fattore  primo  con  io  , non  poircbU^ 
divider  io“  j e TCrciò  la  frazione  proposta  darebbe  una  fra- 
zione decimale  (me  va  all’  iniìniio. 


8o.  La  moltitudine  de'  numeri  primi  c infìnila.  Infalli  se  nella  serie 
de’  numeri  primi  i , a , 3 , 5 , 7 , ce.  si  supponesse  che  p fosse  Pul- 
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timo  , bisognerebbe  die  qualunque  numero  fosse  divisibile  per  uno  di 
questi  luimcri.  Si  faccia 


sarh 


P=i.2  3.5.7.11..../;, 

P + 1 = 1.2.3.5.7.11..../;  + I. 


Or  dividendo  /*  + i per  uno  qualunque  de'  numeri  primi  lino  a /;,  il 
resto  è 1 ; dunque  P + 1 è numero  primo  , e l'ipotesi  che  p sia  l' ul- 
timo non  regge;  Dunque  ec. 

Per  costruire  una  tavola  di  numeri  primi  , si  scrivono  per  ordine 
tutti  i numeri  impari  fino  al  limite  al  quale  si  vuol  estender  la  tavo- 
la , poi  da  questi  si  cancellano  i multipli  di  3 , quelli  di  5 , di  7 , 
ec.;  a quelli  che  rimangono'' aggiungendo  1 e 2,  si  hanno  tutti  i numeri 
primi  compresi  nella  serie  de' numeri  naturali  da  1 fìno  al  limite  fissato. 


81.  Ogni  numero  che  non  è primo  si  può  metter  sotto 

la  forma  N=  (T'b'  c’’ Un  divisore  ai  questo  numero 

non  può  esser  che  della  forma  , in  cui  p può 

aver  qualunque  valore  da  o a m , v da  o a n , ec. 

Dunque  tutti  i divisori  di  N saranno  i diversi  termini  del 
prodotto  sviluppato 

( I + a + a*  + . . . + +i  +i*. . . +A")(t  +c+  c*  + . . . +cp  ) . . . 

Il  numero  de’ termini  di  questo  prodotto,  e per  conseguenza 
il  numero  de’  divisori , è ( n''  29  ) 

(m  + i)(n  + i)  (/;+!) 

L’ indicato  prodotto  esprime  pure  la  somma  di  tutti  i divisori 
del  numero  N.  Ma  essendo  ( n°  6g  ) 1 -j*  + + 

= , quel  prodotto  si  potrà  metter  sotto  la  forma 


n»-i  — I 


a — I 


X ... 


£ se  fra  i divisori  se  ne  toglie  il  numero  stesso,  la  somma 
de’  divisori  sarà 


— a oc 


Per  es.  se  si  hà  7. 5’. 3’. 2'*=  76600,  il  numero  de’ di- 
visori sarà 

2. 3. 4. 5=  120; 
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e la  somma  de’  divisori , escluso  il  numero  stesso  , sarà 

2!=!  . ?!zL*  . !!zÌ_756oo  = 8.3i.4o.3i  —76600 

7 — I 5 — 1 3 — I a — 1 ' ' 

z=23ig20. 

Un  numero  che  è uguale  alla  somma  di  tutti  i suoi  di- 
visori , si  dice  peifetto. 


8a.  Per  trovare  i numeri  perletti  , supponiamo  N—a'"b,  essendo 
a e b numeri  primi.  Per  la  condizione  proposta  dovrà  essere 

a'"A  = ( 1 +o+rt‘  + ...  +a’")(i  + 6 )—«”/<, 

d'  onde  si  ricava 


o"  + a«— « + a"— • + . . . . + I 

a"  — (a"-*  + a"-*  + + 1 ) 


Essendo  ò numero  intero  , dev’  esserlo  anche  il  secondo  incnibro.  Fa- 
cendo la  divisione  si  ha  per  resto  2 ( a*-'  + a"*'  + + i ) che 

non  può  esser  zero  perchè  a è positiva  ; perciò  dev’  esser  necessaria- 
mente il  denominatore  eguale  a 1 . Dunque  a"—  (a""'  +<*"■’  +••••+!  ) 

^tjovveroa” — •'  s i , o in  fine  (a” — 1)  (a — 2)=  o.  Essendo 

0^1,  il  primo  membro  non  può  esser  zero  che  facendo  a=a  , 
quindi 


ed 


bz=  i 4-a-)-a*+2’+..  — — i, 


N = a"'(a»*«  — I ), 


e a"“  — I dev’  esser  numero  primo. 
Con  questa  formula  facendo 


m = I si  ha  2(2*  — i ) = (i 

m =:  2 2’  ( 2’  — I ) = 28 

m ss  3 a^(2^  — *)  = 49® 

m = 4 2'*  ( 2*  — 1 ) = li  1 7.3 

ec. 


83.  Per  trovare  i divisori  di  un  numero  bisogna  metterlo  sotto  la 
forma  a"òV...  . Viceversa,  supposta  che  questa  sia  la  forma  che 
debba  aver  un  numero,  e fissato  il  numero  de’divisori  primi  n,ò,c..., 
si  può  dare  agli  esponenti  m , n , /v...  tal  valore  da  risultarne  un 
dato  numero  di  divisori  e nou  più.  Supponiamo  per  cs.  che  si  cerchi 
un  numero  che  abbia  quattro  fattori  primi  c 72  divisori.  Si  deeom- 
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porr^  ’]7  in  qiiatlro  fattori  come  a.3.3.4  i si  tliminuirii  ciascun  fatto* 
re  ili  iiiriiiiiiìi , il  clic  ilarb  i.a.a,3;  il  numero  richiesto  sar^  della  forma 
ab'c'd'  ^ \n  cui  a ^ b , c , d possono  aver  de'  valori  arbitrarii , pur- 
ché non  abbiano  fattori  comuni.  Il  numero  a^.3*.5*.7  è il  più  semplice 
de’  numeri  richiesti.  Decomponendo  72  in  altro  modo  si  avrebbe  una 
formola  diversa  ; per  es.  oLcd^  ha  pure  73  divisori. 


84.  Dato  un  numero  N , trovare  nella  serie  de'  numeri  da  i fino 
ad  N quanti  ve  ne  sono  primi  ad  N. 

Si  decomponga  il  numero  N ne'  suoi  fattori  primi  , e sia 
N—a"’b’'c''d'. . . Per  aver  tutti  i numeri  primi  ad  iV  e minori  di  N , 
bisogna  dalla  serie  de'  numeri  naturali 

> ) a , 3 , 4 N (1) 


toglier  prima  tutti  i multipli  di  a , poi  tutti  i multipli  di  b non  di- 
visìbili per  a ( attesocchè  i multipli  di  a si  son  giù  tolti  ) , poi  tutti 
i multipli  di  c non  divisibili  nè  per  a nc  per  £ ; c cos't  di  seguito. 
Ora  i multipli  di  a contenuti  nella  serie  (i)  sono 

JV 

« , , 3a  , —.a  (2) 

JV 

il  cui  numero  Per  cui  dalla  serie  (i)  sopprimendo  i multipli  di 

a , rimangono  i termini  non  divisibili  per  a che  sono  di  numero 

N — ^ 1 ovvero  ^ iVi  — - ^ . 

I multipli  di  b contenuti  nella  serie  (i)  sono 


A,  2i,  3i,  46....  j.b 

il  cui  numero  c . Da  questi  bisogna  escludere  i multipli  di  a , giù 

considerati  c compresi  nella  serie  (2).  Or  siccome  a non  divide  A, 
in  vece  della  serie  A,  ub  , 3b , ec.  si  può  considerare  la  serie  de’ nu- 
meri naturali 


il  cui  numero , che  è ^ , con  la  soppressione  de'  multipli  di  a si  ri- 
duce a ~ ^ ^ ^ cui  il  numero  de' termini  della  serie  (t) , 

quando  se  ne  tolgono  tutti  quelli  divisibili  per  a o per  A si  riduce  a 
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Parimenle  la  serie  de’  multipli  di  c contenuti  in  (i)  è 

. ■ , iV 

c,  ac,  oc,  4c  . . . — .c  , 

C 

dalla  quale  bisogna  escluder  tutti  i termini  divisibili  per  a o per  i. 
Ora  per  la  ragione  anzidella  in  vece  di  questa  serie  si  può  considerar 
quella  de'  numeri  naturali 

I,  2,3,....—  , 

il  cui  numero , quando  se  ne  tolgono  i termini  divisibili  per  a o per 
i , si  riduce  a 

E perciò  il  numero  de’ termini  della  serie  (i)  , quando  si  escludono  i 
multipli  di  a , di  l> , e di  c , si  riduce  a 

ovvero 

Allo  stesso  modo  ragionando',  si  troverà  che  i numeri  della  serie  (i) 
die  non  sono  divisibili  o per  a o per  />  o per  c o pei  d si  ridu- 
cono a 

ovvero 

Si  vede  dunque  che  qualunque  sia  il  numero  de'  fattori  primi  con- 
tenuti in  iV , i numeri  primi  ad  iV  c minori  di  N sono  quante  le 
unitii  dell’  espressione 



nella  cui  composizione  non  hanno  alcuna  influenza  gli  esponenti  de’  fat- 
tori primi  contenuti  in  N. 

Si  voglia  per  es.  conoscer  qu.anti  nnmfri  primi  a 36  vi  sono  mi- 
nori di  36.  Siccome  36  = a*.  3'  , il  numero  richiesto  sarh 

3G(. 

4 
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cioè  nella  scric  tic*  numeri  da  r fino  a 36  vi  saranno  >2  numeri  primi 
a 36  , che  sono 

1 , 3 , 5 , 7 , Il  , i3  , 17  , 23  , 25  , 29  , 3i  , 35. 

85.  Si  cerchi  quante  volle  un  numero  primo  6 è fattore  nella  serie 

de’ numeri  naturali  da  i fino  ad  A , o ciò  che  è lo  stesso,  qual’ è la 
più  alta  potenza  di  6 che  possa  dividere  il  prodotto  1.2.3  4-.*^- 
Si  chiami  n il  quoziente  intero  di  N diviso  per  6 ; è chiaro  che 

nella  serie  de’  numeri  da  1 fino  a si  troveranno  tutti  i multipli  di 

6 da  1 ad  n , cioè 

6 , 26  , 39  , 4®) «#• 

Quindi  tutti  ì fattori  divisibili  per  6 si  troveranno  in 

1.2.3....  «.9". 


Chiamando  n'  la  parte  intera  di  n diviso  per  9 , tutti  i multipli  di  9 
che  si  trovano  nel  prodotto  1.2.3..../?  sono 

9 , 29  , 39,. . . . n'9. 

Perciò  i fattori  che  contengono  9 nel  prodotto  da  i fino  ad  N sono 
quelli  che  si  trovano  in 

1.2.3...  ./i'.9"9"' . 

Parimente  se  n"  c il  quoziente  intero  di  n'  diviso  per  9 , i fattori  del 
prodotto  proposto  che  contengono  9 si  troveranno  lutti  in 

1.2.3. . . . n".9"9"'9"". 


É facile  il  conchiudere  che  dividendo /i"  per  9 e chiamando  n'"  il  quo- 
ziente intero  , e poi  n"'  per  9 , ec.,  e cosi  proseguendo  fino  a che  si 
trovi  zero  per  la  parte  Intera  di  queste  divisioni,  il  prodotto  1.2.3.  ..AT 
sarò  divisibile  per 

Si  cerchi  per  cs.  qual'  è la  più  grande  potenza  di  7 che  divide  il 
prodotto  1.2. 3. 4 10000. 

Si  ha  — ^ — = i4^8+  oc., = 204  , — - = 29  ec.  ,•  -2  = 4 ..p  ec.  , 

^ = o 4- ec.  Sommando  ìc  parti  intere  si  ha  16654  e questo  è il  nu- 
mero delle  volte  che  7 entra  come  fattore:  dunque  la  potenza  richiesta 
è 7'«“. 

Se  N fosse  una  potenza  esatta  di  9 , cioè  se  fosse  A'  = 9"  , sarà 
n = 9*/—'  , n'  = 9“-*,  n"  = 9*'-’,  ec.  ; e il  numero  de’  fattori  richiesti 
sarè 


1 + 9 + 9’  + 0"-'  = 


9—1 
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£ te  si  suppone , come  si  può  sempre  ( n°  65  ), 

JV  = + B6-  + COf  +. . . 

essendo  A , B , C y ...  minori  di  6 , il  numero  de'  fattori  sar'a 


e"—! 


6*  — I 


,»p  —I 


ovvero 


n—a—b—c—.... 

9—1 


Per  esempio  volendo  sapere  renante  volte  ^ è faitore  nel  prodotto 
1 .3.3. . . . loooo  , si  decomporrà  loooo  come  segue: 

4-7'*  +7’  + 7’  + 4-7°> 

e quindi  il  numero  richiesto  è uguale  a 

10000  — 4 — I _ 1 — 4 9990 

6 = 6- 

come  prima  si  era  trovato. 

Se  9 =:  a , sarh  A = B=  C = ....=:  i , e 1'  esponente  di  6 sarò 

N—k 

9—1 

essendo  k il  numero  de’  termini  2"  , a"  ....  di  cui  si  compone  N. 


* 
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CAPO  II. 


POTEHZK  E RAniCI. 

A R T.  1. 

Formazione  delie  potenze  ed  .entrazione  delle  radici 
da  monomi. 


8fi.  Si  sa  gih  ( n°  22  ) clic  la  niolliplicazionc  successiva 
di  una  quantità  per  sè  stessa  produce  le  potenze  ; e che  la 
potenza  m.''"*  di  una  cpiauliih  si  oltieiiT’  nioltiplicando  la  quan-  , 
lità  771 — 1 volle  per  sè  stessa.  Or  siccome  nelle  espressioni  alge- 
briche nionoinie  entrano  sciupi  e le  nii'dcsinie  lettere  per  fattori 
nelle  moltiplicazioni,  si  iialleià  di  ripeter  gli  esponenti  di 

2uesie  lettere  tante  volte  jier  quanto  è il  grado  della  potenza, 
osi  per  la  quinta  potenza  di  n b'  si  ha 


Dunque  si  eleva  una  quantità  monomia  a potenza  mol- 
tiplicando gli  esponenti  di  ciascuna  lettera  per  V espo- 
nente della  potenza. 

Se  vi  fosse  un  coefllcienle  numerico,  questo  si  eleverebbe 
a potenza  colla  moltiplicazione  successiva. 

E necessario  osservare  relativamente  a’  .segni  , clic  le  po- 
tenze di  grado  pari  risultano  sempre  positive  , perchè  pro- 
vengono dalla  moltiplicazione  di  un  numero  pari  di  fattori; 
e quelle  di  grado  impari  ritengono  lo  stesso  segno  della  quan- 
tità che  le  produce. 


87.  L’estrazione  della  radice  ( n”  22),  ossia  l’operazione 
mediante  la  quale  data  una  potenza  si  va  cercando  la  quan- 
tità che  l’ha  prodotta,  essendo  l’inxersa  di  H’ elevazione  a po- 
tenza , ne  segue,  che  per  estrarre  la  radice  di  una  quantità 
mouoinia  bisogna  dividere  gli  esponenti  di  ciascuna  lettera 
pel  numero  che  segna  il  grado  della  radice,  ( osi  la  radice 
terza  di  è a'b^c.  Se  vi  fosse  un  cocflicicnle  numeri- 

co , bisognerebbe  da  esso  estrarre  la  radice  con  le  regole  che 
si  daranno  in  seguilo. 

Aflinchè  dunque  da  una  espressione  algebrica  mononiia  possa 
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eslrarsi  la  radice,  bisogna  die  gli  esponenti  delle  lettere  cbe 
lu  compongono  sieno  tutti  divisibili  pel  numero  clic  indica 
il  grado  della  radice  ; e clic  il  c»elficiente  numerico,  se  vi 
è , sia  una  potenza  esalta  del  grado  della  radice. 

Mancando  queste  condizioni  , 1’  operazione  non  può  più 
effuiluarsi  -,  c allora  sorge  il  bisogno  di  doverla  indicare  coi 


segno  Perciò  j/ aù  indica  la  radice  terza  di  aù. 

Le  pc^lciize  di  grado  pari  polendo  provenire  egualmente 
da  una  quantità  positiva  o da  una  negativa,  le  radici  di  grado 
pari  debbono  ricevere  i segni  +:  lo  stato  della  quisiione  che 
ha  dato  origine  a f[tiesta  radice  determinerà  quale  de’  due 
segni  deve  adottarsi.  Le  radici  poi  di  grado  impari  ritengono 
lo  stesso  segno  della  potenza. 

Non  polendo  le  potenze  di  grado  pari  esser  mai  alTellc  dal 
segno  — , non  si  potrà  mai  estrarre  una  radice  di  grado 
pari  da  una  quantità  negativa.  Infimi  se  si  domandasse  la 
radice  quadrala  di  — si  domanderebbe  una  cosa  impos- 
sibile , perche  uè  a , nè  — a,  elevala  a qii.idrato,  dà  — 

Quindi  \/-6  , , -a  si  chiamano  espressioni  imma- 

ginarie. In  generale  tutte  le  espressioni  nelle  quali  sono  in- 
dicate delle  operazioni  impossibili  , si  debbono  riguardare 
come  simboli  algebrici  dovuti  alle  combinazioni  de’  segni. 


88  V’i  sono  alcuni  casi  ne’r[iiali  i r.idicali  son  suscettibili 
di  ((ualche  trasformazione.  Di  fatti , siccome  per  elevare  a po- 
tenza lina  ([nantilà  bisogna  elevare  a potenza  ciascun  fatto- 
re , la  radice  di  un  prodotto  sarà  uguale  al  prodotto  delle 
radici  de’  fattori.  Questa  osservazione  ci  pcrinctte  di  decom- 
porre la  ([uantità  sotto  il  radicale  in  due  fattori  de’  quali 
uno  sia  potenza  esatta  dal  grado  della  radice  e 1’  altro  no;  dal 
primo  si  estrarrà  effettivamente  la  radice  c nell’ altro  s’ indi— 

j 

cherà  col  segno.  Per  es.  \/lì\a‘{)'c'  si  può  decomporre  in 
.» ^ 

^■l'^a'lì'e^y.ia'c.  Dal  primo  fattore  potendosi  estrarre  la  ra- 
dice si  ha  , 

j 3 : 

\/b\d’ly'c-  = 'bahe'^ 

Si  possono  dnncpie  ne’  radicali  cacciar  fuori  del  segno 
tulli  1 fattori  da’ quali  si  può  estrarre  la  ratlice. 

Viceversii , in  lutti  i radicali  cbe  baiiiio  un  coelìicienle  nu- 
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merìco  o Iclieralc  fuori  del  segno  ^ , si  può  questo  coef- 
ficiciuc  passare  sotto  il  radicale , elevandolo  alla  potenza  del 
^rado  stesso  della  radice.  Così 

} ___  3 3 

3nj/  iab  = |/  aiya’ . aaò  = p'54a‘'ò, 

^'c^ib  = = ^^a^bc^‘ 

Queste  trasformazioni  in  alcuni  casi  sono  utili. 

89.  Operandosi  1’  estrazione  della  radice  per  mezzo  della 
divisione  degli  esponenti  , quando  questa  divisione  non  si 
può  effettuare,  si  può  indicare  la  divisione  degli  esponenti 
in  vece  dell’  estrazione  della  radice.  Per  es.  per  aver  la  radice 
terza  di  , si  dovrebbe  divider  1’  esponente  a per  3.  Indi— 

• 5 - - 

cando  questa  divisione,  si  ha  a*  in  vece  di  p'a’.  Quindi  le 

3 , ^ ^ ^ 

quantità  y a*  , e a » sono  identiche.  E poiché  , 

si  avrà  \J = 

go.  I radicali  si  dicono  simili  quando  hanno  il  medesimo  in- 
dice c le  lettere  sotto  il  segno  sono  le  stesse  ed  hanno  gli 
stessi  esponenti. 

Cosi  3j/ò'c,afly/òV  sono  radicali  simili. 

A R T.  II. 

Calcolo  de’  radicali  aritmetici. 


gi.  I radicali  entrando  ne’ calcoli  debbono  sottoporsi  alle 
medesime  riduzioni  clic  in  Algebra  costituiscono  le  sei  ope- 
razioni fondamentali.  Esporremo  perciò  le  re  gole  da  seguirsi 
nel  calcolo  delle  espressioni  ov’ entrano  radicali. 

Bisogna  però  avvertire  che  qui  le  quantità  sottoposte  al 
segno  radicale  si  considerano  come  positive,  ossia  si  riguarda 
un  radicale  come  l’ indicazione  di  un’ operazione  da  farsi  so- 
pra un  numero , il  risultaiuento  della  quale  è sempre  posi- 
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livo.  Questa  ipotesi  è necessaria  per  la  giustezza  de’  ragio- 
namenti da  cui  le  dette  regole  dipendono. 

Q‘i.  L’ addizione  c la  sottrazione  de’  radicali  dissimili  si  fa 

_ ^ 3 3 _ 

indicandola  co’ segni  + o — .Cos'ila  somma  di  con 

3_  3_i  _ 3 

s’  indica  scrivendo  + ^ò.  Parimente  indi- 

ca la  sottrazione  di  y^b  da  y/a.  Queste  espressioni  non  sono 
suscettibili  di  alcuna  riduzione. 

Se  poi  i radicali  fossero  simili  o potessero  divenir  simili  con 
la  trasformazione  indicata  al  n"  88  , il  radicale  diviene  fat- 
tore comune.  Così  4av/2A-f-  yJi^a'b  — 5c\/'ìa^b  diviene 

3  _ 3 ' 3 3 . . 

4a\/ 26  -f-  iayj'ìb  — 5à^c  y/ab  — (6« — 5à^c)  ib. 

g3.  Passando  alla  moltiplicazione,  bisogna  prima  osservare 
che  siccome  1’  elevazione  a potenza  e 1’  estrazione  di  radice 
son  due  operazioni  inverse  , l’  ima  distrugge  1’  eifelto  del— 
r altra  ; perciò  si  eleva  un  radicale  alla  stessa  potenza  del- 

4  _ 

r indice  del  radicale  soppiimnndo  il  segno.  Quindi  elevato 
a quarta  potenza  è uguale  ad  a. 

Ciò  posto,  si  debbano  moltiplicare  due  radicali  dello  stesso 
5 _ 5 . , 

indice,  e sia  per  es.  y'a  X V^ò.E  chiaro  che  sopprimendo  il  ra- 

5  _ 5 _ 

dicale  si  ha  ab  che  è la  quinta  potenza  di  X E 
prendendo  la  radice  quinta  di  ab  si  ha  y/ab  ; dunque,  es- 
sendo yJay.yJb  e ^ab  tutte  due  radici  quinte  di  ah  , sa- 

i _ 5 . 5 

ranno  eguali  , c si  avrà  \/(tX  = ^ah. 

Con  un  ragionamento  all’  intutto  simile  si  può  provare  che 


5 _ i 


Dunque  si  mulliplicatio  o si  dividono  due  radicali  dello 
stesso  indice  , nioUipUcando  o dividendo  le  fiuanlilù  sotto 
il  radicale. 
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Ecco  degli  esempi. 


ai/a'^X  = iiubc\Ja\ 


a“  \J  d‘- — X \Jd^+b^  = \Jijd- — ó^)(a*+A^)  = 

• — ^ a^ó  ^ 


v/«+6 


V'a-— 6% 


g4.  Dalla  regola  della  molli plicazione  (n°  prec.)  risulta,  che 
per  elevare  a polenzu  un  radicale  bisogna  elevare  a polcuza  la 
quanlità  sotloposla  al  radicale  , cioè  bisogna  molliplicarc  gii 
esponciiii  delle  Iclicre  che  la  compongono  pel  grado  della  po- 
tenza. Cosl(y^a^)'=  ^db^. 

Però  quando  Tindice  della  radice  è divisibile  pel  grado  della 

potenza,  dividendo  1’  indice  della  radice  viene  ad  elevarsi  a 
* 6 — J _ 

potenza  il  radicale.  Con  questa  regola  si  ha  (\/a)’  = y/«. 
6 

In  clTetli  è sei  volte  fattore  in  a , e il  suo  quadrato  è 
tre  volle  fattore  in  a;  ma  y/a  è pure  tre  volle  fattore  in  a; 

3 ^ _ 

dunque  y/a  è il  quadrato  di  y/«. 

Dunque  si  eleva  a potenza  un  radicale,  o moltiplicando 
gli  esponenti  della  (quantità  sottoposta  al  segno  radicale 
pel  grado  della  potenza , o dividendo  V indice  della  radice 
per  questo  medesimo  numero. 

f|5.  Essendo  1’  estrazione  della  radice  un’operazione  inversa 
1’  elevazione  a potenza  , rovesciando  le  regole  del  n“  prcc. 
si  hanno  quelle  relative  airesirazionc  della  radice:  cioè  si  estrae 
la  radice  da  un  radicale,  o dividendo  gli  esponenti  della 
quantità  sottoposta  al  segno  radicale  per  l' indice  della 
radice  da  estrorsi  , o moltiplicando  per  questi’  ultimo  nu- 
mero F indice  del  radicale. 


96.  Si  vede  dunque  che  la  sola  moltiplicazione  secondo  che 
si  effettua  sugli  esponenti  o sull’  indice  del  radicale  produce 
r elevazione  a potenza  o 1’  estrazione  della  radice  3 e la  di- 


Digìtized  by  Google 


( 57  ) 

visione  cffelluata , quando  è possibile  , o siif;li  esponenti  o 
sull’  indice  del  radicale  produce  estrazione  di  radice  o ele- 
vazione a potenza. 

Dunque  se  contemporaneamente  si  moltiplicano  o si  divi- 
dono per  un  medesimo  numero  ^li  espoiieuii  della  quantità 
sottoposta  ai  segno,  e l’indice  della  radice,  il  radicale  non 
cambia  di  valore. 

Questo  principio  serve  per  ridurre  al  medesimo  indice  i ra- 
dicali di  grado  diverso.  I tre  radicali 

3 5 

yjab  , \Jabc 

si  riducono  a 


\ja'“b'\  s/a'^c\  \Ja'^b''^c'\ 

Il  metodo  è analogo  a quello  di  cui  si  là  uso  per  ridurre 
le  frazioni  allo  stesso  denominatore. 


97.  Quando  si  hanno  da  moltiplicare  o da  dividere  de’ ca- 
cali d’indico  diverso,  bisogna  prima  ridurli  allo  stesso  indi- 
ce , e quindi  effettuare  le  operazioni  sulle  quantità  sottopo- 
ste al  segno.  Ecco  dogli  esempi. 


3o 


\jc{^b  X %\Jabc=\Ia'"b'°'  X sJb"c‘'X  y/a'^b'^c 


= = ab  y/a'b'c'^. 


l3 


9B.  Faremo  io  questa  occasione  osservare  che  nel  calcolo  de'numeri  in- 
teri le  operazioni  piu  facili  sono  la  somma  e la  sottrazione.  Nelle  fra- 
zioni la  moltiplicazione  e la  divisione  sono  più  facili  della  somma  e 
della  sutirazione  ; anzi  queste  due  ultime  operazioni  non  si  potrebbero 
eseguire  se  non  si  trasforinussero  le  frazioni  in  altre  dello  stesso  de- 
uoimnalore,  il  che  corrisponde  a convertirle  in  numeri  rapportali  alla 
medesima  unilk.  Ne’ radicali  l'elevazione  a potenza  e l' estrazione  ili 
radici  si  eseguono  inunediatanicnle  , la  molliplicaziune  e la  divisione 
hanno  bisogno  di  una  trasformazione  , e la  somma  c la  sottrazione 
sono  ineseguibili,  La  ragione  di  ciò  si  ù che  le  operazioni  sulle  quan- 
tità sono  lauto  più  facili  quanto  |>iù  si  ravvicinano  a quelle  da  cui 
traggono  1’  origiue. 
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ART.  lU. 

Calcolo  degli  esponenti  jrazionari. 

99.  II  calcolo  delle  quantità  affette  da  esponenti  frazionari 
positivi  o negativi  dipende  dalle  medesime  regole  che  si  se- 
guono con  gli  esponenti  interi  ( n‘  ^3, 3 1,86  e 87). 


1°  Si  cerchi  il  prodotto  a*  X a*.  Secondo  le  regole  degli 
esponenti  interi  si  ha  a’Xo’=  <*’  * = a,“  = a “ 

A 

= a.  a".  In  effetti  rimettendo  i radicali  si  ha 

a X a‘=  \Jcì‘  X = \Ja^  ==  \J a‘^=a.a  ' ‘ , 

risultamento  identico  al  primo. 

• • 

Si  debba  dividere  a”  per  a*.  Facendo  uso  delle  regole  si 

i j So  

- -e 

Generalmente  , si  debba  moltiplicare  a”  per  a 7 ; il  pro- 
r_£  2^ 

dotto  dev’  essere  a*  *=a"*.Edi  fatto 


«7— V 


Va"  X = \/a-»  X-^/.  = V^a-»-v  = a . 

,5°  Si  debba  a 'elevare  alla  4*  potenza  j dovrà  secondo  le 

( ly  LI  a+-  i 

regole  aversi  \a/=a^~a  *=z  o^o*.  E di  fatti 

(v«’)  = Va'*  s=  a^\/a^=a^.a’ . 


4"  Si  debba  estrarre  la  radice  quinta  da  a';  dico  che  si 
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avrào'*.  E in  cffciii  = \Jd^  — «”• 

« 

Generalmente  si  debba  a elevare  all’ esponente — ^ dico 

_ 2 

che  il  risnlumento  sarà  a . Perchè 


Dunque  le  regole  stabilite  per  gli  esponenti  interi  posi- 
tivi , verificate  per  gli  esponenti  interi  negativi  ( n®  43  ) , 
hanno  luogo  ancora  per  gli  esponenti  frazionari  positivi  o 
negativi. 


ART.  IV. 


Potenze  de’ polinomi. 

5'  /.  Pelle  disposizioni , permutazioni , e combinazioni. 

loo.  Allorché  si  ha  riguardo  al  valore  numerico  del  pro- 
dotto abed. . . o della  somma  a+b.^.c+d. . . ^ le  lettere  si 
possono  scrivere  con  qualunque  ordine;  ma  in  molle  delle 
ricerche  che  seguiranno  occorre  tener  conto  del  posto  che 
le  lettere  occupano  nel  prodotto  o nella  somma. 

Se  si  hanno  m lettere  e si  vogliono  riunire,  per  esempio 

a a a a , di  tutte  le  maniere  possibili  lenendo  conto  anche 

della  situazione  di  una  lettera  rispetto  all’  altra  , i gruppi 
di  Icllere  che  si  formeranno  si  chiamano  disposizioni  & due 
a due.  Per  es.  le  quattro  lettere  a,  b,  c,  d,  riunite  a due 
a due  di  tutti  i modi  possibili  , danno  i dodici  gruppi  se- 
guenti : 

ab  , ac  , ad  , ba  , bc  , bd , 

ca  , cb  , cd  , da  , db , de  ; 
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e queste  soa  tulle  le  clisposizioiii  di  quattro  lettere  a a a 
S'  intenderà  l'.i ci l mente  ciò  che  sarebbero  le  disposizioni  di  m 
lettere  a3a5,a4a4)Cc. 

Prendendo  un  gruppo  di  lettere , e facendo  a queste  oc- 
cupare tutti  i posti  possibili,  si  hanno  le  permutazioni.  Per 
es.  la  riunione  di  tre  lettere  abe  è suscettibile  delle  sei  per- 
mutazioni seguenti  : 

abe  , acb  , cab  , bac  , bea  , cba. 

Si  vede  facilmente  che  le  permutazioni  son  tutte  le  dispo- 
sizioni nelle  quali  entrano  sempre  le  medesime  lettere , ossia 
tutte  le  disposizioni  di  n lettere  prese  a /z  a /z. 

Allorcbc  però  , riunendo  più  lettere  a aaa,a3a  3, 
ec.  , non  si  cercano  che  i gruppi  nc’  quali  almeno  una  let- 
tera è diversa  , questi  gruppi  formeranno  le  diverse  com- 
binazioni. Per  es.  quattro  lettere  a , b , c , d danno  le  sei 
combinazioni  a a a a; 

ab  , ac,  ad , bc,  bd,  cd  (*). 

Ben  compreso  il  significato  di  questi  vocaboli , passeremo 
a vedere  come  si  trovano  le  diverse  disposizioni  , permuta- 
zioni , c combinazioni,  e come  se  ne  determina  il  numero. 

loi.  Per  aver  le  disposizioni  a a a a di  //z  lettere  a,  b , 
c,  d,  e si  prenderà  la  lettera  a e si  farà  seguire  suc- 

cessivamente da  tutte  le  altre;  si  avranno  m—i  disposizioni 
in  cui  la  lettera  a si  trova  al  primo  posto.  Lo  stesso  si  fac- 
cia con  tutte  le  altre  lettere.  11  numero  m — i si  dovrà  ripeter 
tante  volte  per  quante  sono  le  lettere.  Indicando  per  £),, 
il  numero  delle  disposizioni  di  m lettere  a a 
aa,a  3a  3,  a 4 a4)'*-*3  n Ol  n , sarà 

V,  = ;«(in — I ). 

Prendendo  una  disposizione  di  due  lettere,  per  es.  ab  , e 
facendola  seguire  successivamente  da  tutte  le  lettere  rim.i- 


(*)  Tuliiiii  chiamano  prodotti  diversi  le  coiiihinaiioiii.  <>iiesta  de- 
iiomiii.uioiic  c iiiiprupriu  ; i°  pcrchù  >|uesli  prodotti  possono  esser  di- 
versi in  ajtparcnza  non  nel  valore  : ili  latti  ab  , rd  che  sono  due  coiii- 
hiiiazioui  diverse  possono  dar  benissimo  uno  stesso  prodotto;  2“  jseichè 
le  lett'-re  possono  anche  coinhiuarsi  per  addiziotie , ed  u + i , u+c  sono 
due  coiuhiuazioui  diverse. 
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ncmi,  si  avranno  m — a disposizioni  di  ire  leiierc,  dilTorcnti 
solo  per  r iihiiiia  Jeilcra,  c nelle  quali  le  due  lellerc  ab  oc- 
cupano i primi  posti.  Potendosi  far  lo  stesso  con  tutte  le  di- 
sposizioni di  due  lettere,  si  vede  che  per  aver  le  disposi- 
zioni di  tre  lettere,  bisogna  ripetere  il  numero  m — a tante 
volte  per  quante  sono  le  disposizioni  a a a a delle  m let- 
tere, Sarà  perciò 

Dì  =r  /?,  (m — 2). 


In  generale  se  si  debbono  disporre  le  lettere  a tz  a n,si 
vede  che  prendendo  una  disposizione  di  n — 1 lettere,  e fa- 
cendola seguire  siu-cessivamente  da  tutte  le  altre  lettere  , si 
avranno  m — ( n — 1 ) disposizioni  che  differiscono  solo  per 
1’  ultima  lettera.  Adunque  ogni  disposizione  di  n — 1 lettere  ne 
dà  m — (/z — 1 ) di  n lettere.  Perciò 

— — (i) 

Facendo  successivamente  zz  = a,  =3,  =4,ec.,  e sostituendo 
per  D,,  Dì,  . . . . i valori  ottenuti , si  ha 

= m(ffi — i), 

Dì  = m (m — l)(m  — 3),  (2) 

Di  =z  m{m  — 1 ) (m — 2)  (m — 3)  , 


= m (m — i)(n« — a)(m — 3)  (m — 4) ("* — ”+•)■ 

102.  Nelle  disposizioni  ora  considerate  , le  lettere  che  compongono 
iin  gruppo  son  tulle  diverse.  IVla  in  alcune  ricerche  occorre  tener  conto 
anche  delle  disposizioni  nelle  quali  una  lettera  può  entrare  1,2, 3, ..../> 
volle.  In  tal  caso  ogni  disposizione  di  n — 1 lettere  si  dovrà  far  seguire 
da  tutte  le  altre  m lettere  j c indicando  per  D',  le  disposizioni  a n a ;i 
prese  nel  modo  ora  espresso , si  avrà 

Z)'.  = m;  (3) 

formola  nella  quale  facendo  n = a,  =3,  =4  >=• . . . , si  ha 

D',  ~m' , D'ì  = nt' . D'n  — m".  (4) 

Si  abbiano  n dadi  ciascuno  di  m facce  segnale  con  le  lettere  a, .. . 
In  un  getto  di  questi  dadi  si  ottiene  uu  gruppo  nel  quale  una  stessa 
lettera  si  può  trovar  ripetuta  2,3..  . n volte  ; e considerando  conte  di- 
versi i gruppi  contenenti  le  stesse  lettere  ijuaiido  risultano  da  dadi  di- 
versi , il  nuincro  di  tutti  i gruppi  possibili  è m".  Con  2 dadi  di  6 
facce  si  ottengono  36  risultamentì  diversi. 
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lo5.  Per  aver  il  numero  delle  permutazioni,  si  comincerà 
dal  permutare  le  due  lettere  a , 6.  Serivendo  prima  ab  , e 
poi  cambiando  ò in  a e a in  6 , si  avranno  le  permutazioni 
ab  , ba  , il  cui  numero  è ixa- 

Il  numero  delle  permutazioni  di  tre  lettere  a,  b , c , si  ot- 
' tiene  combinando  con  ciascuna  permutazione  di  due  lettere 
la  terza  lettera  c ; e siccome  questa  lettera  può  occupare  tre 
posti  diversi,  cioè  può  esser  messa  in  fine,  in  mezzo  c in  prin- 
cipio, ciascuna  permutazione  di  due  lettere  ne  dà  5 di  tre  lette- 
re.E  quindi  il  numero  delle  permutazioni  di  3 lettcreè  ixax3. 
Parimente  combinando  con  ciascuna  delle  permutazioni  di 
tre  lettere  a , b , c la  quarta  lettera  d , si  avranno  tutte 
le  permutazioni  di  4 lettere.  Or  la  lettera  d si  può  situare 
in  un  prodotto  di  tre  lettere  di  quattro  maniere  diverse  ; 
perciò  il  numero  delle  permutazioni  di  4 lettere  è i. a. 5.4 • 

In  generale  , chiamando  i*,_.  il  numero  delle  permuta- 
zioni delle  n — i lettere  a,  b , c,  d,. . .k,  il  numero  i*,  delle 
permutazioni  delle  n lettere  a,  b , c , d, . .i , 1,  sarà 

P.=P«_,  X«=i.»-3....  (n-t)n. 

Questa  formola  poteva  anche  ricavarsi  da  quella  del  n“  pre- 
cedente , facendovi  m=n.  In  effetti  si  hanno  allora  le  dispo- 
sizioni di  n lettere  prese  a n a n , che  sono  appunto  le  di- 
verse permutazioni  di  un  gruppo  di  n lettere.  Si  ha  quindi 

P,  =n(/i— i)(rt— a). . . . aXi , 

che  è il  prodotto  stesso  scritto  in  ordine  inverso. 

104.  Se  due  lettere  divenissero  eguali,  queste  due  lettere  non  si  do- 
vrebbero permutare  ; e siccome  due  lettere  danno  due  permutazioni,  il 
numero  delle  permutazioni  di  n lettere  contenenti  due  lettere  eguali  si 
riduce  allora  a 


1 .3,3. ...  n 

1 .3 


= 3.4. • • • n. 


Se  tre  lettere  divenissero  eguali , queste  tre  lettere  non  si  permutereb- 
bero , e il  numero  delle  permutazioni  di  n lettere  fra  le  quali  ve  ne 
sono  3 eguali  si  riduce  a 


1.3.3  4 n / e 

- ' „ . = 4.5.O....  n. 

I 3.3 
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In  generale  se  vi  sono  p lettere  eguali  , il  numero  delle  permutazioni 
diviene 


1.0.3. ...B  I .a.3. . . .;»  . . n 

i.a.3 — p i.a.3  . . ./> 


. n. 


Se  vi  fossero  altre  q lettere  eguali  diverse  dalle  p , numero  delle 
permutazioni  diviene 


i.a.3 n 

1.3.3...  py,  i .1.3. ..  .q . * 


(5) 


In  generale  , se  si  vogliono  tutte  le  permutazioni  che  si  possono  formare 
sopra  n lettere , di  cui  p sono  di  una  specie  , q di  un'altra  , r di  uu' 
altra,  ec.,  il  loro  numero  sarh 


I .3.3. ... n 

1.3.3 pXi.i.S <7X«.a.3 rX ’ 


(6) 


in  cui  p^q+r+ ....  è uguale  o minore  di  n. 

Se  fosse  n:zzpU , il  uumero  delle  permutazioni  di  n lettere  di  k spe- 
cie è 

1.3.3.. . . B ' 

(1.3.3....;»)*  (7) 


lo5.  Si  voglia  infine  il  numero  delle  combinazioni  di  m Ict« 
tere  prese  a n a tz.  Si  vede  che  avendo  le  disposizioni  , in 
queste  si  troveranno  tanti  gruppi  in  cui  entrano  le  medesime 
lettere  per  quante  permutazioni  si  possono  fare  in  un  mede- 
simo gruppo.  Dividendo  adunque  il  numero  delle  disposizioni 

Eel  numero  delle  permutazioni , si  avrà  il  numero  delle  com- 
inazioni  ; e sarà , chiamando  C,  questo  numero  , 

f,  Dn  m(m— i)(m— 3) (m— b + i) 

1.3.3....B » (8) 


o più  compendiosamente 


Cm CV— I . 


in— B + I 


(9) 


Si  vede  in  £ttti  che  unendo  a ciascuna  combinazione  di 

n 1 lettere  tutte  le  m — «-|-i  lettere  rimanenti  , si  lianiio 

C,_,  (m — ) gruppi;  dove  uno  stesso  gruppo  si  trova 
ripetuto  tante  volte  per  quanti  sono  i posti  che  in  una  unione 
di  n — 1 lettere  può  occupare  un  altra  lettera  , cioè  n vol- 
te. Sicché  dividendo  il  numero  precedente  per  ri , si  ha  C’.. 
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Da  questa  formola  , facendo  successivamente  n—ì,  =a,  =3, 
= . . . . , si  ricava 

e.  = e.  = e,  (,o) 


Perciò  i 90  numeri  della  lotteria  datino  4oo5  ambi,  117480 
terni,  aSSSigo  qualerni , 45949268  cinquine. 

106.  Per  ottenere  le  conibinaz.ioni  di  m lettere  prese  a n a n 
si  procederà  nel  modo  seguente. 

Si  scrivano  le  m lettere  «,  b , e,  d , e,_/‘ , 

poi  si  prenda  la  lettera  a e si  combini  con  tutte  le  rima- 
nenti, e si  avranno  le  combinazioni  ab,  ac,  ad,  ae,af.  .. 
In  seguilo  si  prenda  la  lettera  lO  e si  combini  con  tutte  le 
rimanenti , e si  avranno  le  combinazioni  bc,  bd,  be,  bj.  . . ; 
parimente  combinando  la  lettera  c con  quelle  che  restano 
alla  sua  destra  , si  avranno  le  combinazioni  cd  , ce  , cf ... 
£ così  continuando  si  avranno  le  combinazioni  a 2 a 2. 

Per  aver  le  combinazioni  a 5 a 3 , si  tolga  la  lettera  a , 
e le  rimanenti  si  combinino  a 2 a 2 nel  modo  suddetto.  Poi 
in  unisca  la  lettera  a con  ciascuna  di  queste  combinazioni,  la 
lettera  i con  ciascuna  di  quelle  ove  non  entra  b,  la  lettera 
c con  ciascuna  di  quelle  ove  non  entra  nè  nè  c ; e così 
di  seguilo. 

Per  quelle  a 4 4 ? si  tolga  la  lettera  a e le  rimanenti 

si  combinino  a 5 a 3 nel  modo  esposto.  Poi  si  unisca  la 
lettera  a con  tutte,  la  b con  quelle  ove  non  entra  b , la  c 
con  quelle  ove  non  entra  nè  3 nè  c,  ec. 


107.  Il  numero  delle  combinazioni  di  k lettere  a nati,  è espresso  da 

k (li — i)(i — a)  ....  (Ir — n + i ) 

1 .2.3. . ..  n ’ 

quello  di  l lettere  a y:;  a 70  lo  c dà 

/(/-t)(l-2)....  (f-y-H) 

1 .2.3. . ..  y7 

Se  le  lettere  lek  son  tutte  diverse  , un  termine  qualunque  del  primo 
sistema  combinato  con  un  termine  qualunque  del  secondo  , darà  un  ter- 
mine in  cui  entrano  n+/>  lettere  , cioè  n delle  prime  e p delle  se- 
conde. Il  prodotto  di  queste  due  espressioni  darà  il  numero  di  tutte  le 
combinazioni  formale  di  k-\-l  lettere,  essendo  ogni  combinazione  com- 
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po«tn  di  n lettere  delle  prime  e p delle  seconde.  Per  es.  se  di  tulle  le 
coinbiiiaziuiii  di  lu  lettere  a 5 a 5 si  vogliono  quelle  nelle  quali  en- 
trano due  delle  (inaltro  lollcre  a , b,  c , </ , il  loro  numero  sari 

4.3  H.7.6  . 

— — V - i — = 336. 

1 1 ^ I . a . 3 


loS.  Se  r espr(*ssinne  di  si  moltiplica  nel  numeratore  e nel  de- 

uoininatoie  per  (m— 1 a) 3. 2.1,  il  numeratore 

conterrà  il  prodotto  di  tnlti  i numeri  uaturali  da  l sino  ad  in  , e si 
avrà 


1.23 m 

^"“t  3.3.  ...nXi  2.3..(i«— «)■  (“) 

Paragonando  questa  forinola  con  la  (5)  del  n“io4  *•  vede  che  dess.a  esprime 
il  numero  delle  permutazioni  che  si  possono  fare  sopra  m lettere  delle 
quali  n di  nna  specie  e m — n di  uiralira;  perciò  ({urslo  numero  di  per- 
mutazioni è ugnale  a quello  delle  combinazioni  a n a n.  Di  tiiui  tanto 
è per  es.  che  due  lettere  si  vadano  collocando  in  ni  posti  di  tutte  le 
maniere  possibdi  , (|iiniilo  che  ni  lettere  si  combinino  a due  a due  ; 
licrcliè  ugni  coiubiiiazione  corrisponde  ai  due  posti  die  debbono  oc- 
cupar le  due  lettere. 

Se  cìaseuna  combinazione  a n a k , si  moltiplica  pel  numero  delle 
combinazioni  die  danno  le  lettere  rimanenti  prese  a ^ a ^ , si  ha  uii 
uumero  di  gruppi  espresso  da 

1.2.3. ..M  1.2.3. ..(m — n) 

1.2.3..  .«Xi. a...  (m-n)  ^ i.2.3.../>Xi.a.3..  .(nt— n— /i)’ 

ovvero 

1 . 2 . 3 ....  ni  

1.2.3. .  .nXi-a.3.,.^Xi-2.3...  (//1—/1—/I)* 

Se  ciascuno  di  ipiesti  gruppi  di  n + p lettere  si  combini  con  tutte  le 
altre  prese  a a tf , si  avrà  uu  luiinero  di  gruppi  espresso  da 

1.2  3 ...  ni  1.2. 3...  (in — n—p) 

1.2.  ..nX*-a...yiXt.a...(ni  — /I — y>)  ^ i.2...qXi.2...(ni — n — p — q ) 

1 . 2 . 3 ....  ni 

i.2.;.nXi.a.../iX>-a...qXi.a...  (ni — « — p — q)  ’ 

E si  vede  che  proseguendo  cosi  fino  a che  non  vi  sieno  che  lettere 
da  combinarsi  a 1 n i , si  ha  la  forinola  (6)  del  n°  io4  die  esprime  le 
permutazioni  di  ni  lettere  divise  in  classi  o specie.  La  quale  coincidenza 
si  può  facilmente  provare  con  un  ragionaiiieiilo  analogo  a quello  espo- 
sto per  le  conibina/.ioni  a 2 a 2. 

5 


Digitized  by  Google 


(66) 

log.  Cerchiamo  il  numero  delle  combinazioni  che  si  possono  lare 
con  m lettere  a n sl  n , nel  caso  che  in  una  combinazione  si  possano 
trovar  delle  lettere  ripetute. 

Sieno  m lettere  a , b , c , d , e — . ; se  la  lettera  a si  fa  successi- 
vamente seguire  da  tutte  , poi  la  b dalle  i , c , , e,  . . - poi  la  c 

dalle  c y d , e , . . . ec.,  sì  hanno  le  combinazioni  a a a a nelle  quali 
si  trovano  le  aa  , bb  , cc , ec.  Or  è chiaro  che  il  numero  delle  combi- 
nazioni che  ne  risultano  è quello  stesso  che  si  sarebbe  ottenuto  com- 
binando m+i  lettere  a a a a.  Si  ha  perciò 

C'.  = "*(”*+*) 

I .a 

Se  tutte  le  combinazioni  a due  a due  si  unisce  la  lettera  a,  poi  la 
h con  tutte  quelle  ove  non  entra  a , la  c con  tutte  quelle  ove  non 
entra  nè  a nè  ò , la  rf  con  tutte  quelle  ove  non  entra  nè  a , nè  ò , 
nè  c , ec.,  si  avranno  le  combinazioni  a 3 a 3 , nelle  quali  una  me- 
desima lettera  può  entrare  i , a , 3 volte.  Si  vede  che  con  questa 
operazione  si  deve  aver  lo  stesso  numero  di  termini  che  se  si  fossero 
combinate  a 3 a 3 m^'a  lettere  ; e perciò  sark 

C!*g  = w(m.f  i)(m+a)^ 

• i.a.3 


Generalizzando  questo  ragionamento  si  vedrò  che  il  numero  delle 
combinazioni  di  m lettere  a n a n , ammettendo  che  in  ogni  .combi- 
nazione una  stessa  lettera  possa  entrare  i , a,  3,  ...n  volte,  è uguale 
a quello  che  darebbero  m-^-n — i lettere  combinate  a n a n\  t sarò 
perciò 

• _ m(m  + t)(m+*)- • • • (m+n — i) 

1 .a.3. . . . R 

i.a.3 (m-{-R — i)  . 

i.a.3..«Xi.a.3...(m- 1) 


(R+i)(/i+a). ...  (m+n— i)  _ 
I a.3. . . . (in — i) 


formola  nella  quale  può  esser  , m=n  , m^n.  Si  fari  uso  della 

prima  espressione  se  tn^n  , e della  terza  negli  altri  casi.  Per  es.  8 let- 
tere combinate  a 5 a 5 danno  un  numero  di  combinazioni  espresso  da 
S.q.io.ii.ia  ,,  , 8.0.10 

~7  a'.3.4  5 ’ lettere  combinate  a 7 a 7 ite  danno  — — csiao. 
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§.  II.  Formazione  del  prodotto  di  m fattori  binomi  x+a,  x+b  , 

*+c  ) ec, 

HO.  Molliplicanclo  x-\-a  per  *-+-4,  poi  il  prodotto  per 
x-|-c,  e poi  per  x+cl,  si  ottiene 

(x+«)(x+i)  r=  x' + I X +nA 

« 

(jr+a)(x+A)  (x+c)  = a-'+n  X •^abe 

' 4-ac 

+cj  +Z>c 

(x+n) (x+A) (x+c) (x+t/j  = x'^+rt  x'+oA  x’+rjAr  x+abed 

+/'l  +nc  +nWl 

+f  +«<■/ 

•^■bc•  -i-bcd 

+bd 

+cd 

Un  semplicissimo  esame  sulla  forma  di  questi  prodotti  è suf> 
Gcicntc  a rivelar  la  legge  che  domina  nella  loro  composi- 
zione. In  cflfctti , ragionando  particolarmente  sull’  ultimo  , si 
vede  che  ordinando  il  polinomio  secondo  le  potenze  della  x,  le 
unità  dell’  esponente  di  x nel  primo  termine  sono  quanto  il 
numero  de’  fattori , poi  questi  esponenti  vanno  per  ogni  ter- 
mine diminuendo  di  un’  unità  fino  all'  ultimo,  che  si  può  ri- 
guardare come  moltiplicato  per  x°.  Quanto  a’  cociììcienti  ; 
' quello  del  primo  termine  è i , quello  dei  secondo  è uguale 
alla  somma  de’ secondi  termini  a , b , c , d;  quello  del  ter- 
zo, alla  somma  di  tutti  i prodotti  che  si  possono  fare  com- 
binando a due  a due  le  dette  quaitro  lettere  ; quello  del 
termine  seguente  è uguale  alla  somma  di  lutti  i prodotti 
delle  stesse  lettere  coiid>inalc  a ire  a tre  ; finalmente  1’  ul- 
timo termine  è il  prodotto  di  tuli’  i secondi  termini  de’ bi- 
nomi. 

Per  giudicare  se  la  medesima  legge  ha  luogo  sempre,  os- 
serveremo, che  per  la  forma  stessa  ile’  lailori  il  prodotto  deve 
necessariamente  soddisfare  alle  comKzioni  seguenti  : i“  deve 
essere  un  polinomio  omogeneo  di  grado  eguale  al  numero 
de’  fattori  ( u"ag  );  a"  non  dee  variare  allorché  si  cambiano 
l’uua  nell’ altra  due  lettere  quali  si  sicno;  3°  niuna  delle  let- 
tere a,  6,  c,  </....  si  può  trovare  elevata  a potenza.  Da 
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ciò  si  deduce,  che  se  il  numero  de’ fattori  è /n , ed  il  po- 
linomio è ordinato  secondo  le  potenze  della  x,  il  primo  termine 
deve  contenere  x"  senza  coelnciente,  il  secondo  che  contiene 
x^'  deve  aver  per  coefficiente  un  polinomio  di  un  grado 
eguale  a i , il  terzo  che  contiene  x'~'  deve  avere  per  coef- 
ficiente un  polinomio  di  grado  eguale  a a ; ec.  Perciò  il  coef- 
ficiente del  secondo  termine  dev’ esser  uguale  alla  somma  dei 
secondi  termini  a , b , c , d. . . , quello  del  terzo  alla  somma 
de’  loro  prodotti  a a a a , quello  del  quarto  alla  somma  dei 
prodotti  a 5 a 3,  ec. 

Questa  maniera  di  riedurre  le  leggi  generali  dalla  consi- 
derazione de’  casi  particolari , chiamasi  induzione.  La  quale 
è non  solamente  un  metodo  d’  invenzione  feracissimo,  ma  è 
un  principio  che  entra  spesso  in  azione  nelle  dimostrazioni 
delle  più  astruse  verità  : e già  noi  ne  abbiamo  fatto  uso  in 
pareccni  de’  teoremi  sopra  esposti.  Ma  per  farlo  servir  di  base 
ad  una  dimosti azione  conviene  che  si  appoggi  sopra  dati  de- 
terminati ; e la  dimostrazione  ne  sarà  tanto  più  pregevole 

Stianto  più  pronta  è la  deduzione , e più  evidenti  i principii 
a cui  vien  tratta. 

111. Trattandosi  però  di  m fattori  della  forma  x-^b, 

x-pc  , ec.  , si  può,  senza  partir  dalla  considerazione  de’ casi 
particolari , comporne  il  prodotto  , osservando;  i°  che  per  la 
natura  della  moltiplicuzione  un  termine  del  prodotto  dev’ es- 
ser necessariamente  formato  dal  prodotto  di  tutt’  i primi  ter- 
mini de’ binomi^  s**  che  il  prodotto  non  varia  con  qualun- 
que ordine  sieno  scritti  i termini  de’  fattori , cioè  o si  scriva 
x-fa  o o-f-x  , x-\-b  o b-\-x,  ec.  Ciò  posto,  si  possono  ot- 
tenere tutti  i termini  del  prodotto  facendo  ne’  fattori  tutte 
le  permutazioni  possibili , e moltiplicando  sempre  i primi 
termini  fra  loro.  JNon  altro  dunque  è necessario  per  ottenere 
i successivi  termini  del  prodotto  che  seguire  un  ordine  in  que- 
ste permutazioni,  per  esser  sicuri  di  non  ometterne  alcuna. 

1 binomi  nel  mudo  come  sono  scritti  danno  per  primo 
termine  x". 

Permutando  i termini  del  primo  binomio  , cioè  scrivendo 
a ^ vece  di  x-}-a,  e facendo  il  prodotto  de’  primi  termi- 
ni si  ha  ax*“'.  Ma  quel  che  si  è fatto  col  binomio  x+a  si 
può  far  successivamente  con  tutti  gii  altri,  perciò  si  avranno 
1 termini  òx"“' , cx^' , t/x"~‘  , ec. , che  riuniti  danno 
( . . . )x"“' ; e ben  si  vede  che  la  quantità 


Digilized  by  Google 


(69) 

tra  parentesi  dcv’  esser  necessariamente  uguale  alla  somma 
di  tutti  i secondi  termini  de’  binomi  , qualunque  sia  il  loro 
numero. 

Scrivendo  in  ordine  inverso  i termini  de’  due  binomi  x-\-a , 
e x-\-b  , si  avrà  il  termine  abx^~'.  Ma  potendosi  ciò  fare 
con  due  altri  qualsi vogliano  binomi,  vi  saranno  i termini 
acx^* , bcx^'  , ec.  cioè  tanti  termini  che  contengono  x"-* 
per  quanti  modi  vi  sono  da  combinare  a due  a due  le  let- 
tere a , b,  c,  d , cc.  Riunendo  in  un  solo  questi  termini, 
si  avrà  (aÌ+ac-t*ad+Ac4-M-|- •...)*■"*  j e la  quantità  tra 
parentesi  è necessariamente  uguale  alla  somma  di  tutti  i pro- 
dotti che  si  ottengono  combinando  a a a a le  lettere  a,  6, 
c , ti  , ec. 

Scrivendo  in  ordine  inverso  i termini  di  tre  binomi  per 
volta,  si  avranno  nel  prodotto  i termini  abcx^~^,  abd^C-^ 
cc.,  o il  termine  unico  (^abc-{-abd-^acd-\-bcd+. . .)  nel 
quale  la  quantità  tra  parentesi  è la  somma  di  tutti  i prodotti 
delle  lettere  a , ò , c , d , ec.  combinate  a tre  a tre. 

Estendendo  questo  ragionamento  , si  vede  che  il  termine 
seguente  dev’  esser  x^*  moltiplicato  per  la  somma  de’  pro- 
dotti delle  stesse,  lettere  combinate  a 4 4j  Po>  verrà  il  ter- 
mine moltiplicato  per  la  somma  de’  prodotti  delle  stesse 
lettere  a 5 a 5 ; e così  di  seguito. 

Essendosi  permutati  i binomi  aiai,aaaa,a5a5, 
a 4 a 4 ? cc.  , siccome  il  numero  m è determinato,  si  deve 
finalmente  arrivare  a permutarli  tulli.  Perciò  1’  ultimo  ter- 
mine è abed..,,  cioè  uguale  al  prodotto  di  tutti  i secondi 
termini  de’  binomi.  ^ 

Si  avrà  dunque 


(*+a)  (*+A)  (x+c)  (x+d) 


+aA| 

+oAc  1 

+ac 

+c 

+ad 

^aed 

+d 

+bc 

J^bd 

. 

. 

■ 

cibai. . . • 


Ila.  Per  avere  il  prodotto  (x-^a)(x — b)(x — c)(x — d)... 
basterà  cangiare  il  segno  a tutti  i termini  di  posto  pari. 
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§.  HI.  Formolo  (lei  binomio  di  Newton. 


11 5.  Se  nella  formola  precederne  si  fa  a=bz=c=d=ec.  si 
avrà  lo  sviluppo  della  potenza  (a:+n)".  Fatta  questa  modifì- 
cazione  nel  secondo  membro,  il  secondo  termine  diviene  a*"~' 
ripetuto  tante  volte  per  quanti  sono  i fattori  presi  a i a i , il 
terzo  termine  è ripetuto  tante  volte  per  quanto  è il 

numero  delle  combinazioni  che  si  possono  far  con  m lettere 
prese  a a a a ; il  quarto  termine  diviene  ripetuto  unte 

volte  per  quante  sono  le  combinazioni  di  m lettere  a tre  a 
tre;  c così  di  seguito.  Ma  il  numero  delle  combinazioni  di  m 
lettere  aia  i,aaaa,a3a3,ec.  è espresso  ( n"  io5  ) 
rispcltivanienic  da 


(m — i)  m (m — i)  (m— a) 


1.3 


1 .a. 3 


ec.. 


perciò  si  avrà 


(ar+a)"  = 

x-+max^’  + ^.^-3 

I a 1.3  3 


m(m — i)  (m — a)  (wi— 3) 

l.a.3.4 


a»  . . . . + a" 


(0. 


Questa  formola  porta  il  nome  di  binomio  di  Newton  y per- 
chè Newton  la  scoprì  per  induzione. 


114-  Si  osservi  che  le  potenze  di  a;  e di  a procedono  in 
ordine  inverso  ; comincia  la  formola  da  x"  c finisce  ad  x°,  e 
per  a comincia  da  a°  e finisce  ad  a".  I termini  son  dun- 
que m+i. 

li5.  II  eocflicienlc  del  termine  n-\-i  essendo  uguale  al  nu- 
mero delle  combinazioni  che  si  possono  fare  con  tn  lettere  a n 
a n , chiamando  N il  numero  delle  coir.bìnazioni  a n — l a 
n — 1 , quelle  & n d n saranno  espresse  (11°  io5)  da 


N 


III  —Il + 1 
n 


Digitized  by  Coogle 


( 7»  ) 

Se  dunque  un  termine  è espresso  da  N.  — — a*  , Il 

termine  precedente  sarà  Na—'x”-’*'  . Perciò  il  coefficiente 
di  ogni  termine  si  formerà  dal  precedente , moltiplicandolo 
per  1’  esponente  di  x e dividendolo  pel  numero  de’  termini 
che  precedono  quello  che  si  considera. 

È facile  dunque,  dopo  scritti  i primi  due  termini,  de- 
durne tutti  gli  altri  mercè  l’esposta  regola.  Così  per  la  sesta 
potenza  di  x^a  si  ha 

(x  + o)®  =x®  +6ax*  + i5a*x*  + aoa®*®  + iSa^x*  -f-  6a*x  + a*. 


6.5 


Il  coefficiente  del  terzo  termine  è uguale  a — , quello  del 

i5-4  -■  ao  3 ^ 


quarto  a -,  il  seguente  a 


4 


ec. 


Il6.  Rappresentando  per  T,,,  il  termine  che  occupa  il 
posto  n-j- 1 , o che  è preceduto  da  n termini,  si  avrà 


m{in— i)(m-2)(/n-3)...(m— /j+i)  , 

j — — — a x“  \ (al 

i.a  3 4**--  n 

Questa  espressione  si  chiama  il  termine  generale  della  for- 
mula del  binomio,  perchè  facendovi  n=:i , =a,=3,ec.  si  • 
possono  ottenere  tutti  i termini,  dal  secondo  in  poi. 


117.  Moltiplicando  il  numeratore  e il  denominatore  di  T'.. 
(m— /»)(m — n — i)(m — n — a)...  3.a.i,9i  avrà 

_ 1.3.3...  (m — i)m 


per 


1.3.3...  «X  t.a.3...  (m — 


(3) 


Questa  espressione  rappresenta  il  termine  che  è preceduto  da  n termi- 
ni 5 e per  aver  quello  che  è preceduto  da  m — n termini  , bisogna  cam- 
biare n in  m — n.  Con  questa  sostituzione  il  coi'fficieute  non  cangia  , 
perchè  nel  numeratore  non  v’  entra  n , e nel  denominatore  si  cambia 
solo  r ordine  de’  fattori.  Dunque  i termini  ad  egual  distanza  dagli 
estremi  debbono  aver  i medesimi  cocftìcienti  ; cioè  dopo  la  metà  dei 
termini  ritornano  gli  stessi  cuefllcicnti  in  ordine'  inverso.  Il  che  d’al- 
tronde apparisce  chiaro,  osservando  che  lo  sviluppo  di  (x-pa)"  è iden- 
tico con  quello  di  (aq-x)”  -,  e questi  due  sviluppi  presentano  gli  stessi 
termini  scritti  in  orainc  inverso. 


118.  Perciò  si  possono  riunire  i termini  che  hanno  lo  stesso  coeffi- 
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cirnie  , e allora  la  forinola  del  binomio  si  presenterà  sotto  la  forma 
seguente  : 

(x-J-o)”=j-"+a"+m  ax  .a’x’(x“— 

+ . — ^I?n*x’(x"“®+a"~*)  +•  ec.  (4) 

119.  Si  può  anche  ilare  alla  formola  del  binomio  una  forma  tale  che 
ogni  lerinine  dipenda  dal  precedente  ; il  clic  può  esser  di  qualche  uti- 
lità nelle  applicazioni,  facendo  a = .r^  , sar'a 


m — 1 


(x+xjr)"— 4:"+mx"y+m.  . . — — x"y^  + ec. 


Chiamando  A il  primo  icriuinc , il  secondo  sar'a  mAy^  rappresentando 
con  B questo  lerininc,  il  terzo  sar'a  ‘ By , e cosi  di  seguito.  Perciò 

(*+ay)  =*  +mAy  + —Y-  —3—  ^J+ec.  (5). 

130.  Se  si  prende  a negativa,  si  avrà 


(x — o)"'=x'" — max"—'  +/». 


m — I m — I 

a'"— ' — in.  . 

•i  a 


m — a 


— u'x“— ’-^ec.(6) 


cioè  i segni  vengono  alternali,  c il  segno  — alTetla  tutti  i ter- 
mini di  posto,  pari. 


131.  Si  abbia  un  polinomio  X ordinalo  secondo  le  potenze 
intere  e positive  d'  x , e sia 

X = x"+  Ajf-'  + Ex—'  + Cx— 5 + p Ax  + £. 

Supponiamo  che  la  x divenga  , il  dello  polinomio  di- 
verrà 


Volendo  sviluppare  le  potenze  indicale,  .si  potranno  scrivere 
prima  tutti  i primi  lermiiii , poi  tulli  i secondi , poi  liilli  i 
terzi  , cc.  ; si  otterrà  così  il  vantaggio  di  riunire  in  un  solo 
i termini  che  contengono  la  stessa  potenza  di  y. 
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Si  avrà  perciò 

+ ^Kx^h 

+(/» — +(m  --  a)5a:*'~'  + +-^)  y 

+ i |m(m— i)i*^+(m— i)(w— 

+ ^ m(m — iX'»— 2)a:"“^+(w» — i)(m — a)(/n — 3)v/;c*~<+ ....  Jjr* 

+ 

+r 

» 

Rappresentando  per  X*,  X",  X'",  co.  le  <juanlìlà  ira  pa- 
rentesi , queslo  polinomio  prenderà  la  forma 

x+x>y+  i + +y"‘i 

e si  vede  che  1’  aumento  che  riceve  il  polinomio  X per  l’au- 
mento dato  ad  X è Xy  + j X'jK*+g  X"'jk'+  . . . -|-jk"'Q“CÌIo 
che  interessa  conoscere  è che  ciascuno  di  questi  polinomi  si 
forma  dal  precedente  colla  stessa  regola  con  cui  un  termine 
del  binomio  si  forma  da  (|ucllo  che  lo  precede  (n“ii5);  perciò 
si  scriverà  prima  il  polinomio  X,  poi  da  questo  si  formerà  X 
moltiplicando  ogni  termine  per  l’esponente  di  x,  c diminuendo 
l’esponente  di  un’unità  (ruliimo  termine  L,  considerato  come 
moltiplicato  per  x°  , sparisce  in  X'  perchè  secondo  la  re- 
gola dev’ esser  moltiplicato  per  o );  X"  srfonuerà  da  X'  colla 
stessa  regola  ; poi  X'"  da  X',  e così  di  seguilo.  Dividendo 
poi  questi  polinomi  X',  X',  X",  ec.  rispeiiivaiuenle  per  i , 
per  1.3,  per  t.3.5,  ec.  si  avranno  i coefficienti  delle  di- 
verse potenze  d’^.  I polinomi  X',  X',  X'",  ec.  perchè  lutti 
derivano  I’  uno  dall’altro  nello  slesso  modo,  si  chiamano  fun- 
zioni derivate  del  polinomio  proposto , cioè  X'  è la  prima 
derivala  , X"  la  seconda  , ec. 

132.  Siccome  la  potenza  (n+è)'"  si  esprime  per  mezzo  delle  potenze 
di  a e à , si  può  la  somma  delle  potenze  o",  b""  esprimere  per  mozzo 
delle  diverse  potenze  di  n+è.  Facciiao  per  brevità  d-\-b~-,  c scrivendo  lo 
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sviluppo  secondo  la  forma  (4)  > »ark 
a"*z=a’'+i'“+maA 

+ ni. 

-f-TO.  — ^ 2 — ■■  ^ «c. 

Volendo  arrestarsi  alla  polenta  m — 8 , si  ha 

^m—t  — o»— *+(m — 7)aò(a^^+lf*^) 

+ (m— o*i*  (a»-6+i*^) 

+ (m — a)  (”*~^)("*~~4)  a*i*(a"-* +*""*)  + “• 

3 • V 

a«— 4 — o“— <+A*~<+(ot — 4)  ^ (a"“®  + A"-*) 

+ (m_4)  a*A*  (a— »+^‘)  + ec. 

*■-6  — o»-*+A"-«4-(»n — 6)  aA(o"~*+i*~*)  + ec. 

*■»— s — «■— » 5"—*  ec. 

dalle  quali  eguaglianze  , risalendo  dall'  ultima  alla  prima  e sostituendo 
in  ciascuna  il  valore  de’  binomi  chiusi  tra  parentesi  ottenuti  dall’  e- 
guagliaiiza  precedente  ed  espressi  ina,  ricavasi 

o"-*  + = a"-*  — ec. 


o"-6  « = *•— < — (m — 6)  aia"*"®  + ec. 

(m— 7) 

a"-i  + = a*-®  — (m — 4)  oAa"-«+(m — 4)* — — a*A*a»~». 

m— 5 

a"—»  4.  A*— > r=  a"~*  — (m — a)  aAa*~®  + (m — i)  • — — o’A*a"— * 

— (m — a) o*A**"-*+ec. 

a a 


e finalmente 

a“  + A"=  a"  — mais*-*  + 


(7) 


3 3 a 3 4 
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forinola  nella  quale  la  legge  de’ coefficienti  è manilèsla.Un  (emnioe  qua* 
luoque  è espresso  da 

r,. -j-n.  m^^n+2  rn-r^  m-n-i 

a 3 n — 1 n 

ia3.  Dalla  forinola  del  binomio  si  ricavano  alcuni  teoremi. 

I.  Siccome  i termini  che  contengono  e a"  hanno  lo  stesso 

coefficiente , ne  segue  che  il  numero  de’  prodotti  di  ni  lettere  combi- 
nate a n a n c uguale  al  numero  de’ prodotti  delle  stesse  m lettere 
combinate  a m—rn  a m — n.  Per  es.  il  numero  delle  combinazioni  di 
lo  lettere  a 3 a 5 è uguale  a quello  delle  combinazioni  a 7 a 7 ; 
quello,  delle  combinazioni  a 4 tt  4 c uguale  al  numero  delle  combi- 
nazioni a 6 a 6;  e cosi  di  seguito. 

II.  Dovendo  i coefficienti  esser  numeri  interi  , 1’  espressione 

m{m — i)(m — a)(m — 3) (m — p+i) 

• _ , in  cui  m e p sono  numeri  in- 

i.a.3.4-"--;> 

Ieri  e m'^p  ^ sarb  sempre  numero  intero.  Facendo  m — p^iz^n  , e 
scrivendo  in  ordine  inverso  , si  ha 

it(«q-i)(iz+a)(«+3) («  — i) 

1.2. 3. 4*  • • ' p 

cioè  il  prodotto  di  p numeri  consecutivi  è sempre  divisibile  pel  pro- 
dotto de’ primi  p numeri  , come  già  si  sapeva  ^n°  6ì3). 

III.  Sesiiax  = a=  i,  dal  binomio  (x*f  a)"  si  ha 

m — I m — I m — a 

a’"r=  I -f m>fm  + m. . — 5 — + . . . . + m+i  , 

i 2 «ìj 

cioè  la  somma  di  tutti  i coefficienti  è la  potenza  di  a. 

Dal  binomio  (x — a)'”  risulta 

n—  I ira — I OT— a 

(1 — 1)’“  = 0=  I — m+m.  — m.  — — — ^ — +ec., 

cioè  la  somma  de’  coefficienti  delle  potenze  impari  è uguale  alla  somma 
de’  coefficienti  delle  potenze  pari. 

IV.  Facendo  mzx+a^  sì  ha 

m— I 

^ + +n  j 

e portando  nel  primo  membro  0“  che  è il  solo  termine  che  non  con- 
tiene X,  si  avrè 

z"" — oT—x'^  + ninx^'  +m.—^  ■ a‘x"~*+  ec., 

ovvero 

_in 

X — a ni — I 

^ ^ — (- — a)"~’  -l-mo(a — a)"~'  +/« . — - — a’(s — «)"“■*+... . +ma"~' . 
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Il  fecondo  membro  di  quefU  ideniitk  estendo  nn’efpresfione  intera,  Mrk 
tale  anche  il  primo  •,  e perciò  a" — o"  è divisibile  per  c — a (n*  ). 

Se  nell'  espressione  precederne  si  fa  s=a , si  ha  - = ma*-*  : dun- 

que  il  vero  valore  di ^ quando  a = a è /wa*— *. 


Facendo  inoltre  s = a;— a , sarò 


a"  + a’“  = *"  — max*—'  + ec. 

valendo  nel  primo  membro  il  segno  superiore  se  m è impari , e l'in- 
feriore se  è pari.  Perciò  *•»*'  + a*"**  e — a”  sono  divisibili  per 
»+a  : proprietà  dimostrate  altrimenti  nel  n**  76. 


§.  If'.  Elevazione  a potenza  di  un  polinomio. 


134.  La  forinola  del  binomio  può  servire  per  elevare  a 
potenza  un  polinomio  qualunque. 

Si  cerchi  la  potenza  del  polinomio  (»-|-/3-|-y-|-34"£-|- 
Si  farà  ^+y+J-l-«+  ...  —X,  e il  polinomio  sarà  ridotto 
al  binomio  «-j-*.  Si  avrà  quindi  ( » + * = mnT'x 

■ "* — • .1  . 

+OT. «""ar  -f-  cc. 

a 

in  questa  formola  si  debbono  sostituire  le  diverse  potenze 
d’ ar , le  quali  si  otterranno  collo  stesso  metodo , cioè  facendo 

Ottenute  le  potenze  di  si  troveranno  quelle  • 

A' jr  mettendo  nuovamente  E cosi  di  seguito. 


laS.  Per  avere  il  termine  generale  , si  osserver'a  che  il  termine  che 
contiene  «"nello  sviluppo  («+X)"  sarà  (n"i  17) 


I . a . 3 . . . . m X »"x*** 

I a. 3 «Xi  2 3...  (m — «)* 


(0 


Facendo  x s=  /J+J'  *•  ha  x**"  ==  II  termine  di  questo  sviluppo 

che  contiene  /F  sarà 

I . a . 3 . . . . . (m  - n)  ;3'’_y*-"-/> 

1 .2.3. . . ./^X  ■ -2  3 ...(m  — « — p)- 

Sostituendo  in  (i)  questa  espressione  in  vece  di  x"*«  , si  otterrà  pel 
lermine  che  contiene 

1.2.3  . ■ .mX»yr'-*-r  , 

1.2.3  ...nXi  2.3.  pXt-2-3.  ..(m — n — p)'  ■ ' ' 

Facendo  nuovamente  y-y.\-z  sarà  (y+j)*-"-r.  11  termine  di 
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questa  sviluppo  che  contiene  y*  sara 

1.1.3,...  (m — n—p) 

1 .1.3. . . . q X I •^•3.  • • (m — n—p—q)^ 

e sostituendo  in  (i)  questa  espressione  in  vece  di  si  avrli 

1.1.5 mX»'’/9^y^«*'*~^ 

i.i.3...nXi>3>3.>  .f>Xi  .1.3. . .qXi  .1.3.  ..{m — n-p~-q)  ' 

La  serie  delle  operasioni  eseguite  fa  conoscere  ad  evidente  che  il  ter- 
mine generale  dello  sviluppo  del  polinomio  proposto  dev'essere 

i.i.3...BXt  a.3...;>Xi.a.3...qXt.a.3..  rX-. 

in  cui  le  n , /) , q , r , ...  possono  aver  un  valore  qualunque  cominciando 
da  zero , purché  però  soddisfacciano  alla  condizione 

i7i=B+/»+q+r+ .... 

Bisogna  solo  avvertire  nel  far  uso  di  questa  formula,  che  quando 
uno  degli  esponenti  è zero,  per  es.  n = o,  mancherò  nel  numeratore  il 
termine  a"  , e nel  denominatore  si  deve  sopprimere  il  prodotto  i.i.3..4B, 
o considerarlo  come  eguale  a i. 

ii6.  Da  ciò  si  ricavano  le  seguenti  proprietà  de' numeri. 

I.  L'espressione 

I .1.5. . . . m 

i.a.3. . ,nX  t *a.3. . .pX  i.i.3...qX>>* 

in  cui  Bisn-f-zt-f-q-f . . . è sempre  numero  intero. 

II.  Se  p h no'  numero  primo  , tutt'  i termini  dello  sviluppo 

(»+^+y+*+-  • -Y  ad  eccezione  de' termini  a',  y',  ec.  avranno  per 

fattore  comune  perchè  p è numero  primo  e tutti  i fattori  che  en- 
trano nel  denominatore  dell'  espressione  (4)  sono  minori  di  p.  Per  cui 
sarò(a+i3+y-t.*+...y’=,'’+^+/+..  pE  , essendo  E un  numero  in- 
tero. Se  si  fa  a=/3=y=::S=  i , e sia  <i  il  numero  di  questi  termini 
sar'a  a'’:^a+pE  , ovvero  o' — az=pE  , da  cui  a(ae~'  — l):^p£.  E sic- 
come £ è numero  intero,  ne  segue  che  se  il  numero  primo  p non  di- 
vide a,  dovrò  dividere  necessariamente  — 1(0"  ^9);  teorema  dovuto 
a Fermat , e che  conserva  il  suo  nome. 


Digitized  by  Google 


( 7«  ) 


ART.  V. 

Teoremi  sulle  potenze  e sulle  radici  de'  numeri. 


137.  Se  a è una  quanuilk  positiva  e si  fa  b — \-\-a^  b 
sarà  necessariamente  una  quantità  maggiore  dell’  unità.  Ora 


A’"  = (i  +0)"=  I +nia  +OT 


/7l— I , . 

a*  + ec. 


e quindi  b”'^i-\-ma.  Il  secondo  membro  è tanto  più  grande 
quanto  più  grande  è m ; perciò  le  potenze  de’  numeri  mag- 
giori di  1 sono  tanto  più  grandi -quanto  più  grande  è l’espo- 
nente. D’ altronde  si.  può  sempre  trovare  per  m un  valore  tale 
*cbe  risulti  b"''^h  essendo  h una  quantità  qualunque.  In  ef- 
/l—\  h.  1 

fotti  facendo  ot  = , si  ha  .ossia  b""^h. 

a a 

laS.  Eissendo 

(0+ 1)""  = a’"  + OTO*^'  -f-  — L a"**  + ec. 

sarà 

(a  + O"  — o"  *=ma"-'  + m~ — i a*-»  + ec. 

a 

5[uindi  se  a è un  numero  maggiore  di  1 , 1’  intervallo  fra 
a stessa  potenza  di  due  numeri  consecutivi  è tanto  più  grande 
quanto  più  grandi  sono  i numeri  e più  elevau  è la  potema. 

Segue  da  ciò  che  le  potenze  de’  numeri  crescono  tanto  piu 
rapidamente  quanto  più  grandi  essi  sono  e più  elevala  la  po- 
tenza. Di  fatti  a^=ia8,  e g’—4 783969. 

Le  potenze  delle  frazioni  minori  deli’  unità  diminuiscono 
a misura  che  cresce  l’ esponente.  In  effetti  nelle  potenze  della 

frazione-^, essendo  a'^b,h  crescerà  più  rapidamente  di  a,  ed 

sarà  una  frazione  tanto  più  piccola  quanto  piu  grande  è m. 
Si  può  inoltre  trovar  sempre  per  m un  numero  tale  che 

sia  minore  di  una  quantità  data  - per  quanto  piccola 

essa  sia.  Perchè  facendo  , sarà  Ora  è sempre  pos- 

sibilo  trovare  un  valore  di  m che  renda  A (n“  prec.  ). 

Essendo  in  questo  caso  sarà  anche  < jj. 
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lag.  Se  si  ha  a"=^"*",  sarà  a">ó"  se  a>i , e a"<i"  se 
a<i  ; e quindi  a>6  o a<i  , secondo  che  a è maggiore 

0 minore  di  l.  Se  si  fa  rt"=/»=ó"‘",sarà  \/pz^6- 

perciò  la  radice  ot.''"*  di  un  numero  p maggiore  di  i sarà 
tanto  piò  piccola  quanto  più  grande  è tti;  e per  un  numero 
minore  di  i , la  radice  è tanto  più  grande  quanto  più  grande 

»—  L 

è 771.  E poiché  ^a=ar^  quando  ;«=.  oo  sarà  _=o  (n°  47  ) 
1 ^ 
e a*‘=  1 ; cioè  la  radice  m‘‘^  di  un  numero  tanto  meno  dif- 
ferirà dall’  unità  quanto  più  grande  è m.  Da  ciò  segue  che 
le  radici  di  un  numero  maggiore  di  1 non  possono  dimi- 
nuire al  di  là  dell’  unità  , nè  le  radici  de’  numeri  maggiori 
di  1 crescere  al  di  là  di  1 , cioè  1’  unità  è il  limite  verso  il 

quale  tende  \a , qualunque  sia  a. 

« _ 

Avendosi  si  potrà  sempre  trovar  per  m un  valore  tale 
che  la  differenza  di  questo  radicale  dall’  unità  sia  minore  di 
una  quantità  data  h.  Supponiamo  a>i  , trovando  un  valore 

di  771  che  renda  (i+A)“>a  (n°  127),  sarà  j/a  , e 

m ^ 

quindi  j/a  — 1 <A.  Se  a<i  trovando  un  valore  di  m che 

m ^ 

renda  (t — A)"*'<a(n‘*  128),  sarà  i — , e quindi 

1 — v^a  < A. 


l3o.  La  differenza  fra  ed  a"  è — a" ossia  a”(a^ — 1). 

Ora  è sempre  posssibile  prender  per  /3  una  quantità  taiiio 

^ I 

piccola  - in  modo  che  la  differenza  a'  — 1,  sia  minore  di  una 


quantità  data  (n"  prec.).  Dunque  facendo  variar  1’  esponente 
per  gradi  insensibili  anche  la  potenza  varierà  per  gradi  in- 
sensibili. 


i3i.  La  potenza  di  io"-«che  è il  più  piccolo  numero  di  n ci- 

fre, essendo  lo“C"-‘),  ha  m(n—i)  + l cifre  ( 11"  Cy);  la  stessa  | otenz:i 
di  io" — I che  è il  più  gran  numero  di  «cifre,  essendo  (10" — 1)'"= 
io""‘ — m.  io"(**"‘)  + ec.,  non  può  avere  più  di  rnn  cifre,  perche  10"“ 
è il  più  piccolo  numero  di  mii-i-l  cifre.  Per  cui  il  numero  delle  ci- 
fre delia  potenza  di  un  numero  c compreso  fra  iiui — m + i ed 

mn.  Perciò  la  radice  m."'"*  di  tutti  i numeri  che  hanno  un  nuiiiero  di 
cifre  compreso  fra  mn  ed  inn  — (m  — 1)  è di  n cifre.  Se  dumpie  sia  x 
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H numero  delle  cifre  di  un  numero  da  cui  si  debba  estrarre  radice 
cliiamaiido  il  ijuozieiile  intero  di  x diviso  per  tu  ■,  il  numero  delle 
citte  della  radice  Sara  <y  o ly-pi  , secmido  die  la  divisione  si  fu  esat- 
tamente o Cult  Un  resto.  'La  radice  quinta  per  es.  di  un  uuiiieru  di  i3 
cifre  è di  tre  cifre. 

l3a.  Le  radici  de’  numeri  interi  non  possono  esser  espresse 
da  una  frazione. 

In  effelli  se  la  frazione  ^ potesse  esprimere  la  radice 
di  un  numero  intero  qualunque  yj,  bisognerebbe  che  "p  fos- 
se uguale  ad  ^ , il  che  è impossibile , perchè  una  frazione 
irriducibile  elevata  a qualunque  potenza  dà  sempre  una  fra- 
zione irriducibile  ( ii"  i7g,V.).  Dunque  se  il  numero  intero  u'i 
non  è poirnza  esatta  dal  grado  n , la  sua  radice  non  potrà 
esser  espressa  uè  da  uii  intero  nè  da  una  frazione. 

Le  quantità  che  non  possono  esser  espresse  nè  in  numeri 
interi  uè  in  numeri  frazionari  si  dicono /Vraz/o/tn/z  o t/zeo/n- 
mensurahili.  » 

Per  intendere  il  significalo  di  questi  vocaboli  si  osserverà 
che  gl’  interi  c le  frazioni  si  chiamano  quantità  commensura- 
bili, pereliè  hanno  una  comune  misura  coll’  unità  (Aritm. 
n“56),  e raziomdi  perchè  il  loro  r.ipporlo  o la  ragione  col— 
l’unità  può  esser  espressa  da  due  nnnieri  interi  (Arit.  n"  i58). 
Ma  se  si  ha  ^2  , si  potrà  divider  1’  unità  in  quante  pani 
si  vuole,  che  non  si  arriverà  mai  a trovarne  una  tanto  piccola 

che  possa  esattamente  misurare  la  quantità  e l’unità. 

i35.  Siccome  per  elevare  a potenza  una  frazione,  bisogna 
elevare  a potenza  i suoi  termini , per  cstrarne  la  radice,  bi- 
sogna estrarla  dal  suo  numeratore  c dal  denominatore.  Quindi . 
se  I termini  della  frazione  non  sono  potenza  esatta  del  gra- 
do m , la  radice  m‘"“  di  questa  frazione  sarà  una  quantità 
irrazionale. 

t 

154.  Quantunque  non  si  possano  ottenere  esattamente  le 
radici  de’  numeri  clic  non  sono  potenze  esatte  del  grado  dalla 
radice , se  nc  può  avere  un  valore  approssimato  clie  differi- 
sca dal  vero  per  meno  di  una  frazione  -.  Di  fatto  se  si  deve 
estrarre  la  radice  dal  numero  A,  si  convertirà  qi'-’ 
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numero  in  ; ed  estraendo  Ja  radice  dal  numeratore 
P . 

e dal  denominatore,  si  avrà  Essendo  jip"  un  nume- 

P 

ro  , sarà  sempre  possibile  trovare  i due  numeri  consecutivi 
r ed  r-f- 1 , fra’  quali  la  sua  radice  è compresa.  Perciò  la  ra- 
dice /i."*"  di  yi  sarà  compresa  tra  - ed  ; e 1’  uno  o l’ al- 

^ P P ^ 

Irò  di  questi  valori  differirà  dal  vero  per  meno  di 

P 

i35.  Oltre  gl’ irraràonali  che  hanno  origine  dall’estrazione 
di  radici  , vi  sono  delle  quantità  irrazionali  di  altra  specie. 
Infatti,  consideriamo  l’equazione  a‘  =i,  e cerchiamo  quali  con- 
dizioni sono  necessarie  affinchè  x sia  razionale. 

Supponiamo  che  x possa  essere  espresso  da  una  frazione 

m 

— j sarà  a"  = i , da  cui  a’”=b\  Questa  eguaglianza  è im- 
possibile se  a e b non  contengono  gli  stessi  fattori  primi.  Sia 
dunque  a=a.’’0'  e i = sarà  . La  quale 

eguaglianza  non  può  sussistere,  se  non  quando  mp  = np', 

mqz=  nq\  da  cui  si  ricava  Affinchè  dunque  x sia 

n p q n 

commensurabile  , bisogna  che  a e b contenganogli  stessi  fat- 
tori primi  , e che  gli  esponenti  degli  stessi  fattori  sieno  in 
un  rapporto  costante  ] ed  x sarà  intero  o frazionario  secondo 
che  questo  rapnoito  sarà  dell’  una  o dell’altra  specie.  È evi- 
dente d’  alironcic  che  questa  condizione  basta,  perchè  avendo 

b—*>''^',  prendendo  x=^  = ^ , si  avrà  p'  = px. 

p q ^ f ì 

9'=gtar,  e quindi  a‘ b.  In  tutti  gli  altri 
casi  la  X non  polendo  esser  espressa  nè  da  un  intero  nè  da 
una  frazione  , sarà  irrazionale.  Così  il  valore  d’  x nell’equa- 
zione 10*=;  a è irrazionale. 

Se  a e b fossero  frazioni  , si  ragionerebbe  nel  modo 
stesso . ’ 

Le  quantità  irrazionali,  qualunque  sia  la  loro  origine,  hanno 
un  carattere  comune,  ed  è che  il  loro  valore  non  può  es- 
ser espresso  esailamcnte.  Differiscono  però  nella  natura  se- 
condo l’origine  da  cui  derivano,  in  quanto  che  si  può  di 
rado  convertir  l’ima  nell’ altra.  Così  i valori  d’ .v  nelle  tre 

G 
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equazioni  ar=  \Z2»  a:  = \/5,  io' =2  sono  tre  irrazionali  di 
natura  diversa  (*). 

i56.  Le  Icucrc  essendo  in  Algebra  adoperale  come  sim- 
boli generali  , possono  rapprescniare  quanlilà  di  qualun- 
que natura.  Ora  molle  delie  considerazioni  sulle  quali  sono 
poggiale  le  regole  del  calcolo  algebrico  derivano  dalla  sup- 
posizione che  le  Icllcre  rappreseniasscro  numeri  interi  o fra- 
zionari. Queste  medesime  regole  non  ricevono  alcuna  altera- 
zione per  la  introduzione  delle  quantità  irrazionali,  cd  il  ca- 
rattere distintivo  della  scrittura  algebrica  in  ciò  consiste  prin- 
cipalmente , che  se  per  render  più  facile  il  ragiouamemo  si 
è dovuto  aver  prescnic  un  caso  particolare  , i risultameli  li 
son  generali  come  i simboli  de’  quali  si  fa  uso. 

Per  dimostrar  questa  proposizione  osserveremo  , esser  sem- 
pre possibile  , data  una  quantità  irrazionale  rn,  trovar,  come 
nelle  radici  de’  numeri  (11“  i54),  uu  valore  che  ne  dilTeri- 
sca  tanto  poco  quanto  si  vorrà.  Or  non  possiamo  formarci 
un’  idea  esalta  del  valor  numerico  di  un’  espressione  nella 
quale  entrino  delle  quantità  irrazionali , senza  concepir  so- 
stituita a ciascuna  una  quantità  frazionaria  il  cui  valore  dif- 
ferisca di  poco  dalla  quantità  irrazionale  corrispondente.  Qual 
idea  in  (fletti  potremmo  formarci  di  un  prodotto  il  cui  mol- 
tiplicatore fosse  irrazionale,  o di  una  potenza  coll’esponente 
irrazionale?  Ria  se  m è una  (pianlilà  irrazionale  quafun(|uc. 


0 Quanliinr|ne  l.i  parola  irrazionale  si  debba  estesamente  .applicare 
a tulle  le  quantità  che  non  haiiiio  alcun  rapporto  esatto  con  l'unitk  , 
pur  nondimeno  si  cbiamano  con  parlicolarilh  irrazionali  quelle  che  di- 
pendono da  estrazioni  di  radici.  Le  altre  , come  il  valore  d' x nel- 
l’ equazione  10*  = a,  si  chiam.ano  trascendenti.  Per  inteuder  la  ra- 
gione di  questa  nomenclatura  , bisogna  osservare  che  1'  addizione  , la 
sottrazione  , la  moltiplicazione.,  la  divisione,  l'elevazione  a potenza  o 
r estrazione  di  radici  sono  riguardate  come  le  sci  o[>erazioni  ordinarie 
che  si  fanno  sulle  quantità  , e che  perciò  appartengono  all' Aritmetica 
o all’Algebra  elementare.  Perciò  chiamasi  algebrica  un'espressione  il 
cui  valore  dipende  dalle  sei  mentovate  operazioni , e trascendente  quella 
che  dipende  da  operazioni  a quelle  superiori  , c propriamente  ([uella 
ov’ entrano  logaritmi  e linee  trigonometriche,  per  la  determinazione 
delle  quali  non  si  può  làr  uso  delle  dette  sci  operazioni. 

Le  radici  delle  equazioni  che  non  si  possono  oticueie  esattamente  , di- 
pendendo da  operazioni  algebriche  , son  dette  irrazionali. 
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e si  prendono  delle  cjuanlità  frazionarie  t7ì',  t7ì",  m'",  ec.  sem- 
pre più  prossime  ad  ttz,  si  avrà  una  serie  di  valori  eonver- 
genii  verso  m , cioè  che  hanno  per  limile  m.  Nell’  espres- 
sione algebrica  ov’  entra  m rneltendo  in  suo  luogo  le  7n',m", 
m'",  ec.  si  avrà  una  serie  di  espressioni  , i cui  valori  hanno 
per  limile  quello  dell’  espressione  data.  Ora  in  tutte  queste 
sostituzioni  le  regole  del  calcolo  non  rimangono  alterate , e 
d’  altronde  possiamo  avvicinarci  al  limile  quanto  vogliamo , 
perciò  si  può  conehiudere  clic  anclie  nel  limile  debbono  aver 
luogo  le  stesse  regole. 

iSy.  Ma  per  provare  direltaiiicnle  questa  proposizione , 
esporremo  il  seguente  principio,  sul  quale  è fondalo  il  me- 
todo  de  limiti. 

Sia  r eguaglianza  , nella  quale  A a B hanno 

un  valore  co.stanie , e ciascuna  delle  quantità  5 e 3'  può  di- 
venir minore  di  qualumjue  quantità  data  ; dico  che  A—B. 
Imperocché  se  ciò  non  fosse,  sarebbe  A —B=D  , e quindi 
3'— , cioè  3'=  O+J,  e perciò  3'  non  potrebbe  dive- 
nir minore  di  D , contro  l’ ipotesi. 

Facciamo  1’  applicazione  di  questo  principio  a due  propo- 
sizioni dalle  quali  dipendono  le  [trincipali  regole  del  calcolo 
algebrico. 

I.  Le  regole  stabilite  per  gli  esponenti  nella  moltiplica- 
zione e divisione  risultano  necessariamente  dalla  considerazione 
che  gli  esponenti  sieno  interi  c positivi  (n'aSeSl).  Inse- 
guito abbiamo  esteso  quesK;  regole  agli  esponenti  negativi 
( n“  43  ) e ai  fr.izionan  ( ii“  qq  ).  Kimane  a far]  vedere  che 
le  medesime  regole  hanno  luogo  per  gli  espoiieuli  irra- 
zionali. 

Si  voglia  il  prodotto  a'“xd‘  in  cui  m ed  n sono  irrazio- 
nali ; dico  che  — lu  elFetti  sieno  m' , n'  due  va- 

lori razionali  approssimati  di  m ed  n ; si  potrà  fare 
= «“'  X «“  +'5  » c «*“"=:  nelle  quali  eguaglianze 

3 e 5'  possono  divenir  minori  di  qualsiasi  quaiiiità  data.  Or 
siccome  a*X«"=n“"  j sarà  «".a"  — «'""=3  — 3';  d’onde 
a""  X 

fi'* 

Con  lo  stesso  ragionamento  si  dimostra  clic  ~ = a"~"  , 
ed  (a"')"  = ù""’. 

II.  Nel  n°  24  si  è dello  che  i fattori  di  un  monomio  si 
scrivevano  secondo  1’  ordine  alfabetico  , partendo  dal  prin- 
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cipio  conoscimo  iic’  numeri , che  il  prodouo  non  varia  con 
qualunque  ordine  si  prendano  i faiiori. 

Or  si  abbia  il  prodotto  mXn  , nel  quale  m ed  n sono  ir- 
razionali; dico  che  mXn=nXfn.  In  effetti  se  m'  ed  n'  son 
de’  valori  razionali  approssimati  di  7/2  ed  n , si  potrà  fare 
mXn=m' Xn' , ed  nXmz=zn'Xrn'  ò' , d’onde 
mXn — nXnt=i  — 3';  e quindi  mXn-=.nXm. 

ART.  VI. 

Estrazione  delle  radici  da’ numeri  , e da’ polinomi. 

§.  I.  Estrazione  della  radice  quadrata  da’  numeri. 

i38.  Essendo  1’  estrazione  della  radice  un’  operazione  in- 
versa dell’  elevazione  a potenza  , si  ricaverà  il  metodo  per 
estrarre  la  radice  quadrata  studiando  il  modo  come  le  diverse 
cifre  di  un  numero  concorrono  alla  formazione  del  quadrato. 

Essendo  10’  = 100  , 100*  = 10000  , i numeri  di  una  o 
di  due  cifre  avranno  la  radice  di  una  sola  cifra,  e i numeri 
di  tre  o quattro  cifre  avranno  la  radice  di  due  cifre. 

Per  estrarre  la  radice  da’  numeri  di  una  o di  due  cifre 
non  vi  è alcuna  operazione  da  fare  , e basterà  solamente  sa- 
pere a memoria  i quadrati  de’ primi  nove  numeri,  che  sono: 

Numeri  i,a,5,  4,  5,  6,  7,  8,  g. 

a'  potenza  1 4 9 16  a5  56  4g  64  81 

i3g.  I numeri  di  tre  o quattro  cifre  hanno  la  radice  di 
due  cifre  , cioè  composta  di  diecine  e di  unità.  Ora  siccome 
= a*-|-aaA-f-A^  , se  si  suppone  che  a sieno  le  die- 
cine del  numero  dato  e 3 le  unità  , il  quadrato  di  un  nu- 
mero di  due  cifre  sarà  composto  di  tre  parti;  del  quadrato 
delle  diecine  , del  doppio  prodotto  delle  diecine  per  le  uni- 
tà , e del  quadrato  delle  unità.  Per  es.  si  voglia  il  quadrato  di 
47  j facendo  a=r4o  , 3=7  , sarà 

a’  = 1 600 
aaò  = 56o 

49 

somma  = aaog  = 47* 
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Sia  ciato  ora  il  numero  aaog  di  cui  si  cerchi  la  radice  qua- 
drala. Questo  numero  essendo  di  quattro  cifre  avrà  la  radice 
di  due  cifre,  cioè  composta  di  diecine  e di  unità  ; in  conse- 
uenza  il  numero  aaoq  deve  contenere  le  tre  parli  del  qua- 
rato.  Ora  si  sa  che  il  quadrato  delle  diecine  dà  un  numero 
con  due  zeri  alla  destra,  cioè  dà  ceniinaja;  perciò  le  due  ul- 
time cifre  non  possono  far  parte  di  questo  quadrato  che  deve 
necessariamente  trovarsi  nelle  cifre  rimanenti.  Si  cerchi  dun- 
que il  più  gran  quadralo  contenuto  in  22  che  è 16,  la  cui 
radice  e 4-  Sottraendo  dal  numero  proposto  16  ceniinaja  , 
resta  6og  che  deve  contenere  le  altre  due  parti  del  qua- 
dralo , cioè  il  doppio  prodotto  di  4 diecine  per  le  unità , 
più  il  quadralo  delle  unità.  Ma  il  doppio  prodotto  delle  die- 
cine per  le  unità  dà  necessariamente  diecine  , dunque  1’  ul- 
tima cifra  di  609  non  può  far  parte  di  questo  doppio  pro- 
dotto che  dev’  esser  contenuto  in  60.  Dividendo  60  per  8 , 
doppio  di  4,  si  avrà  per  quoziente  7 che  saranno  le  unità 
del  numero  che  si  cerca.  La  radice  del  numero  proposto  è 
dunque  47-  ^*cr  verificarlo  bisognerebbe  elevare  a quadralo 
47  e vedere  se  è uguale  al  numero  proposto  ; ma  è più  co- 
modo formare  le  due  parti  che  compongono  6og.  A tal  uopo 
si  scrive  il  7 a destra  del  divisore  8 e si  ha  87  , moltipli- 
cando questo  numero  per  7 deve  aversi  609.  Infatti 
87  X7=(8o-t-7)  7=80X7-1-7^ 

L’  operazione  si  dispone  nel  modo  seguente.  Si  scrive  il  nu- 
mero come  se  si  trattasse  di  una  divisione.  Si  stac- 
cano con  una  virgola  le  prime  due  cifre  a destra; 
indi  si  cerca  la  radice  del  più  gran  quadrato  con- 
tenuto in  22  , c si  scrive  nel  luogo  del  divisore. 

Si  sottrae  16  quadralo  di  4 22,  e si  ha  per 

residuo  6 ; si  calano  le  altre  due  cifre  e si  forma 
il  residuo  6og.  Si  stacca  l' iiliiina  cifra,  si  rad- 
doppia la  radice  4 e si  scrive  8 in  linea  di  questo  residuo; 
SI  divide  60  per  8 e il  quoziente  7 si  scrive  a fianco  del  di- 
visore 8 ; indi  si  moltiplica  87  per  7 e il  prodotto  si  scrive 
al  di  sotto  di  6og.  Verificaio  che  questo  prodotto  è uguale 
a 609  , si  scrive  V altra  cifra  nella  radice,  e si  ha  il  numero 
47  che  è la  radice  cercata. 

Questa  operazione  offre  qualche  volta  una  circostanza  che 
inerita  essere  avvertila.  Si  debba  per  es.  estrarre  la  radice 
quadrata  da  524>  Operando  nel  modo  indicato  si  arriva  a do- 
ver dividere  22  per  2.  Ora  è evidente  che  il  quoziente  non 


22,0  9 
16 


87 

7 
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uò  esser  niaf^f^iore  di  ^ , allrimciiLi  le  dicciiic 

ella  radico  aumcnlcrebbero.  Scrivendo  9 e mol-  5,a4'l8 
tiplìcando  ag  per  9 si  trova  un  prodotto  ma"giorc  a *>4|a^ 
di  224  ; il  che  prova  che  le  unità  della  radice  deb-  324] 
bono  esser  diminuite.  Scrivendo  8 e operando  nello  ^ 
stesso  modo  si  ha  esattamente  224-  ^ per- 

ciò , siccome  più  sopra  si  è detto  , die  bisogna  scriver  la 
cifra  nella  radice  dopo  aver  fatta  questa  verificazione. 

140.  Da  ciò  che  si  è detto  si  ricava  facilmente  il  metodo 
da  seguirsi  per  estrarre  la  radice  quadrata  ^da  un  numero 
qualunque  composto  di  più  di  qualiio 
cifre.  Sia  per  es.  il  numero  22401289.  22,40,12,894735 

La  radice,  qualunque  sia,  si  può  consicte- 
rar  sempre  come  composta  di  diecine  e 
di  unità.  Le  due  ultime  cifre  a destra, 
non  facendo  parte  del  quadrato  delle  die- 
cine , si  staccano;  e là  quistioue  è ridotta 
a trovar  il  più  gran  quadrato  contenuto 
in  224012.  Ma  questo  numero  avendo  più 
di  due  cifre,  la  sua  radice  si  può  consi- 
derare come  composta  di  diecine  e di  uni- 
tà ; e poiché  le  due  ultime  cifre  non  pos- 
sono far  parte  del  quadrato  delle  diecine,  si  staccano,  e la 
qnistionc  si  riduce  a trovare  la  radice  di  2240.  Operando 
su  questo  numero  come  nel  caso  precedente , si  ha  per  ra- 
dice 47  e per  residuo  3i.  Si  consideri  4?  come  rappresen- 
tante le  diecine  della  radice  di  224012,  e si  operi  come  nel 
caso  precedente;  per  conseguenza  , calando  la  coppia  seguen- 
te , il  resto  5ii2  conterrà  il  doppio  prodotto  di  47  dicciiu! 
per  le  unità  più  il  quadrato  delle  unità.  Staccando  l’ultima 
cifra  e dividendo  3ii  per  g4 , doppio  di  47,  si  avrà  la 
terza  cifm  3.  Così  si  continuerebbe  qualunque  fosse  il  numero 
delle  cifre  del  quadrato. 

Da  ciò  risulta  la  seguente  regola.  Si  divide  il  numero 
dato  in  classi  di  due  cifre  l’una,  cominciando  dalla  destra;  si 
trova  la  radice  del  più  gran  cjuadrato  contenuto  nell’ultima 
classe  che  può  esser  di  una  o di  due  cifre  ; sottratto  questo 
più  gran  quadrato , al  resto  si  unisce  la  coppia  seguente  , 
da  cui  si  stacca  1’  ultima  cifra.  Si  divide  il  numero  rima- 
sto a sinistra  pel  doppio  della  cifra  ottenuta  nella  radice, 
si  scrive  il  quoziente  a destra  del  divisore,  c il  numero  che 


fi  4)0  87 

fi  0)9  I 7 

5 1 1,2  945 

2829  I 3 
3808,9  9405 
28589  5 
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si  otiiene  si  moliiplica-pcr  questo  secondo  quoziente.  Sollraito 
il  prodotto  dal  resto  intero  , si  ottiene  un  secondo  resto. 
Poi  si  cala  la  coppia  seguente  , si  stacca  l’  ultima  cifra  a de- 
stra , e si  continua  con  lo  stesso  metodo. 

Si  avverta  pure  che  se  il  resto  unito  alla  prima  cifra  della 
coppia  seguente  non  è divisibile  pel  doppio  delle  cifre  otte- 
nute nella  radice , si  scriverà  zero  nella  radice  c si  calerà 
1’  altra  coppia.  La  ragione  di  ciò  è facile  ad  intendersi.  Eccone 
un  esempio. 


a5,o  g,oo,8  x 6009 
0,9  IO 

90,0  1 00 

9008,1  1009 


141.  Allorché  un  numero  non  è quadrato  perfetto  , si 
tratterà  di  trovare  la  radice  del  più  gran  (jiiadrato  in  esso 
contenuto,  o pure  converrà  ottenerne  la  radice  per  appros- 
simazione. In  quest’  ultimo  caso  bisogna  convertire  il  nu- 
mero dato  in  una  frazione  che  abbia  per  denominatore  un 
quadrato  perfetto  ('n°i34).  Volendo  per  esempio  la  radice  di 

2744  con  un  errore  minore  , si  moltiplicherà  il  numero 

proposto  per  225  quadrato  di  lò  , e si  convertirà  cosi  in 

La  radice  del  numeratore  è 786  ; per  conseguenza 


• i5*7  1 • • 

o più  semplicemente  ~~  = 5-2  - sarà  la  radice  di  2744» 
i5  * o 3 j 

la  quale  differirà  dalla  vera  per  meno  di  — • 


Sarà  però  sempre  meglio  convertir  il  numero  dato  in  una 
liazionc  decimale  che  abbia  per  denominatore  un  quadra- 
to. Osservando  che  i quadrati  di  10,  100,  1000,  oc.  si  ot- 
tengono raddoppiando  gli  zeri  , nc  segue  che  per  ogni  cifra 
tiecimalc  che  si  vuole  nella  radice  bisogna  aggiungere  una 
coppia  di  zeri  nel  numero  proposto. 

I vantaggi  che  si  ottengono  impie"ando  i decimali  sono 
i seguenti  : /"  si  risparmia  di  moltiplicare  il  numero  propo- 
sto pel  quadrato  del  denominatore  che  si  vuol  dare  alla  ra- 
dice ; 2"  dopo  ottenuta  la  radice  si  evita  di  far  la  divisione 
pel  tlcnominatorc  ; 3^  si  può  continuar  1’  operazione  e spin- 
ger r approssimazione  fin  dove  si  vuole  aggiungendo  sempre 
coppie  di  zeri. 
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Si  cerclii  la  radice  di  5^8  per  ap- 
prossima7.ione.  Si  disponga  1’  operaiionc 
come  all’  ordinario.  Dopo  le  prime  due 
cifre  della  radice  si  menerà  la  virgola . 
L’  operazione  è portata  fino  a’  centesi- 
mi, ma  è chiaro  che  aggiungendo  im’ 
altra  coppia  di  zeri  si  possono  ottenere 
i millesimi,  e così  di  seguito.  Le  radici 
di  3 c 3 con  7 decimali  sono 


5,3  7,0  0,0  0 

' 18,08 

3 2,7 

IO  1 

ex 

1 

3 3,5 

3 0,0  0,0 
28864 

36  08 

i 1 36 

V 3 = 1,41421 36  , v'3=  i,73ìo85o 

Avendosi  un  numero  che  contenesse  già  cifre  decimali  , 
se  queste  sono  in  numero  impari  , bisogna  renderle  di  nu- 
mero pari  coll’  aggiunta  di  un  zero  , allinchè  il  denomina- 
tore sia  un  quadrato  perfetto.  Volendo  per  es.  estrarre  la  ra- 
dice quadrata  da  324,789,  fa  mestieri  aggiunger  prima  un  zero 
alla  destra  , aQinchè  il  numero  proposto  abbia  per  denomi- 
natore 10000,  quadralo  perfetto»  Dopo  aver  trovate  le  quat- 
tro cifre  corrispondenti  al  numero  334,7890,  si  può  conti- 
nuare 1’  approssimazione  , aggiungendo  altre  coppie  di  zeri. 

i43*  Volendo  nelle  estrazioni  di  radici  seguir  la  regola  che 
si  usa  pe’  decimali,  quella  cioè  di  aumentar  di  un’unità  l’ul- 
tima cifra  quando  la  prima  di  quelle  lra.scurale  è maggiore 
di  5 ( Aritm.  n°  i35  ) , per  conoscere  se  la  cifra  seguente  è 
maggiore  o minore  di  5 si  osserverà,  che  {a-\-  ;)* — a^=a-{- 
Perciò  se  la  radice  a dev’  essere  aumentata  di  j , il  resto  de- 
essere  almeno  eguale  ad  n-f-i. 


143.  L’  operazione  dell’  estiazione  della  radice  , riuscendo  piu  penosa 
a misura  che  crescono  le  cifre  della  radice  , si  può  abbreviare  col  se- 
guente metodo. 

Chiamando  N il  numero  proposto  , a le  cifre  già  ottenute  nella  ra- 
dice, e b quelle  die  si  cercano,  sarà  A'=(n+A)’  ovvero  N=a'  +"ìab+b', 
iV— -fl*  ò* 

d'  onde  = i -1-  — . Il  primo  membro  esprime  il  resto  diviso 

aa  aa 

pel  doppio  della  radice.  Questo  quoziente  si  può  prender  come  eguale 
* ò* 

a b qualora  — è minore  di  una  unità  del  più  piccolo  ordine 
^ aa 

che  si  vuole  in  b.  Se  per  esempio  si  domanda  b sino  a’  centesimi  e 

— è una  frazione  di  un  centesimo  , evidentemente  si  può  prender  il 
au 
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primo  membro  come  eguale  .a  Questa  circostanza  ba  luogo  quando 
le  cifre  di  a sono  più  di  quelle  di  b ; perchè  A*  non  può  contenere 
al  più  che  il  doppio  delle  cifre  di  b (n°  i3i  ) ; riducendo  a alTuaith 
dello  stess’  ordine  di  £ , il  denominatore  avrù  sempre  una  cifra  di  più 
del  numeratore.  Dunque  quando  si  sono  trovate  più  della  metù  delle 
cifre  della  radice  , si  ottengono  le  altre  , dividendo  il  resto  pel  doppio 
del  numero  già  ottenuto  iu  radice. 

Sia  per  es.  73685  ; la  sua  radice  c ini  con  un  resto  a44i  si  pos- 
sono ottenere  altre  due  cifre  dividendo  il  resto  a44  pci*  ^4^  i 
dà  0,45  ; e perciò  la  radice  cercata  è Si  può  verifìcare  in  que- 

st’ esempio  che  — è minore  di  — — Infatti  questa  frazione  è — 

' la  100  5420000 


di  unità  , ovvero  di 

’ 54200 


un  centesimo. 


144-  Per  estrarre  la  radice  quadrata  da  una  frazione  , si 
moltiplicheranno  i suoi  termini  pel  denominatore  che  diverrà 
cosi  un  quadrato  perfetto  ; poscia  si  estrarrà  la  radice  dal  nu- 
meratore e dal  denouiinatore.  Per  es.  la  frazione  y si  conver- 
tirà in  , la  cui  radice  prossima  è y. 

Per  avere  una  maggiore  approssimazione,  bisognerebbe  con- 
vertire 7 in  una  frazione  cne  avesse  per  denominatore  un 
quadrato  più  grande  di  49-  Giova  meglio  però  prender  la 
radice  di  21  approssimata  co’  decimali  c poi  dividere  il  risul- 
tamenlo  per  7 , o pure  convertire  la  frazione  data  in  deci- 
mali e poscia  cslrarne  la  radice. 

145.  Può  esser  utile  nella  pratica  aver  de’  criteri  onde  giudicare  se 
un  numero  è quadrato  perfetto. 

I.  Ogni  numero  che  contiene  un  fattore,  per  esser  quadrato  dev’ esser 
divisibile  pel  quadrato  di  questo  l'attore.  Infatti  il  quadrato  di  ab  è 
n'b’  j e perciò  ogni  numero  pari  non  può  esser  quadrato  se  non  è divi- 
sibile per  4- 

li.  Ogni  numero  impari  non  può  esser  quadrato  se  diminuito  di  i 
non  è divisibile  per  4 ì perchè  (2n4-i)*=4”*+4”  + *' 

III.  Siccome  (lo«-j-^)’=ioo»*-|-2ojij3-f-|3’,  il  quadrato  di  io*+|3sarà 
terminato  colla  stessa  cifra  con  cui  termina  j3.  Perciò  ogni  numero  ter- 
minato da  a,  3,  7,  8 non  può  esser  un  quadrato  , perchè  niuno  de’ qua- 
drati de’  primi  nove  numeri  termina  con  queste  cifre. 

IV.  Ogni  numero  terminato  da  5 non  può  esser  quadrato  se  la  cifra 
delle  diecine  non  è a ; perchè  quando  ^=5,  aox^=:  loo«,  cioè  il  dop- 
pio prodotto  delle  diecine  per  le  unità  non  dà  cifre  nelle  diecine. 

V.  Ogni  numero  che  termina  con  zero  non  può  esser  quadrato  se 
non  è terminato  da  due  zeri. 

VI.  Se  l’ultima  cifra  è 4i  la  penultima  dev’ esser  pari;  perchè  do- 
vendo esser  il  numero  divisibile  per  4 f chiamando  x la  penultima  ci- 
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(ia  , dcv' euer  (Aritin.  ii°  7i)3ar-{-4  divisibile  per  .{j  >1  che  nou  può 
aver  luof^o  ce  non  quando  x:=ip. 

Yll.  Per  la  siesca  ragione,  ce  l’ultima  cifra  è 6 , la  penultima  de- 
v’ esser  impari. 

§.  II.  Estrazione  delle  radici  di  grado  superiore  da'  numeri- 
li. Le  considerazioni  fatte  sulla  composizione  del  quadra- 
to , e i ragionamenti  impiegali  per  dedurne  le  regole  relative 
all’ estrazione  della  radice  , possono  agevolmente  estendersi  alle 
radici  di  grado  superiore. 

Consideriamo  particolarmente  il  caso  della  radice  terza.  Os- 
servando che  il  cubo  di  io  è looo,  si  vedrà  che  tulli  i nu- 
meri che  non  oltrepassano  lo  tre  cifre  debbono  aver  la  radice 
di  una  sola  cifra , a trovar  la  quale  basterà  conoscere  i cubi 
de’ primi  nove  numeri, 

147.  Pc’  numeri  che  oltrcp.assano  tre  cifre  si  può  la  ra- 
dice considerar  composta  di  diecine  e di  unità.  E osservan- 
do, che  («-}-i)*=a’-|-3a^ò-J-cc.,  che  il  cubo  delle  diecine 
dà  un  numero  con  tre  zeri  alla  destra  , e che  il  triplo  qua- 
dralo delle  diecine  per  le  unitìt  dà  un  numero  terminalo  da 
due  zeri,  sarà  facile  ricavar  il  metodo  da  tenersi  nell’estra- 
zione della  radice  terza  ; c per  renderlo  più  chiaro  ci  var- 
remo dell’  ajuio  dell’  annesso  esempio.  Si 
dispone  l’ operazione  come  per  la  radice 
quadrala;  si  divide  il  numero  dato  in  clas- 
si di  tre  cifre  cominciando  dalla  destra, 
in  guisa  che  l’ultima  classe  potrà  restare 
di  1 di  3 o di  3 cifre;  si  trova  il  più  gran 
cubo  contenuto  nell’nliima  classe  elicè 
6.4.  Si  scrive  la  radice  di  64  nel  luogo  de- 
stinato, c si  sottrae  64  da  io5  ; al  resto 
41  si  dovrebbe  unire  la  classe  che  se- 
gue , ma  basterà  calare  la  sola  prima  cifra  che  è quella  che 
serve  per  formare  la  parte  che  contiene  il  triplo  quadrato  delle 
diecine  per  le  unità  ; si  divide  418  per  48,  triplo  quadrato 
di  4i  e si  ha  per  quoziente  8 ; prima  di  scrivere  la  cifra  8 
nel  luogo  della  radice  si  fa  il  cubo  di  48 , ed  essendo  que- 
sto cubo  maggiore  di  io5823,  si  vede  che  la  cifra  8 dcv’ es- 
ser diminuita  di  un’unità.  Fallo  il  cubo  di  47  > si  sottrae 
da  aoSSaS  e si  ha  per  resfo  2000  ; calando  la  [uima  cifra 


105,833,81 7 
64 


4t  8 
io3  830 

3 000  8 
jo58338i7 


473 

48 

G627 
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(Iella  classe  scgiicnlc  si  forma  il  numero  ì20oo8  che  deve 
contenere  il  triplo  quadrato  di  4?  per  la  cifra  che  segue 
nella  radice.  E così  si  proscguirerebbe  se  vi  fossero  altre  terne 
di  cifre. 

RLindando  su  ciò  che  si  è detto  per  la  radice  quadrata, 
sarà  facile  supplire  alla  dimostrazione  dell’esposta  regola. 
La  sola  differenza  che  passa  fra  questa  operazione  c quella 
relativa  alla  radice  qua(Ìrata  consiste,  che  nella  radice  qua- 
drala per  ottenere  il  resto  di  ogni  operazione  si  formano  le 
altre  due  parti  del  quadralo  cioè  il  doppio  prodotto  delle 
diecine  per  le  unità  e il  quadrato  dell’ unità,  e la  loro  somma 
sì  sottrae  dal  resto  ottenuto;  e nella  radice  cubica  si  preferisce 
di  formare  il  cubo  delle  cifre  già  ottenute  in  radice  per 
sottrarlo  da  quella  parte  del  numero  dato  che  si  è fino  a 
quel  punto  impiegata. 

148.  Volendosi  l’approssimazione  co’ decimali  , per  ogni 
cifra  decimale  che  si  vuole  nella  radice  si  aggiungerà  una 
terna  di  zeri.  E se  il  numero  dato  contenesse  già  delle  ci- 
fre decimali , e il  loro  numero  non  fosse  multiplo  di  3,  si 
renderà  tale  coll’aggiunta  di  uno  o due  zeri  alla  destra,  se- 
condo il  bisogno. 

i4g.  La  radice  terza  dalle  frazioni  si  estrae  moltiplicando 
prima  i suoi  termini  pel  quadralo  del  denominatore,  e poi 
estraendo  la  radice  prossima  del  numeratore  c la  radice 
esalta  dal  denominatore.  Sarà  però  sempre  più  utile  conver- 
tire la  frazione  data  in  decimali  , e poi  csirarne  la  radice 
terza. 

i5o.  In  generale  si  debba  da  un  numero  N estrarre  la  radice  m"'"”. 
Se  N ha  m cifre  , la  sua  radice  c di  una  sola  cifra  e si  ottiene  co- 
noscendo le  potenze  ni.""*  de’  primi  nove  numeri.  Se  N ha  più  di  ni 
cifre  , si  divideranno  le  cifre  del  numero  in  classi  di  ni  cifre  comin- 
ciando dalla  destra  , polendo  l' ultima  classe  risultare  di  i , di  2,... 
di  rn  cifre.  Ogni  classe  di  cifre  somministra  una  cifra  nella  radice 
(11"  i3i).  Si  trova  la  radice  m dell’ ultima  classe  a sinistra  e poi  la 
potenza  rn."""  del  numero  oUcnulo  si  sottrae  dalla  detta  classe.  Or  siccome 
ec.,  considerando  a come  le  diecine  e l>  come 
le  unii'a  del  numero  proposto,  si  vede  che  unendo  al  resto  la  prima 
cifra  della  classe  seguente,  si  ha  un  numero  che  diviso  per  ma"—',  cioè 
per  la  potenza  m — i della  cifra  ottenuta  moltiplicala  per  m,  darà  una 
sccomla  cifra  nella  radice.  Elevando  alla  potenza  m.""*  il  numero  com- 
posto dello  due  cifre  ottenute , c sottraendo  questa  potenza  dalle  due 
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classi  di  cifre  impiegale , ti  oUiene  un  secondo  residuo  cui  si  unirà  la 
prima  cifra  della  classe  seguente  5 c il  numero  composto  a tal  modo 
sì  dividerà  per  la  potenza  w — i della  radice  ottenuta  moltiplicata  per 
m.  Il  quoziente  dar'a  una  terza  cifra  della  radice.  E cosi  si  conti- 
nuerà. 

Volendo  la  radice  approssimata  coi  decimali,  per  ogni  cifra  decimale 
die  si  vuole  nella  radice  bisogna  aggiungere  m zeri. 

l5i.  Si  avverta  che  quando  1'  indice  della  radice  da  estrorsi  si  può 
decomporre  in  fattori  , si  otterrà  la  radice  richiesta  estraendo  successi- 
vamente le  radici  del  grado  indicalo  da'  fattori.  Cosi  la  radice  quarta 
si  ottiene  estraendo  prima  la  radice  quadrata  e poi  dal  risnltamento 
nuovamente  la  radice  quadrata  ; la  radice  sesta,  estraendo  prima  la  ra- 
dice quadrata  e poi  la  terza  ; la  radice  ottava, .estraendo  Ite  volle  di 
seguito  la  radice  quadrala  ; ec.  Infatti  (11"  95) 

(-  - « _ 5 8 _ 4 _ J . 

v'«=v'v«=>  V^a=v'yà,  v^a=i/Vn=VV^V«,  cc. 

§.  III.  Estrazione  delle  radici  da'  polinomi. 


iSa.  Comincerò  dal  far  osservare  che  un  binomio  non  può 
rappresentare  mai  una  potenza  esatta  ; perchè  anche  trattan- 
dosi del  quadralo  , il  quadrato  di  un  monomio  c un  mono- 
mio e quello  di  un  binomio  è un  trinomio. 

i53.  Si  tratti  di  estrarre  la  radice  quadrata  da  un  trino- 
mio. Allorché  questo  è ordinalo  secondo  le  potenze  decre- 
scenti o crescenti  di  una  lettera,  por  esser  quadralo  perfet- 
to , fa  d’  uopo  che  questi  tre  termini  siciio  necessariamente 
le  tre  parli  di  cui  si  compone  il  quadralo  di  un  binomio. 
Per  cui  si  otterrà  la  ratlicc,  estraendo  la  radice  dal  primo 
lennine  , c dall’ ultimo;  e se  il  trinomio  è un  quadralo  per- 
fetto bisoj;na  che  il  doppio  prodotto  di  questi  due  termini 
sia  cj'uale  al  termine  medio.  In  elTcui  avendosi  l’espressione 
— 5oaèa;’-f-25rt^6%  si  prenderà  la  radice  del  primo  ter- 
mine che  è 3ar’  , quello  dell’  ultimo  che  è 5nò,  e siccome 
il  doppio  prodotto  aXOx^XÒah  deve  dare — 3onÌa:’,  la  ra- 
dice richiesta  sarà  5x^—5aò. 

Ma  per  trattar  la  cosa  in  generale,  supponiamo  che 
si  debba  estrarre  la  radice  m."""  da  un  polinomio  P or- 
dinalo secondo  le  potenze  decrescenti  di  una  lettera  qua- 
lunque X.  Si  osserverà  che  in  tal  caso  il  primo  termine 
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dev’  esser  nccessariamenle  la  potenza  m.  del  primo  ter- 
mine della  radice.  £ quindi  si  ottiene  il  primo  termine  della 
radice  estraendo  la  radice  dal  primo  termine  del  polinomio 
P.  Sia  « il  primo  termine  ottenuto  e Q la  somma  di  tutti 
gli  altri  termini  della  radice  ; sarà 


P=(»  + ^)"’=(x’"  + m»— ■ a»-»^’  + ec. 

e quindi 

P — «'"sr  m»"-'  ^ ^ + ec. 

Sia  /3  il  secondo  termine  della  radice  ossia  il  primo  termine 
del  polinomio  Q;  siccome  il  polinomio  Q è ordinato  rispetto 
alle  potenze  decrescenti  di  a;,  il  primo  termine  /3  conterrà  x 
alla  più  alla  potenza  , per  cui  ne’  termini  /ti»"”'  Q , 

m.  Q’ , ec.  quando  si  mette  per  Q il  suo  valore,  si 

avranno  de’  polinomi  ne’  quali  i termini  che  contengono  x 

al  più  alto  grado  sono  , m.  , ec.  In 

questi  termini  di  tanto  cresce  l’esponente  di  di  quanto  di- 
minuisce quello  di  a ; c siccome  « contiene  x ad  un  grado 

1>iù  alto  di  /3  , sarà  di  tulli  il  termine  che  contiene 

a più  alta  potenza  di  x.  Dividendo  adunque  il  resto  P — »” 
per  77ia*“‘ , si  otterrà  il  secondo  termine  /3  della  radice.  Sia 
R la  somma  de’  termini  che  si  debbono  ancora  ottenere  sarà 

P=^(»+^)+fl^  = {«+^'"+'”(*+(3)— « + ec. 

e quindi 

P — (»+|3)'"=to  +m.—^ +ec. 

Rappresenti  y il  terzo  termine  delle  radice.  Ragionando  come 
nel  caso  precedente  si  vedrà  che  di  tutti  i termini  di  cui  co- 
stano i polinomi  che  formano  il  secondo  membro , quello 
che  contiene  la  più  alta  potenza  di  a;  è 

m(  « q- jS  )"~’y. 

Sviluppando  la  potenza  il  termine  che  contiene 
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la  più  alla  potenza  di  a:  è a"~‘  , e quindi  di  tulli  i termini 
di  cui  si  compone  il  detto  secondo  membro,  il  termine 
conterrà  x al  più  alio  grado.  Dividendo  nuovamente 
il  resto  per  , si  avrà  il  terzo  termine. 

Questo  ragionamento  conduce  alla  seguente  regola  per 
estrarre  la  radice  /rt.*'"*  da  un  polinomio. 

Si  ordina  il  polinomio  rispetto  alle  potenze  decrescenti  di 
una  lettera,  si  estrae  la  radice  dal  primo  termine,  e si  divide 
il  secondo  termine  per  la  potenza  (zn — del  primo  ter- 
mine moltiplicala  per  m]  e si  avrà  il  secondo  termine.  Si  eleva  a 
potenza  il  binomio  ottenuto  e si  sottrae  dal  polinomio  dato; 
si  divide  il  primo  termine  del  resto  per  lo  stesso  divisore 
precedente  e si  ottiene  il  terzo  termine  della  radice.  E così 
si  continuerà , finché  si  trovi  un  resto  nullo  ; il  che  deve 
avvenire  se  il  polinomio  è una  potenza  esalta  del  grado //*. 

Si  è supposto  che  il  polinomio  fosse  ordinato  rispetto  alle 
potenze  decrescenti  della  x ; ma  i ragionamenti  non  sareb- 
bero aflalto  diversi  se  il  polinomio  fosse  ordinalo  secondo  le 
potenze  crescenti. 

Da  ciò  si  rileva  che  l’operazione  dell’estrazione  di  radice 
da’  polinomi  è molto  più  semplice  di  quella  che  esigono  i 
numeri  , perchè  non  vi  è bisogno  nò  di  far  tentativi  nè  di 
far  verificazioni  sull’ esattezza  de’ termini  ollenuli , e d’al- 
tronde il  divisore  è sempre  mX'-' , essendo  » il  primo  ter- 
mine della  radice. 

155.  Quando  si  arriva  a un  resto  il  cui  primo  termine 
non  è divisibile  per  mX'-'  , il  polinomio  dato  non  è potenza 
esalta.  L’estrazione  di  radice  s’ indicherà  allora  come  ne’ nu- 
meri o col  segno  V o coll’  esponente  frazionario  (n”  8q  ). 
Cosi  la  radice  quadrala  di  Ax^ Bx C è indicala  da 

\/Ax^+Bx-i-C,  ovvero  da(^Ax^~\-Bx-\-C)'. 

156.  Sarebbe  Ihcile , dopo  quello  che  si.  è detto  trattando 
della  divisione  (n°  38),  assegnare  i caratteri  da’quali  rilevare  se 
il  polinomio  è potenza  esatta  o pur  no,  di  quel  grado.  Ma  sen- 
za passare  per  tante  minute  considerazioni  non  tralascercmo 
di  rammentare  la  principale  condizione  di  cui  bisogna  as- 
sicurarsi prima  d’incominciar  l’upcrazione;  cioè  che  dal  primo 
termine  c dall’  ultimo  si  possa  esattamente  estrarre  fa  ra- 
dice m.""’ 


Digitized  by  Googl 


C 95  ) 

Se  il  polinomio  contiene  più  termini , in  cui  la  let- 
tera rispetto  alla  quale  si  è ordinato  si  trova  al  medesimo 
grado  , questi  si  riuniranno  in  un  solo , come  nella  divisione 
( n°  36  ). 


167.  Il  seguente  esempio,  in  cui  trattasi  di  estrarre  la 
radice  terza  da  un  polinomio , servirà  per  gettar  luce  sulla 
esposta  teorica. 


80^** — — G3a'j:’  + 33a’a:* — 

— 8a’*®  +36a‘*4:' — 54a'x^  +7.70'^ 

7“  resto  -f.i7o‘ar^ — 36<i'^a.-’+33a’a:* — ga''.T+a’ 

— I7n*x''+36a'a;’‘ — l'^a’x* 


2(jx’ — 3<i*x+a* 
3(7ax’)*=:i2a’x'* 

3(70.1'— 3o*x)’a^ 


6rt’x’—  9o"x+a'’ ^ 3(7n.t’ — 3a'x)a^  +a‘> 
— Ga^x'+go^x — a'*! 


o 


Dopo  aver  estratta  la  radice  terza  dal  primo  termine  che  è 
si  divide  il  secondo  termine  per  3(aaa;’)’  c si  ottiene 
il  secondo  termine  — 3a'a:.  Si  forma  la  terza  potenza  di 
2«ar’ — 3a’ar  la  quale  si  sottrae  dal  polinomio  proposto  e si 
ottiene  per  secondo  resto  — ce.  Questo  è detto  se- 

condo resto  TCrchè  il  primo  sarebbe  quello  che  si  otterrebbe 
sottraendo  dal  polinomio  il  cubo  del  primo  termine.  Si  di- 
vide il  primo  termine  del  resto  per  lo  stesso  divisore  laa^ar^ 
e si  ottiene  per  terzo  termine  a\  Si  potrebbe  elevare  a cubo 
il  polinomio  aa*’ — 3a^a;+a’  e sottrarlo  dal  polinomio  pro- 

{)o$to,  ma  sarà  preferibile  l’andarne  sottraendo  successivamente 
c altre  parti  del  cubo,  come  si  vede  praticato  nell’esempio. 


ia 
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CAPO  IIL 

DELLE  EQUAZIONI  DI  PRIMO  GRADO. 

ART.  I. 

Principii  generali  sulle  equazioni. 

l58.  CliiamasL  equazione  (n°  53)  un’eguaglianza  che  non 
ha  luogo  se  non  per  un’  apposita  determinazione  del  valore 
delle  quantità  incognite  che  vi  si  contengono  , e in  questa 
determinazione  consiste  appunto  la  sua  risoluzione.  Per  es. 
1’  espressione  a-f-«=5  è un’  equazione  , e a colpo  d’  occhio 
si  vede  che  1’  eguaglianza  è verificata  col  solo  valore  x='5 . 

Ogni  equazione  rappresenta  una  serie  di  operazioni  da  farsi 
tra  le  quantità  cognite  e le  incognite  per  ottenere  due  risul- 
tamenti  eguali.  S’ intenderà  risoluta  un’  equazione  , quando 
per  1’  incognita  si  è trovato  un  valor  tale  che  effettuando  su 
di  esso  le  operazioni  indicate  nell’  equazione  i due  membri 
divengano  identici  ; nel  che  consiste  la  verificazione.  Così 
nell’equazione  di  sopra,  messo  3 in  vece  di  ar,  si  ha  3-f*3=5. 
Si  dice  in  questo  caso  che  1’  equazione  è soddisfatta. 

i5g.  Un’  equazione  rappresenta  la  relazione  o la  dipendenza 
che  passa  tra  le  quantità  cognite  e le  incognite.  Così  per  es. 
1’  equazione 

3*’ — 2 = Ila:  — 8 

esprime  che  l’ incognita  dev’  esser  un  numero  tale,  che  il 
triplo  del  suo  quadrato  diminuito  di  3 sia  eguale  a ii  volte 
questo  numero  diminuito  di  8.  E poiché  dalia  relazione  che 
l’equazione  stabilisce  tra  le  quantità  cognite  e le  incognite,  di- 
pende appunto  la  determinazione  di  queste  ultime,  si  potranno 
eseguir  sulle  equazioni  tutte  le  operazioni  indicate  ne’n‘  54... 67, 
purché  però  non  s’introducano  o si  tolgano  fattori  che  con- 
tengono l’incognita  ; venendosi  nel  primo  caso  ad  introdurre 
per  le  incognite  delle  determinazioni  nuove  estranee  alla  qui- 
stione  , c nel  secondo  a sopprimer  de’  fattori  che  contengono 
delle  determinazioni  delle  incognite  necessarie  alla  quistione . 

Per  es.  se  si  ha  1’  equazione 

3j — 2=5— 7X, 


« 
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e si  raoUipIicano  enlrambi  i membri  per  » — • l , si  otten^ 
r equazione 

(3x— 2)(.r— i)  = (5— 7ar)(a;  - i), 

la  quale  è soddisfalla  facendo  ar  = i , menlre  la  daui  non 
ammeiie  quesio  valore  di  x,  Parimenie  se  si  avesse  1 equa- 
zione 

ex* — = — x’  +7® — 

osservando  che  il  primo  membro  si  può  meiler  sello  la  for- 
ma 2x(x — a)^  si  avrà 

7.x(x 2)  = x’+7.T—  IO, 

da  cui 

— X*  + 7x  — IO 

2x=  ; 

X — a 

e siccome  la  divisione  riesce  esallàmcnle  , si  avrà 

•ix  = — X + 5. 

Cosi  si  sarebbe  male  operalo;  perchè  venendosi  a sopprimere 
il  fallore  x — a,  si  toglie  una  deierminazione  di  x che  può 
risolver  l’equazione.  In  effclli  1’ etjuazione  dala  ammclie  per 
soluzione  x=a  , menlre  1’  ullinia  ridona  ax  = — x-f-5  non 
Sarebbe  soddisfalla  da  qucsio  valore. 

Bisogna  dunque  ben  guardarsi  dal  sopprimere  o introdurre 
in  un’  equazione  un  fattore  comune  che  contenga  l’incogni- 
ta. Si  potranno  però  sopprimere  o introdurre  de^  fattori  con- 
tenenti quantità  noie  , giacché  cosi  non  si  altera  la  relazione 
tra  le  quantità  che  entrano  nell’  équazione. 

160.  Tutte  lé  operazioni  che  si  fanno  sulle  equazioni  do- 
vendo aver  per  oggetto  la  risoluzione  delle  medesime,  deb- 
bono esser  dirette  a render  quanto  si  può  più  semplici  le 
relazioni  tra  le  quantità  cognite  e le  incognite.  S’ incomincerà 
perciò  dal  fare  sparire  i denominatori  se  vi  sono,  moltiplicando 
tutta  1’  equazione  pel  prodotto  de’  diversi  fattori  che  entrano 
in  questi  denominatori,  indi  si  passeranno  le  quantità  incognite 
nel  primo  membro  e le  cognite  nel  secondo,  cambiando  il  se- 
gno ( n°  54  ) ; in  fìne  si  riuniranno  in  un  solo  i termini 
che  contengono  la  medesima  potenza  dell’ incognita , formando 
de’  diversi  cocllicicnii  un  coellicienie  complesso.  Per  es.  sia 
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data  r equazione 

,,  11*1. 

“ ^ })X  ~~f~  5p»T  2^*X  “ OC  ¥ 

Si  molliplicherà  prima  per  12  , e si  avrh 

8ax  — laéx*  4.  g<f  = 6oix  — 24'  x'  + 6ic  ; 

poi  riunendo  in  un  solo  tuti’  i termini  che  contengono  la 
medesima  potenza  dell’  incognita,  si  otterrà 

(24^ — i2Ì)x*-}-(8a  — 6o6)x  = 6òc — gd. 

Preparata  un’  equazione  in  tal  modo  , la  più  alta  potenza 
dell’  incognita  ne  determina  il  grado.  Chiamansi  di  primo 
grado  le  equazioni  che  non  contengono  alcuna  potenza  del- 
I’  incognita;  di  secondo,  di  terzo,  cc.  quelle  in  cui  il  mas- 
simo esponente  dell’  incognita  è a , 3 , ec. 

Un’  equazione  si  può  anche  preparare  in  modo  che  tutt’  i 
termini  si  trovino  nel  primo  membro , e nel  secondo  mem- 
bro vi  sia  zero.  Così  1’  equazione  riportata  di  sopra  si  può 
scrivere 

(i4e — \ib')x'  +9<1 — 6Ac=:o: 

e sotto  questa  forma  si  mettono  ordinariamente  le  equazioni 
di  grado  superiore , cioè  dal  secondo  grado  in  poi.  Perciò  una 
equazione  di  grado  qualunque  ad  una  incognita  può  esser  rap- 
presentata da 

Ax”  -f-  Bx-'  + C.i— • + + A^.r  + Z,=  o, 

in  cui  i coefiicienti  A,  B , C,  ec.  sono  numeri,  o polinomi  . 
composti  di  quantità  note  positive  o negative , ed  alcuno  di 
essi  può  e.ssere  anche  zero.  Il  termine  noto  L si  riguarda  pure 
come  uno  de’ coefiicienti  dell’equazione,  e propriamente  come 
il  coefiicìcnte  di  x°.  Se  nessuno  de’ coefficienti  è zero,  il  nu- 
mero de’  termini  sarà  m-^i. 
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ART.  li. 


Hiaoluzione  delie  equazioni  di  primo  grado  a una 
incognita. 


161.  EfTeituando  sopra  un’equazione  di  primo  grado  le 
operazioni  indicate  nel  n°  prec.,  essa  si  riduce  alla  forma 

ax  — b. 

« 

Dividendo  entrambi  i membri  per  «,  si  ottiene 

h 

X—  - . 
a 


Si  trova  dunque  il  valor  dell’  incognita  nelle  equazioni  di 
primo  grado,  togliendo  i denominatori,  trasportando  nel  primo 
membro  tutt’i  termini  che  contengono  l’incognita,  formando 
de’  diversi  coefficienti  dell’  incognita  un  sol  coefficiente  , e 
dividendo  tutta  1’  equazione  per  questo  coefficiente  comples- 
so. Si  avrà  così  in  un  membro  1’  incognita  isolata  , senza 
coefficiente  e senza  divisore,  e nell’ altro  un’espressione  com- 
posta tutta  di  quantità  note  , la  quale  indica  appunto  la 
serie  delle  operazioni  da  farsi  sulle  quantità  note  per  avere 
il  valore  dell’  incognita. 

Sia  per  es.  l’equazione 


2 4 

5ar  — 5 — 7 

sarà 

2 4 

3®  + 5 ^ = «2  1 

H 

II 

ovvero 

" a 

e 

1 1 

Sia  r altra  equazione 


si  avrà 
da  cui 


lax  — cd~ab  — ibx] 
( 7.a.{-ib')x  — aA  + crf  , 


ab + cd 
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L’  equazione 


( loo  ) 


hcx  _ 

3^i  la  a — b ’ 


togliendo  i denominatori  , 
e , dà 


e sopprimendo  il  fattore  comune 


%ab{a — b)  x — 3cd{a'—b')  z=  i^acd  (<i — b)  — liad'x  ; 


d’onde  si  ricava  facilmente 


3cd(a — i)  (90  +A) 

* ia(ab — i*+6rf’)  ’ 

Sarà  utile  per  esercizio  di  calcolo  eseguire  in  questi  esempi 
la  verificazione. 


ART.  iir. 

Problemi  di  primo  grado  a una  incognita. 

i6a.  Un’equazione  stabilisce  fra  due  espressioni  algebri- 
che un’  eguaglianza  , la  quale  non  si  verifica  che  per  un 
dato  valore  dell’  incognita.  Colla  determinazione  di  questo  va- 
lore dell’  incognita  si  verrà  a risolvere  un  problema  , che 
consiste  appunto  nella  ricerca  della  quantità  che  adempie 
alle  condizioni  espresse  dalla  equazione.  Ogni  equazione  tra- 
dotta in  linguaggio  ordinario  presenta  una  quislione  da  risol- 
vere. Cosi  1’  equazione 

a-  4-  .*  x — 3 = 3+  - X 
*3  2 .. 

corrisponde  alla  quistione  ; Trovare  un  numero  che  aggiunto 
al  suo  terzo  e diminuito  di  a , sia  eguale  alla  metà  di  que- 
sto numero  accresciuta  di  3.  La  quale  si  risolve  risolvendo 
Tequazione;  e il  numero  richiesto  è 6. 

Or  se  un’  equazione  si  può  considerare  come  esprimente 
le  condizioni  di  una  quistione  da  risolvere,  viceversa  in  ogni 
problema  bisogna  che  sieno  date  delle  condizioni,  le  quali 
tradotte  in  linguaggio  algebrico  diano  luogo  ad  equazioni. 
Dalle  quistioni  risolute  in  Aritmetica  si  può  ben  compren- 
dere che  la  risoluzione  di  un  problema  si  compone  neces- 
sariamente di  due  parti  , la  prima  consìste  nel  cercare  quali 
operazioni  sono  necessarie  a farsi  su  He  quantità  date  per  ot- 


Digitized  by  Google 


( lOl  ) 

tenere  quelle  che  sì  cercano  , I’  altra  consiste  nella  esecu- 
zione di  tali  operazioni.  Parimente  in  Algebra  la  risoluzione 
di  un  problema  richiede  prima,  che,  dietro  le  condizioni  com- 
prese uell’enunciato,  sieno  tradotte  in  linguaggio  algebrico  le 
relazioni  che  passano  tra  le  quuntìih  cognite  e le  incognite,  le 
quali  relazioni  danno  luogo  a stabilire  una  o più  equazioni,  e 
poi  che  sì  risolvano  le  equazioni. La  prima  parte  non  dipende  da 
regole  certe  come  la  seconda,  la  quale  riducesi  spesso  a mecca- 
nismo di  calcolo.  Tutta  la  difììcoltà  adunque  della  risolu- 
zione di  un  problema  riducesi  a ben  comprendere  le  rela- 
zioni che  passano  tra  le  quantità  cognite  c le  incognite,  svilup- 
pando non  solo  quelle  che  risultano  immediatamente  dall’e- 
nunciato, ma  anche  quelle  che  ne  sono  una  conseguenza. 
Allorché  queste  relazioni  sono  conosciute , rappresentando  le 
incognite  con  lettere,  si  esprimeranno  co’ segni  algebrici  quelle 
stesse  operazioni  che  bisognerebbe  eseguire  sulle  quantità  che 
si  cercano  , qualora  essendo  date  si  dovesse  verificare  se  adem- 
piono a tutte  le  condizioni  proposte.  In  ciò  consiste  il  met- 
tere il  problema  in  equazione. 

S’incontrerà  per  questa  parte  maggiore  o minore  difficoltà 
secondo  che  più  complicate  sono  le  relazioni  suddette  e più 
difficile  lo  sviluppo  delle  conseguenze  che  nc  risultano.  Que- 
sta parte  non  si  apprende  che  per  lungo  esercizio. 

i63.  Per  mostrare  l’ applicazione  ilell’ esposto  principio  pas- 
seremo alla  risoluzione  di  alqiiunii  problemi. 

I.  Problema.  Formare  del  numero  i3  due  parti  Li  cui. 
difTcrcnza  sia  5. 

Si  chiami  x la  parte  più  grande,  l’altra  sarà  x — 5;  que- 
ste due  parti  prese,  insieme  debbono  formare  il  numero  t5;. 
perciò  si  avrà  l’ equazione 

X -p  a-  — 5 = 1 3 , 

da  cui  si  ha  *=g.  Le  due  jwrti  dunque  sono  9 c 4* 

Si  poteva  anche  dire  : se  a;  è una  delle  parti , l’altra  sarà 
i3 — x\  e siccome  la  loro  ditl’ercnza  è eguale  a 5,  sarà 

X — ( i3 — x)“  .5  , 

che  dà  parimente  ar=g. 

Nella  soluzione  oticmila  non  si  vede  in  che  modo  le  parti 
9 e 4 dipendono  da’  numeri  dati  i3  c 3 , in  guisa  che  se 
si  trattasse  di  dover  divider  16  in  duo  parli  tali  che  la  mag- 
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giore  superasse  di  3 la  iniiiorc  bisognerebbe  ripeter  lo  stesso 
ragionamento  e fare  lo  stesso  calcolo.  Ma  se  si  chiami  a il 
numero  dato  , b la  differenza  e x la  parte  più  grande  , la 
parte  più  piccola  sarà  x — b , c quindi 

X +4-  — li;=  Il 

da  cui 

a ò 


La  parte  più  piccola  è Ì b ossia  . Dunque  le  due 

„+b  a—h 

parti  sono , ; c di  latto 


«+A  ti  — b 

a ' 1 


Dunque  in  generale  se  si  cercano  due  numeri  di  cui  è data 
la  somma  e la  differenza,  il  più  grande  sarù  uguale  alla  se- 
misomma  de’  numeri  dati  , e il  più  piccolo  alla  seinidiffe- 
renza. 

Si  faccia  attenzione  alla  diversità  che  passa  tra  il  problema 
particolare  risoluto  precedentemente  su  i numeri,  e quello  ri- 
soluto colle  lettere.  Nel  primo  si  hanno  i valori  individuali 
de’  numeri  che  si  cercano  , nel  secondo  si  ha  una  formula 
che  rappresenta  le  operazioni  da  farsi  su  i numeri  dati  per 
trovare  quelli  che  sono  incogniti , e ciò  indipendentemente  da’ 
valori  particolari  di  questi  numeri.  Si  scoprono  cosi  certe  rela- 
zioni che  non  si  vedrebbero  operando  sopra  numeri'  parti- 
colari ( n°  5 ). 

II.  Problema.  Una  lontana  riempie  un  bacino  la  cui  ca- 
pacità è m iti  a ore  , un’  altra  lo  riempie  in  b ore.  Si  vuol 
sapere  in  quanto  tempo  lo  riempiranno  versando  contempo- 
raneamente. 

Chiamando  x il  tempo  richiesto,  si  vede,  che  se  nel  tempo 
a la  prima  fontana  versa  una  quantità  m di  acqua,  nel  tempo 

X ne  verserà  ima  quaniiia — , pciche  si  ha  la  proporzione 

in,v 

a : ni  ; : ,r  : . 

tt 


Per  la  stessa  ragione  l'altra  fontana  nel  tempo  a:  ne  riempirà  una 
parte  indicata  da  . Or  queste  due  frazioni  debbono  formar 
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r intero  bacino , ai  avrà  perciò  1’  equazione 


da 


mx  mx 

1-  — = m, 

u o 


CUI 


0+6 


ab 


Da  ciò  si  ricava  che  la  soluzione  è indipendente  dalla  capa- 
cità del  bacino,  e che  si  ottiene  il  tempo  cercato  dividendo 
il  prodotto  de’  due  tempi  per  la  loro  somma.  Per  esempio 

. T.  ' 5.i3  19 

se  a = a|,  0=5*  , sara  x = = 17?. 

’ ao  + 26  40 

III.  Prohlema.  Dividere  un  numero  in  tre  parti  che  sieno 
fra  loro  nel  rapporto  delle  tre  quantità  m , n c p. 

Si  chiami  a il  numero  dato  cd  x la  prima  parte.  Si  avrà 

* ìiX 

m:  /z::x:alla  seconda  parte,  che  sarà  perciò — . Parimente 

px  s ^ 

si  avrà  m;p  : : x:  — che  sarà  la  terza  parte.  Queste  tre  parti 
m 

dovendo  formare  il  numero  a,  si  otterrà  l’equazione 


d’ onde 


n t ì>x 

a-  + — ^ = « 1 

m tu 


Le  altre  due  parti  saranno 


n am  . , an 

, Cloe  

m m + /i+yi  m+/{+^ 

P am  ap 

- . cli.è  ^ 

m m +/!+/>  m+/i+/j 


Queste  parti  sono  quelle  che  risultano  dalla  regola  di  società. 
(Ariim.  n"  186). 

IV.  Problema.  Trovare  un  numero  la  cui  metà  e la  cui 
terza  parte  prese  insieme  facciano  5o. 

Sia  X il  numero  richiesto  sarà 


XX 

- 4 — = 5a  , 
a ^3 


d’  onde  x = 60. 
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Se  sono  più  di  due  pani  la  cui  somma  dev’  essere 


sarà  in  generale 


d’ onde 


X X X X 
-J — J.  - + - = i. 

b ^ e ^ d 


<ibi.ll 


abr  + ned  + abd  + bed 

V.  Problema.  Un  mercaiaiiie  possiede  un  capitale,  da 
cui  toglie  1300  alla  fine  del  primo  anno  per  le  spese  di  fa- 
miglia. Intanto  questo  capitale  per  talune  perdite  solTerle  si 
trova  diminuito  di  un  terzo  di  ciò  clic  resta.  Dopo  il  secondo 
anno  ne  toglie  parimente  1200  ; ma  avendo  fatto  un  guadagno 
eguale  alla  metà  di  ciò  die  resta  , il  suo  capitale  si  trova 
ridotto  a metà.  Si  domanda  quanto  avea  nel  principio. 

Sia  X il  capitale  primitivo;  alla  fine  del  primo  anno,  to- 
gliendo 1200,  diverrà  x — 1200;  e avendo  perduto  il  terzo  di 

ciò  che  resta,  il  suo  capitale  si  ridurrà  ax — 1200 — ^(ar — 1200) 

ossia -(x — 1200).  Togliendo  altri  1200  alla  fine  del  secondo 

, 2 . . ■3X — 6000 

anno,  rimarra -(x — 1200) — 1200,  ovvero 


e au- 


^ , ^ 

mentandolo  della  metà  di  questo  residuo , diverrà 

2X 6000  1 — 6000S  3 2X — 6000  , . , 

-p  - f 1 , ovvero  - . che  riducesi  a 

2V  3 / 2 3 

Questa  somma  dev’  essere  uguale  alla  metà  del  capi- 
tale primitivo;  perciò 


3 

ax— 6000 


UX — ()000 


J 

2-^’ 


d’  onde 


X = 6000. 


È facile  verificare  questo  risultamento  , perchè  da  6000 
togliendo  1200,  si  ha  4800,  da  cui  tolto  il  terzo  si  ha 

ovvero  6200.  Togliendo  nuovamente  1200,  e aumen- 
tando questo  resto  della  sua  metà  si  ha  5ooo  , che  è ap- 
punto la  metà  del  capitale  primitivo. 
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A R T.  IV. 

Equazioni  di  primo  grado  a più  incognite. 


164*  Allorché  si  hanno  più  equazioni  di  primo  grado  fra 
un  egiial  numero  d’  incognite  , si  può  sempre  determinare 
per  queste  incognite  un  sistema  di  valori  tali  che  soddisfac- 
ciano alle  equazioni.  Si  tratterà  in  questo  caso  di  sostituire 
al  sistema  di  equazioni  proposte  un  altro,  sistema  di  equazioni 
nelle  quali  sia  conservata  la  stessa  relazione  fra  le  quantità 
cognite  e le  incognite  , e queste  si  trovino  separate,  cioè  cia- 
scuna in  una  equazione  distinta.  In  ciò  consiste  1’  elimina- 
zione delle  incognite. 

Per  eseguirla  si  presentano  ordinariamente  tre  melodi  che 
per  maggior  chiarezza  esporremo  da  prima  sopra  due  equa- 
zioni a due  incognite , servendoci  di  casi  particolari. 

/“  Metodo,  detto  per  comparazione. 

Sieno  le  equazioni 


7 j— 2^=11,  aa:+5y=3i.  (l) 

Le  quali , dovendo  coesistere  , debbono  esser  veriGcate  da’ me- 
desimi valori  di  a;  e di  y.  Questi  valori  adunque , sebbene 
ignoti,  debbono  considerarsi  come  eguali.  Ora  se  da  ciascuna 
delle  due  equazioni  si  prende  il  valore  d'y , si  avranno  altre 
due  equazioni 


•jx — I 


3i- 


y = - 


(>) 


Je  quali  possono  esser  sostituite  alle  prime.  Questi  valori  dy, 
perchè  esser  debbono  eguali , danno 


’]X — II  3l IX 

2 .5  ’ 


cd  è chiaro  che  questa  equazione  può  esser  sostituita  a qua- 
lunque delle  equazioni  (1),  perche  non  si  è fatto  che  met- 
tere nel  primo  membro  di  una  delle  (2)  una  quantità  equi- 
valente. L^equazìonc  (3)  contenendo  la  sola  x darà  subito 


d’  onde 


35*— 55=62  — 4a-, 
X = 3. 
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Messo  questo  valore  di  x in  ima  delle  equazioni  (a)  , si  ha 

.y  = 5. 

Dunque  i valori  che  soddisfanno  all’  equazione  proposta  sono 

x = 3 , ^ r=  5; 

siccome  è facile  assicurarsi.  In  dfelli  il  valore  d’ a;  ricavato 
dalla  condizione  che  i valori  d’  y fossero  eguali  deve  dare 
lo  slesso  valore  per  j'  , in  (jualunque  delle  equazioni  fa)  si 
metta  ; perciò  i valori  trovali  soddisfanno  alle  equazioni  (a), 
e quindi  anche  alle  equazioni  (]). 

3'^  Metodo,  detto  per  soslituzione. 

Prendendo  il  valore  di  y nella  prima  delle  equazioni  (i) 
e sostituendolo  nella  seconda,  si  ha 

- 7^ — ' ' 

a.r  + 0 . — =3 1 . (4) 

Si  può  dunque  ad  una  delle  equazioni  proposte  sostituire 

1^*  C4> 

Quest’ ultima  dà  come  sopra  a;=5  , il  qual  valore  sosti- 
tuito nella  prima  delle  (a)  dà_j'=5. 

S’*  Metodo,  detto  per  riduzione. 

- E evidente  che  se  le  equazioni  (i)  e (a)  si  moltiplicano 
per  quantità  costanti  , si  avranno  due  altre  equazioni  che 
saranno  soddisfatte  pe’  medesimi  valori  di  jk  e d’j'.  Or  si  pos- 
sono sempre  trovar  due  numeri  pe’  quali  moltiplicando  ri- 
spettivamente le  equazioni  date  i coefficienti  di  una  mede- 
sima incognita  divengano  eguali.  Allora  o sommando  o sot- 
traendo le  equazioni  , secondo  che  il  segno  de’  coelTicienli 
eguali  è diverso  o lo  stesso,  si  avrà  una  equazione  con  una  sola 
incognita.  Volendo  per  esempio  eliminar  la  y , si  moltipli- 
cherà la  prima  equazione  pel  coefficiente  d’j'  della  seconda 
cioè  per  5,  e la  seconda  pel  coefficiente  d’y  della  prima  cioè 
per  2 , e si  avranno  le  equazioni 

3.ÓX — , 4-r  iov  = t>i  (5) 

cd  è chiaro  che  queste  equazioni  possono  essei-e  sostituite 
alle  (i).  Sommandole  si  ha 

39,1  = 107,  (6") 

da  cui  .v=3.  Questo  valore  di  .v  soddisfacendo  all’  equazio- 
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ne  (6)  , deve  soddisfare  a ciascuna  delle  equazioni  (5),  poi- 
ché l’equazione  (6)  essendosi  ricavala  dalla  supposizione  che 
loy  avesse  lo  slesso  valore  in  ciascuna  , può  sosiiiuirsi  a qua- 
lunque di  esse. 

Il  valore  di  y può  ricavarsi  collo  slesso  metodo  moltipli- 
cando la  prima  equazione  per  2 , e la  seconda  per  7 , e si 
avrà 

'4-1'  — 4/  = , 14.C  + 3;'ij=  ut'. 

Sottraendo  la  prima  dalla  seconda  si  ha 

195  , <r  onde  y — :ì. 

Questo  metodalia  molta  analogia  con  la  riduzione  delle  fra- 
zioni allo  stesso  denominatore  ; e il  coefficiente  comune  ad 
una  stessa  incognita  dev’ esser  il  più  piccolo  numero  divisibile 
pei  due  coefficienti  ( 11°  79 , X.). 

Si  vede  pure  che  se  le  equazioni  date  avessero  per  una 
delle  incognite  i medesimi  coefficienti , non  avrebbero  biso- 
gno di  alcuna  preparazione  per  eliminare  la  della  incognita. 

165.  Sarà  facile  ravvisare  che  gli  esposii  tre  metodi  non  pre- 
sentano altra  differenza  che  nella  maniera  di  eseguir  il  calcolo, 
giacché  nella  sostanza  tutti  riduconsi  a prender  il  valore  di 
un’  incognita  in  una  equazione  c sostituirlo  nell’  altra  , che 
sarà  perciò  l’ equazione  che  contiene  la  condizione  che  le 
equazioni  debbono  esser  soddisfalle  dal  medesimo  valore  delle 
incognite.  In  cfieiti  col  primo  metodo  si  dà  alle  equazioni  una 
forma  tale  che  in  ciascuna  la  stessa  incognita  si  presuli  isolata 
nel  primo  membro  ; c si  vede  che  per  far  l’indicaia  soslilu- 
zione  bisogna  eguagliare  i secondi  membri.  Parimenic  col  terzo 
metodo  non  si  fi  che  una  sostituzione  simile , dopo  aver  pre- 
paralo le  equazioni  in  modo  da  evitar  le  frazioni. 

166.  Se  si  avessero  tre  equazioni  con  tre  incognite,  si  può 
dalle  due  prime  eliminare  una  delle  incognite  co'  melodi  espo- 
sti. Parimente  dalla  prima  e dalla  terza  o dalla  seconda  e dalla 
terza  si  eliminerà  la  stessa  incognita.  Si  avranno  in  tal  modo 
due  equazioni  con  due  incognite,  delle  quali  coi  melodi  pre- 
cedenti si  troveranno  i valori.  Sostituiti  questi  in  una  delle 
tre  equazioni  date  , si  avrà  il  valore  della  terza  incognita. 
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Sicno  per  es.  le  equazioni 

7x  — 3ji'  + i5,  2x  + iy — 5z=z  — if>,  — 3x  + 5^  + 3i=  24.  (i) 

Con  uno  de'  tre  metodi  eliminando  la  z dalle  due  prime 
equazioni , e poi  dalla  prima  e dalla  terza,  si  hanno  le  equa- 
zioni 

39X— iijr=45,  27x— i9j-=z— 3,  (2) 

Da  queste  equazioni  eliminando  la  ^ , si  ricava 

444^^  = '^  ) xz=:2. 

Sostituendo  questo  valore  di  x in  una  delle  equazioni  (a)  , 
nella  prima  per  es.,  si  ha 

I = 33  , da  cui  _y  = 3. 

Sostituendo  questi  valori  in  una  delle  equazioni  ( > ) > nella  , 
prima  per  es. , si  avrà 

22=  IO  , da  cui  2 = 5. 

Dunque  i valori  che  soddisfanno  alle  tre  equazioni  date  sono 

ì *=5. 

Dico  inoltre  clic  questi  valori  sono  i soli  che  godono  di  que- 
sta proprietà.  Giacché  alle  tre  equazioni  proposte  possono  so- 
stituirsi la  prima  delie  equazioni  (1)  e le  equazioni  (a);  a que- 
ste tre  può  sostituirsi  la  prima  delle  equazioni  (i),  la  prima 
delle  equazioni  (a)  c l’equazione  a;=a.  Si  avranno  così,  in 
luogo  delle  equazioni  proposte,  le  tre  equazioni 

•jx. — 3_y  + 22  = i5 , 3<)x  — I = 45  , 444^^  = 

Ora  1’  ultima  non  può  esser  soddisfatta  che  per  a;  = a ; la 
seconda,  quando  vi  si  è messo  questo  valore  di  x,  non  può 
esserlo  che  da  = 5 , e la  prima , quando  vi  si  è messo  il 
valore  di  ^ e quello  di  .r  , è soddisfatta  solo  dal  valore 
z=5  ; dunque  questi  sono  i soli  valori  che  possono  soddis- 
fare alle  equazioni  proposte. 

167.  Se  si  avessero  quattro  equazioni  fra  le  incognite  x , 

, z , K,  si  potrà  eliminare  la  «,  comhinaiulo  la  prima  con 
ciascuna  delle  altre,  e si  avranno  tre  equazioni  colie  incognite 
X , y , z.  E in  generale  avendosi  m equazioni  fra  m inco- 
gnite , si  potrà,  eliminar  un’  incognita  tra  la  prima  equazione 
e ciascuna  delle  altre.  Si  perverrà  eosì  ad  in — 1 equazioni 
con  rn — 1 incognite.  Da  queste , operando  allo  stesso  modo- 
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cioè  eliminando  un’  incognita  tra  la  prima  e ciascuna  delle, 
altre,  si  passerà  ad  un  sistema  di  m — 2 equazioni  fra  m — 2 
incognite.  E così  continuando  si  perverrà  ad  una  equazione 
con  una  sola  incognita  , la  quale  perciò  ne  darà  il  valore. 
Sostituendo  questo  valore  in  una  delle  due  equazioni  a due 
incognite  , si  avrà  la  seconda  incognita.  Sostituendo  i valori 
delle  due  incognite  trovate  in  una  delle  eqiiazioni  a tre  igno- 
te , si  avrà  un’  altra  equazione  che  darà  la  terza  incognita  ; 
e così  risalendo  si  troveranno  successivamente  tutte. 

Per  applicare  questo  precetto  a qualche  esempio , ne  sce- 
glieremo uno,  in  cui  nelle  equazioni  date  non  si  trovano  tutte 
le  incognite.  Sieno  le  equazioni 


3x  — + s =:  i5, 

(0 

IX  — 3u  + g/  = 1 , 

(=•) 

"ly  — 31  q-  3ur=  i4, 

(.3) 

5*  — 3u  + 3t  = 4j 

(4) 

4«  — 'it  =31. 

(5) 

Eliminando  la  t tra  le  (lì),  (4),  (5)  si 

ha  2Jf  + q«=64, 

] 5z — «=54  , le  quali  colla  prima  e terza  'daranno  le  quat- 

tro  equazioni 

3*  — 3^  + s = i5, 

(6) 

3_y  — 3j  + 3«=  14, 

(7) 

3i-  + gu  =64, 

(8) 

l5a  — tt  \ = 54. 

(9) 

Eliminando  la  u tra  la  (7)  e la  (9)  si 

passerà  alle  equa- 

zioni 

3x  — + z — 1 5, 

(10) 

X — 3_y  + 3x  = li, 

(‘0 

ìy  + 43*  = 176. 

(12) 

Eliminando  la  x tra  le  equazioni  (10)  e 
due  equazioni 

(11) , si  passa  alle 

— 8*  = «8, 

(.3) 

iy  + 43z  176. 

(<4) 

Da  queste  eliminando  y si  ha  3172  = 1268  , da  cui 

s = 4. 
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SoslitiiPiido  questo  valore  di  z in  (14)  ^ (i3),  si  ha  subito 

\ =1 1. 

K nieltcmlo  i valori  di  z c di  >-  in  (11),  si  ha 

Messo  il  valore  di  z in  (q)  , si  ha 

u — fi; 

e il  valore  di  n messo  in  (5)  dà 

/ = I. 

168.  Nessuno  de’  tre  metodi  ha  la  preferenza  sull’  altro  , 
e la  forma  dcdle  equazioni  è (|uclla  che  deve  in  ogni  caso 
suggerire  quale  debba  preferirsi  ; e sarà  sempre  buon  con- 
siglio servirsi  or  dell’  uno  or  dell’ altro  secondo  le  circostan- 
ze. Sembra  nondimeno  clic  il  metodo  per  riduzione  sia  quello 
che  debba  essere  il  più  sovente  impiegato  con  vantaggio,  come 
il  più  spedito. 

Lo  ste.sso  procedimento  dovrebbe  seguirsi  nel  caso  che  i 
coeflicienti  fossero  lettere.  Noi  ritorneremo  in  seguito  su  que- 
sto argomento , e daremo  le  formole  generali  de’  valori  del- 
1’  incognite  per  un  numero  qualunque  di  equazioni  fra  un 
egual  numero  d’  incognite. 

i6g.  Da  ciò  che  precede  si  rileva  che  quando  il  numero 
delle  incognite  è uguale  al  numero  delle  equazioni  si  può 
sempre  determinare  un  sistema  unico  di  valori  per  queste 
incognite  , salvo  alcune  singolarità  di  cui  parleremo  or  ora. 
Ma  se  il  numero  delle  incognite  fosse  maggiore  del  numero 
delle  equazioni , vi  sarà  un’  infinità  di  sistemi  di  valori  che 
possono  convenire  alle  equazioni  proposte.  Per  cs.  se  si  hanno 
due  equazioni  fra  tre  incognite  x,y,  z,  si  può  considerare 
la  z come  quantità  nota  , e in  questa  ipotesi  si  possono  de- 
terminare le  altre  due  incognite  , le  quali  saranno  date  per 
mezzo  della  z.  Per  ogni  valore  arbitrario  della  z si  avrà  un 
sistema  di  valori  che  possono  soddisfare  all’ equazioni  proposte; 

1 lercio  questi  sistemi  saranno  di  numero  infinito.  Per  es.  sieno 
e due  equazioni 

3j-  — ly — jcr  i5  , IX — _y— 
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le  quali  si  possono  scrivere 

3i  — 2y  = 1 5 + i , —_)■=:  8 + 3i . 

eliminando  le  due  incognite  x , j'  si  avrà 

4-  = I +5=,  V = 7*  — 

Facendo  z—i,  si  ha  x = 6,^=i;  c = -2  dà  x==i  i , j-— 8 ; 
z — 5 dà  x=i6  , ,r"=i5  ; ec.  l'crciò  9,  11,  8,  2; 

l6  , i5  , 5y  ec.  formano  de’  sistemi  di  valori  tutti  propri  a 
verificare  le  equazioni  proposte. 

170.  Quando  poi  il  numero  delle  equazioni  è maggiore  del 
numero  tielle  incognite,  le  equazioni  non  possono  coesistere  se 
i coefficienti  non  soddisfanno  a tante  condizioni  per  quanto 
è 1’  eccesso  del  numero  delle  equazioni  su  quello  delle  in- 
cognite. Per  es.  .se  si  hanno  cinque  equazioni  fra  tre  incognite, 
si  potranno  con  tre  di  esse  equazioni  determinare  i valori 
delle  incognite.  Sostituendo  questi  valori  nelle  altre  due  equa- 
zioni si  hanno  due  equazioni  fra  quantità  note  che  debbono 
riuscire  identiche. 

Se  le  equazioni  sono  numeriche , e i coefficienti  sono  scelti 
in  modo  che  queste  due  equazioni  sicno  verificate,  due  delle 
equazioni  proposte  saranno  inutili.  Se  poi  i coefficienti  sono 
lettere  , queste  due  equazioni  conterranno  le  condizioni  a cui 
debbono  soddisfare  i coeflicienti , aflinchc  le  cinque  equazioni 
possano  esser  verificate  da  uno  stesso  sistema  di  valori.  Que- 
ste perciò  chiamansi  equazioni  di  condizione. 

A R T.  V. 

Problemi  di  primo  grado  a più  incognite. 

I71.  Affinchè  un  problema  sia  determinato,  bisogna  che 
contenga  condizioni  tali  da  dar  luogo  a tante  equazioni  per 
quante  sono  le  incognite. 

Per  mettere  in  equazione  i problemi  di  (juesia  specie  bi- 
sogna tener  presente  lo  stesso  principio  che  .serve  a’ problemi 
a una  incognita  (n°i62),  c che  è .ipplicabile  anche  a quelli 
che  danno  luogo  ad  equazioni  di  grado  supcriore.  Aleiini 
esempi  serviranno  a renuerne  più  familiare  1’  uso. 

11  problema  L risoluto  al  n"  i63  con  una  sola  incognita  si 
risolve  più  elegantemente  con  due.  In  efleiti  chiamando  a-  ed 
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y le  due  parli  sarà 

X +y  = a,  a:  —y=zb. 

Sommando  prima  c poi  sottraendo,  si  ha 

o+i  a — b 

<r=— , y-—- 

VI.  pROBiiEMA.  In  un  albergo  12  uomini  e 8 donne  hanno 
speso  lire  gao  ; se  fossero  stali  8 uomini  e 12  donne  avreb- 
bero speso  lire  880  ; si  domanda  quanta  è la  spesa  di  cia- 
scun uomo , quanto  quella  di  ciascuna  donna. 

Chiamando  x la  spesa  di  un  uomo  , e y quella  di  una 
donna  , la  spesa  per  12  uomini  sarà  120:  e quella  per  8 donne 
8x.  Si  avrà  perciò  1’  equazione 

lax  + = 920. 

Parimente  si  trova  l’ altra  equazione 

Sa:  + iiy=z  880 . 

Queste  equazioni  divise  per  4 si  riducono  a 
3x  + iy  = iZo  , 2x  + 3^  =:  220  ; 

da  cui  si  ricava  x = 5o , y = ^o. 

VII.  Problema.  Si  è comprata  della  stoffa  a un  prezzo  che 
s’ ignora.  Se  si  fossero  comprale  cinque  canne  di  più  di  una  . 
stoffa  che  costa  3 ducali  di  meno  si  pagherebbe  lo  stesso  prez- 
zo , ma  comprando  sei  canne  di  più  di  una  stoffa  che  costa 
4 ducali  di  meno  si  pagherebbero  18  ducati  di  meno.  Si  do- 
manda il  numero  delle  canne,e  il  prezzo  di  ogni  specie  di  stoffa. 

Sia  X il  numero  delle  canne  ey  il  prezzo  della  prima  stof- 
fa. 11  costo  di  esse  sarà  xy.  Il  prezzo  di  una  canna  della 
seconda  stoffa  essendo  y — 3,  e il  numero  delle  canne  a; -4*5, 
il  costo  sarà  {x-{-5)(y ■ — 3).  Parimente  il  costo  della  terza 
stoffa  sarà  — 4)-  Per  le  condizioni  del  problema  de- 

v’  essere 

(»+5)  Cy— 3)  — xy  , (x+6)  Cy— 4)  = — 18. 

Facendo  i prodotti  , queste  due  equazioni  si  riducono  a 
5y  — 3x  = i5  , 3y  — 2x  3. 
d’onde  ricavasi  y= 21 , * = 3o. 
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Vili.  PnoBr.EMA.  Tre  persone  A,  B , C debbono  pagare 
per  una  compri»  looo  ducali.  A dice  die  potrebbe  pagar 
solo  la  somma , se  B gli  desse  la  metà  del  suo  danaro  ; B 
pagherebbe  solo  questa  somma  ricevendo  da  C il  terzo  della 
somma  che  possiede  ; e iìnalmenie  C pagherebbe  solo  la 
somma  ricevendo  solamente  il  quarto  della  somma  di  A,  Si 
domanda  quanto  possiede  ciascuno. 

Sieno  X , y , z , \è)  somme  rispettive  ài  A , B , C.  \je 
somme  di  cui  ciascuno  dovrebb’ essere  in  possesso,  per  pa- 
gare la  somma  data  saranno  rispettivamente 

1 I I 

* + J'+3  = > 


Si  avrk  dunque 

X + 1 y=  looo,  jr  + ^ I = looo, 

ovvero,  togliendo  le  frazioni, 


X = looo; 


^ = 2000  , 3j'  4-  * = 3ooo,  4*  *4*  ir  = .fooo; 

dalle  qiìali  si  ottiene  facilmente  x=64o , ^=720,  z=84o. 

IX.  Problema.  Si  hanno  tre  verghe  metalliche  composte 
di  argento  , rame  e stagno.  La  prima  contiene  sull’unità  (}i 
peso  0,176  di  rame  c o,oa5  di  stagno  ; la  seconda  contiene 
o,a5o  di  rame  e o,o5o  di  stagno;  la  terza  o,5oo  di  rame 
e 0,100  di  stagno.  Si  domanda  quanto  metallo  bisogna  pren- 
der da  ciascuna  verga,  alTincbè  sull’  unità  di  peso  del  nuovo 
mescuglio  si  trovino  0,216'  di  rame  e o,o43j  di  stagno. 

Sieno  X , y , z le  quantità  rispettive  di  metallo  che  bi- 
sogna prender  da  ciascuna  verga  per  avere  il  composto  che  si 
richiede.  La  prima  verga  contenendo  sopra  ogni  unità  di 
peso  0,800  di  argento  , la  quantità  x conterrà  o,8oox  di  ar- 
gento; parimente  le  quantità  di  argento  contenuto  nella  por- 
zione presa  dalla  seconda  verga  sarà  o,'jooy,  e quello  con- 
tenuto nella  porzione  z della  terza  verga  sarà  o,6ooz.  Que- 
ste quantità  di  argento  debbono  formare  0,740.  Dunque 


o,8oox  + o,7ooj  + o,6oos  = 

Allo  stesso  modo  si  trovano  le  parli  di  rame  e di  stagno  che 
verranno  a prendersi  da  ci.vscuna  verga  , e la  loro  somma  si 
eguaglierà  alle  porzioni  di  rame  e di  stagno  che  si  richieg- 

8 
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gono  nel  nuovo  composto.  Si  avverta  che  si  possono  soppri- 
mere i decimali  prendendo  per  unità  iJ  millesimo,  o inten- 
dendo 1’  unità  divisa  in  mille  parti.  Si  dirà  perciò:  che  nel 
nuovo  composto  sopra  mille  parli  se  ne  vogliono  740  di  ar- 
gento , ai 6^  di  rame,  e 4^^  di  stagno.  Ciò  posto,  le  equazioni 
relative  al  problema  saranno 

8ooof  + 7ooy  + 6001  = 74°5 
1750:  + a5o_y  + 3ooj  = 2i6j, 
a5x  + 5o^  + looz  = 43  ì> 

le  quali  , divise  per  100  , e moltiplicate  le  due  ultime  per 
4 ) si  riducono  a queste  più  semplici  ; 

8^  + ly  6j  = 7,4  , 

7x  + loy  + lai  = 8,65, 

» + aj”  + 4i  = 1,75. 

E da  queste  si  ricava  facilmente 

Il  6 3 

* ~ ao  ’ ^ 20  ’ * 20  ' 

ART.  VI. 


Rìsultamenli  singolari  a’  quali  si  può  pervenire  nel  ri- 
solver le  equazioni  di  primo  grado  , a una  o più  in- 
cognite. 

1 73.  Sia  1’  equazione 

^ l ^ 

= X+  5 7X=I24-  — X. 

a 4 


Passando  tutt^  i 

da  cui 
e infine 


termini  in  x nel  primo  membro , si  ba 


3* 


■ -,  X X : 

4 12 


8x  — 3x  — 5x  = 84, 
o = 84. 


Questo  risultamento  mostra  ad  evidenza  che  1’  equazione  è 
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assurda.  Basta  per  convincersene  rivolger  l’attenzione  sull’ e- 
quazìonc  ; in  efifetti,  facendo  le  riduzioni  senza  passare  i ter- 
mini da  un  membro  all’  altro  , si  ha 

5 . c .5 

— ar+5=ia  + — x; 

12  12  ’ 

e ben  si  vede  che,  qualunque  valore  si  prenda  per  Xf  non  può 
mai  il  primo  membro  esser  uguale  al  secondo. 


173.  Sia  r equazione 
X — 13 


3^  2 

^4  3 


Togliendo  i denominatori  si  La 

6 (x — 13)  + g(x  2)  = 8x  — 60, 

e riducendo 


7x  = o,  ovvero  x = o. 


L’  equazione  anche  in  questo  caso  è assurda , poiché  non  vi 
è nessun  numero  che  possa  verificarla.  Facendo  di  fatti  le 
riduzioni  in  ciascun  membro , 1’  equazione  proposta  si  ri- 
duce a 

i5x  — 60  =: 8x  — 60  , 


eguaglianza  impossibile 


174.  Sia  r altra  equazione 

3x  4(5+.r)  2(x — 1)  6— X 

7 — = 9- 

Si  ha  primieramente 

gx  — 8 (5+x)  = 4(x— i)  + 3 (6-x)  — 54 , 

d’  onde 


ovvero 


gx  — 8x  — 4*  + 3x  =:  4®  *“  4 + — 54  , 

0 = 0. 


Per  interpetrare  questo  risultamento  singolare  , basterà  os- 
servare che  il  zero  può  esser  surrogato  da  qualunque  espres- 
sione algebrica  composta  di  termini  che  si  distruggono. 
Quindi  0=0  è un’  identità  , la  quale  verificandosi  indipeur 
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dcntemcnie  dal  valore  d’  x , mostra  che  l’ incognita  può  aver 

Stialunqiie  valore.  Questo  risultamento  è dunque  il  simbolo 
eli’  indeterminazione, 

A maggior  conferma  di  ciò , si  riprenda  l’ equaiione  pro- 

}>osta  ; e lasciando  i termini  ne’  membri  rispettivi  si  facciano 
e riduzioni.  Si  avrà 

X — 4®  — ^ — 4®  > 

equazione  identica.  Dunque  la  * è indeterminata. 


17 5.  L’equazione 
risoluta  dà 


3jp  — 


3ar  — 4 


L’  altra 


dà 

c quindi 


* = 1 — 4 j ovvero  x = — 3. 
7*  + 8 = 9*  + la 
(7 — 9)*  ~ 4>  ovvero  — a*  = 4> 
4 

X ss  — -,  ovvero  x = — a . 


Queste  due  . equazioni  sono  anche  assurde  quando  l’incognita 
è un  numero  astratto  , o uh  numero  concreto  che  non  può 
divenir  negativo.  In  cÉFetli  siam  condotti  in  ciascuno  de’  casi 
ad  eseguire  una  sottrazione  impossibile.  D’altronde  l’ispezione 
delle  equazioni  ne  mostra  a suUicienza  1’  assurdità  , giac- 
ché la  prima  può  scriversi 

3.V  + 4 = 2.V  + I ; 

e si  vede  che  questi  due  membri  non  possono  esser  eguali 
essendo  ciascuna  parte  dei  primo  membro  maggiore  di  cia- 
scuna parte  del  secondo.  Lo  stesso  si  dica  della  seconda  equa- 
zione, in  cui  evidentemente  il  primo  membro  è minore  del 
secondo. 

Questo  carattere  di  assurdità  differisce  da’prccedenli,  poi- 
ché l’ assurdo  può  cessare  quando  l’ incognita  si  rapporta  a 
cose  suscettibili  di  divenir  negative,  e può  esser  corretto  mo- 
dificando l’equaz.ione  senza  alterare  i aati;  mentre  negli  al- 
tri due  casi  l’ assurdo  sussiste  sempre  , come  si  vedrà  trat- 
tando de’  problemi. 
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1 y6.  Prendendo  P equazione 

+ 6 = gx  + 2 , 

c risolvendola  si  ha 

(7 — 9)x  = 2 — 6,  ovvero  — ax=  — 4j 

da  cui 


— 2 


Qui  siamo  anche  condotti  a far  due  sottrazioni  impossibili; 
ma  r equazione  non  è assurda  , stando  il  difetto  nel  sistema 
tenuto  per  risolverla  o nel  modo  come  trovasi  scritta;  per- 
chè cambiando  di  luogo  i due  membri  o pure  cambiando  i 
segni  a tutta  T equazione  o in  altro  modo  , non  s’  incontra 
più  alcuna  operazione  impossibile. 


177.  A’  medesimi  risultamenti  si  può  pervenire  risolvendo 
le  equazioni  a più  incognite  ; di  che  daremo  alcuni  esempi . 
Sieno  le  equazioni 

5 

X — j/  = 3,  gx— i5y  = 32. 

Preso  il  valore  d’ x dalla  prima  e messo  nella  seconda^  si  ha 
27  + i5y  — i5j'  = 3a  , ovvero  o = 5. 

Questo  risultamento  mostra  che  le  equazioni  sono  incompa- 
tibili ; del  che  è facile  convincersi.  In  effetti , moltiplicando 
la  prima  per  g , esse  divengono 

gx  — iSg-  = 27  , gx  — lòg'  = 3a, 


equazioni  che  non  possono  coesistere. 

Sieno  ancora  le  equazioni 

3x  + 5jr=2,  7X+ 107^=4. 

2— 3x 

Dalla  prima  si  ha  y = , il  qual  valore  messo  nella  se- 

couda  di  x=o  , e quindi  — g*  A.nche  in  questo  caso  le 

equazioni  sono  incompatibili  ; il  che  meglio  apparirà  metten- 
dole sotto  la  forma 


3x  =:  3 — ^ X =:  2 — 5y. 
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Per  potersi  accordare  , dovrebbero  esser  eguali  i coefricienii 
della  X. 

Si  abbiano  ancora  le  due  equazioni 


3x-5y=z-],  gx-~i5y  = 'ìi. 

Prendendo  il  valore  d'  x dalla  prima  e sosliluendolo  nella 
seconda,  si  ha 

63  + 45y  — 4 V > o'^vero  o =r  o. 

Il  valore  à' y è dunque  indeterminato,  come  lo  è quello 
d’  X.  In  effetti , la  seconda  equazione  non  è che  la  prima 
moltiplicata  per  5;  essa  dunque  non  esprime  nessuna  nuova 
condizione  , e le  due  equazioni  non  ne  formano  che  una . 
Avendosi  dunque  fra  a?  ed  la  sola  equazione  3x  — 5y  = 'j, 
i valori  delle  incognite  sono  indeterminati.  E inutile  par- 
lar del  caso  in  cui  i valori  delle  incognite  risultano  nega- 
tivi , essendo  facile  1’  immaginarlo. 


178.  Da  questi  pochi  esempi  si  può  conchiudere,  che  quan- 
do vi  sono  più  equazioni  tra  un  egual  numero  d’  incognite 
non  sempre  si  può  determinare  un  sistema  unico  di  valori 
per  le  incognite  ; giacché  può  avvenire  che  nel  corso  del 
calcolo  si  pervenga  ad  un’  equazione  nella  quale  portando 
le  incognite  nel  primo  membro  , esse  si  distruggano  senza 
che  il  secondo  membro  si  annulli  , il  che  dò  luogo  all’  as- 
surdo ; o che  si  annulli  anche  il  secondo  membro  , il  che 
è simbolo  d’ indeterminazione;  ovvero  che  si  pervenga  ad  una 
equazione  con  una  sola  incognita  nella  quale  il  secondo  mem- 
bro divenga  zero  , e ciò  é anche  simbolo  di  assurdità;  o fi- 
nalmente che  si  pervenga  nella  riduzione  de’  termini  simili 
in  ciascun  membro  a dover  fare  delle  sottrazioni  impossibili, 
il  che  è simbolo  di  assurdità  quando  l’ incognita  rappresenta 
una  quantità  che  non  può  divenir  negativa. 

Lo  stesso  si  dica  di  una  equazione  ad  una  incognita  ; la 
quale  equazione  , quando  dà  luogo  a siffatti  risiitumenii  , 
non  ammette  per  l’ incognita  niun  valore , che  possa  soddi- 
stàrla. 
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A R T.  vir. 

Formale  generali  per  la  risoluzione  delle  equazioni  di 
primo  grado  a più  incognite. 

liyg  Le  equazioni  niimeriche,  delle  quali  abbiamo  fatto  uso 
per  esporre  i melodi  onde  eseguir  U eliminazione  delle  inco- 
gnite nelle  equazioni  di  primo  grado  , dando  luogo  alle  ri- 
duzioni allorché  si  passa  da  un  sistema  di  equazioni  ad  un 
altro  equivalente , non  ci  hanno  fatto  scoprire  in  che  modo 
i valori  suddetti  si  compongono  per  mezzo  de’ coefficienti  delle 
equazioni.  E siccome  i valori  delle  incognite  dipendono  dai 
coeflicienti  con  legge  costante , riprenderemo  questo  argo- 
mento per  determinar  questa  legge,  e comporre  i valori  delle 
incognite  senza  seguire  il  corso  delle  operazioni  richieste  per 
eliminare  ad  una  ad  una  tutte  le  incognite. 

Un’  equazione  di  primo  grado  a dtie  incognite  , fatte  le 
debite  riduzioni  ( n°  160),  prenderà  la  forma 

ax  + iy  = 

come  quella  a tre  incognite  si  potrà  ridurre  a 
ax  + iy  + ca  = Ir. 

Rappresenteremo  due  equazioni  generali  a due  incognite  per 

"1^  + *i.y  = 

a,x  + ijr  = /r.,  ^ \ 

adottando  per  coeflicienti  della  medesima  incogniu  la  stessa 
lettera  con  indice  diverso  , il  che  renderà  più  facile  la  ri- 
cerca di  cui  passeremo  ad  occuparci. 

180.  Per  far  1’  eliminazione  seguiremo  un  metodo  detto 
delle  indeterminate , àoyo\.Q  a Bezonl.  Si  moltiplichi  la  prima 
delle  equazioni  (1)  per  m,  e da  questa  si  sottragga  la  secon- 
da ; si  avrà 

(ma.— a,)a:+(mi,— ij_y=m^.— fc,.  (a) 

Essendo  m una  quantità  indeterniinata , si  potrà  determinare 
in  modo  che  sia  zero  il  coefficiente  dell’  incognita  che  si 
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Tuoi  eliminare.  Mcllendo  eguale  a zero  il  coenìcienle  di  y , 


si  avrà 


(3) 


equazione,  la  quale  deve  esistere  con  l’alira 

mb^—b^  = o.  (4) 

Si  prenda  il  valore  di  m da  (4)  e si  sostituisca  in  (3),  sarà 


“■  b 


, ovvero  x = 


(5) 


Volendo  determinare  y collo  stesso  metodo , nell’  equazione 
(a)  si  metterà  ma.  — o,=o,  e sarà 


mA  — A-, 
^ “■  »ib—b. 


E siccome  m——,  si  avrà 


ovvero 


Y = 


b.a  — a.b. 


Cambiando  i segni  nel  numeratore  e nel  denominatore  del 
valore  di  y^  si  avranno  i due  valori  delle  incognite  espressi  da 


KK-KK 

a.b  — b,a  ’ 


« A _ 


a If  a 

j • 1 • 


(6) 


l8i.  Sieno  ora  tre  equazioni  a tre  incognite  , rappresen- 
tate secondo  1’  adottato  sistema  da 


+0.*  = ^.) 

+ f'J  + c.s  = (7) 

“3^’  + + t's*  = *5- 

Moltiplicando  la  prima  per  m , la  seconda  per  n,  e dalla 
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somma  delle  due  prime  sotlraeiido  la  terza,  si  avrà 
(ma,+/ia,— Oj)x  + (mi,  +nb—b^)y  + (me,  +«c,— e,)* 
= mi,+«à. — *5- 


Avendosi  due  quantità  indeterminate,  m ed  n , si  possono 

3ueste  determinar  con  le  condizioni  che  due  de’  coeiGcienti 
elle  incognite  vadano  a zero.  Facendo  eguali  a zero  i coef- 
ficienti di  X e di  , si  avrà 

mc,+nc,— Cj 

e i valori  di  m ed  n saranno  dati  dalle  equazioni 

a,m+a.n=aj,  i,ni (io) 

Considerando  in  queste  equazioni  m ed  ti  come  incognite  , 
e facendo  1’  eliminazione  , o pure  applicandovi  le  formolo  (6) 
col  fare  b=a^  , k=a^  , a,==ò^  , i^=bs , si  avrà 


'a^b—b,a/  ■“  o,A.— i,a.  ’ 


i quali  valori  sostituiti  in  (g)  danno. 

*“  c,(a.i.-i,o,)-c,(a,i,— i,aj)+c,(a.ij— i.a,)  ‘ 


Mettendo  eguali  a zero  i coefficienti  di  x e di  a , e poi 
quelli  di  e di  z,  e determinando  convenientemente  nc’due 
casi  i valori  di  m ed  n , si  troverebbero  col  metodo  stesso 
i valori  di  ^ e di  x.  Ma  la  forma  simmetrica  che  presentano 
le  equazioni  rende  inutile  la  ripetizione  del  calcolo  ; giac- 
ché dal  valore  di  z si  ottiene  quello  d'y  xr.'vmbiando  c in  ò 
e 6 in  c.  Si  otterrà  così 


y i,(o,c,— C,a.)-A.(a.cj— c,a,)+i,(a,c3— c,aj)  * 

Parimente  cambiando  in  questa  espressione  in  a e a iu 
ò,  si  otterrà 

Efiettuando  le  moltiplicazioni  , e cambiando  il  segno  nel 
numeratore  c denominatore  del  valore  d’y  , i valori  delle 
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incognite  avranno  per  denominatore  comune 

+".  Vi  — A — ~ ^.*.«5- 

l8a.  Si  vede  già  come  questo  metodo  può  estendersi  a qua- 
lunque numero  di  equazioni.  In  effetti,  avendosi  quattro  equa- 
zioni fra  quattro  incognite,  si  moltiplicherà  la  prima  per  m, 
la  seconda  per  n , la  terza  per 77  > e dalla  somma  delle  prime 
Ire  sottraendo  la  quarta  , si  avrà  un’  equazione  fra  quattro 
incognite  e tre  indeterminate.  Potendosi  assumere  tre  condi- 
zioni , si  faranno  eguali  a zero  tre  de’  coefficienti  delle  in- 
cognite , e rimarrà  un’  equazione  con  una  incognita.  La  de- 
terminazione di  z/i , n , p dipenderà  da  tre  equazioni  a tre 
incognite.  Analogamente  si  procederebbe  per  un  maggior  nu- 
mero di  equazioni. 

i83.  Ma  senza  andar  più  oltre,  osservando  l’equazione  (8), 
si  riconoscerà  facilmente  : /”  che  qualunque  sia  il  numero 
delle  equazioni , il  valore  di  ciascuna  incognita  è un’espres- 
sione frazionaria,  in  cui  nel  denominatore  entrano  solamente 
i coefficienti  delle  incognite  , cioè  a,  3 , c,  rf. . , , e il  nu- 
meratore non  differisce  dal  denominatore  se  non  perchè  vi 
si  trova  cambialo  il  coelficientc  dell’  incognita  nel  termine 
noto  ; a”  che  quali  si  sicno  i valori  delle  m , « , /7  , ec.  , 
Quelli  delle  incognite  saranno  espressi  da  una  frazione  in  cui 
il  numeratore  e il  denominatore  son  polinomi  omogenei.  Per 
es.  il  valore  (g)  di  z avrà  la  forma 

_ + 

*-^c.+i?c.+  Cc,’ 

essendo  A,  B , C,  espressioni  intere  de’ coefficienti  a e b. 
Ma  questa  forma  è quella  che  sarebbe  risultata  dal  mol- 
tiplicare ogni  equazione  per  una  indeterminata  ; sarà  dun- 
que sempre  possibile  moltiplicando  ogni  equazione  per  una 
iodeterminata.  A,  B , C,  oc.  e sommando,  determinare  per 
A,  B,  C,  ec.  elelle  espressioni  intere  de’ coefficienti. 

L’ esame  poi  de’  valori  delle  incognite  per  le  equazioni 
a due  c a tre  incognite  dà  luogo  facilmente  alle  seguenti 
osservazioni. 

/”  11  denominatore  è comune  , ed  è un  polinomio  omo- 
geneo composto  tutto  di  termini  diversi , c di  grado  eguale 
al  numero  delle  equazioni. 
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a"  Scrivendo  in  o^ni  termine  indici  nell’ordine  natu- 
rale , questo  denominatore  contiene  tutte  le  permutazioni  che 
si  possono  fare  coi  cocllicicnti  delle  incognite,  asirazion  fatta 
dagl’  indici , formando  però  queste  permutazioni  secondo  l’or- 
dine assegnato  al  n”  io3  e cambiando  il  segno  ogni  volta  che 
lina  lettera  cambia  posto. 


i8/i.  Ammettendo  che  questa  legge  debba  verificarsi  qua- 
lunque sia  il  numero  delle  equazioni , ecco  come  dovrà  ope- 
rarsi per  comporre  i valori  delle  incognite  senza  seguire  il 
processo  dell’  eliminazione. 

Sul  prodotto  ab  facendo  la  permutazione  ia,  e cambiando 
il  segno  perchè  b cambia  posto , si  ha  ab — ba.  Dando  alle 
lettere  gl’  indici  i e 2 si  ha  a À — b a che  è il  deuomina- 
lore  comune  per  le  equazioni  a due  incognite. 

Con  ciascheduno  de’  termini  ab, — ia , si  combini  la  terza 
lettera  c,  mettendola  prima  alla  destra,  e poi  facendola  avan- 
zare di  un  posto  per  volta  , conservando  al  primo  termine 
il  segno  die  ba  , e cambiandolo  ogni  volta  che  c cambia 
posto  ; si  avrà  così 


+ abe  — acb  + cab  — bac  + bea  — cba. 


(12) 


A ciascuno  di  questi  termini  mettendo  gl’indici  secondo  l’or- 
dine naturale  , si  avrà  il  denominatore  comune  per  le  equa- 
zioni a tre  incognite. 

Con  ciascun  termine  dcH’espressione  (12)  si  combini  la  let- 
tera d,  mettendola  prima  in  ultimo  luogo,  e poi  facendola 
avanzar  di  un  posto  per  volta  , e cambiando  segno  quando 
d cambia  posto.  Si  avrà 

+ ahed  — abdc  + adbc  — dabe 

— acbd  + aedb  — ec.  (1 3) 

+ cabd  — ec. 
ec. 


E dando  a tutt’  i termini  gl’  indici  1 , 2,3,4  si  avrà 
-f- ec.  die  è il  denominatore  comune 
per  le  equazioni  a quattio  incognite. 

La  quinta  lettera  e si  combini  allo  stesso  modo  con  cia- 
scun termine  dell’espressione  (i3);  e osservando  la  regola 
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de’  segni , risulicrà 

+ abede  — abcctl  -{-  abecd  — acbcd  + eabcd 
— obdee  + abdec  — ec. 

+ adbee  — ec. 


— ec. 

E in  ciascun  gruppo  di  lettere  apponendo  gl’ indici  secondo 
l’ordine  naturale,  si  avrà  il  denominatore  comune  per  cin- 
que equazioni  a cinque  incognite.  ^ 

Continuando  a comporre  de’  polinomi  allo  stesso  modo  , 
c dando  poi  a’  termini  gl’  indici  secondo  1’  ordine  naturale  , 
cioè  1 alfa  prima  lettera,  a alla  seconda,  ec. , si  avranno 
de’  polinomi  composti  tutti  di  termini  diversi  , il  numero 

de’ quali  è per  m lettere  1.3.5 /7i(n“io3),  in  ogni 

termine  i fattori  son  tutti  differenti , e i termini  son  metà 
positivi  e metà  negativi. 

Avendosi  il  denominatore  comune  de’ valori  delle  incogni- 
te , il  numeratore  di  ciascuna  si  formerà  cambiando  il  suo 
coefficiente  nel  termine  noto , c lasciando  gli  stessi  indici  e 
gli  stessi  segni. 

Siccome  il  posto  delle  lettere  è rappresentato^dagl’  indi- 
ci , sarà  facile  il  riconoscere  che  indicando  per  [a, 3 d po- 
linomio ab — ba  nel  quale  si  dà  1’  indice  i alla  prima  let- 
tera , il  a alla  seconda  , per  J il  polinomio 

abe  — acb  -f-  cab  — bue  -f-  bea  — eba  in  cui  le  lettere 
avranno  gl’  indici  i,  a , 5 , e così  per  gli  altri;  questi  po- 
linomi scritti  in  modo  compendioso  saranno 

[«.*.] 

— c.Ea.è,]  + 

<[“.*.‘'5]  - + <[«.*5^4]  — 

- ec. 

/6[a.*.cs‘^4e6]  +/»[«. *.Cj<^jC6J  — ec. 

185.  Tratlas!  ora  di  dimostrare  che  questa  legge  di  dipendenza  tra 
i coefficienti  e i valori  delle  incognite,  ricavata  dall’ osservazione  dei 
valori  a due  e tre  incognite,  ha  luogo  per  qualunque  numero  di  equa- 
zioni contenenti  un  egiial  numero  d'  incognite. 

Si  chiami  in  generale  R un  polinomio  che  risulta  da  m lettere  com- 
biuate  nel  modo  sopra  espresso.  Vediamo  di-quali  proprietà  gode  que- 
sto polinomio. 
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Siccome  in  un  solo  de’  termini  le  lettere  seguono  1'  ordine  alfabeti- 
co , negli  altri  si  troveranno  invertite.  Or  quando  in  un  termine  due 
lettere,  contigue  o pur  no,  non  seguono  l’ordine  alfabetico  , si  dira 
che  formano  un’  inversione  ; e questo  termine  presenterà  tante  inver- 
sioni per  quanti  sistemi  di  due  lettere  vi  sono  die  non  seguono  1’  or- 
dine alfabetico.  Cos'i  nel  termine  edbae  , c precede  b e precede  a , il 
che  dà  due  inversioni  , d precede  i ed  a e da  due  inversioni , b pre- 
cede a e dà  un’  inversione  j perciò  questo  termine  conljene  cinque  in- 
versioni. 

i86.  Nel  polinomio  R ogni  termine  avrà  il  segno  + se  il  numero 
delle  inversioni  è pari  o nullo  , e — se  il  nnniero  delle  inversioni  è 
impari.  Di  fatto  , ciò  si  verifica  pel  primo  ab — ba.  Mettendo  in  cia- 
scuno di  questi  termini  la  lettera  c all’  ultimo  posto  , il  numero  delle 
inversioni  non  si  altera  , e perciò  il  primo  termine  abe  non  presenterà 
alcuna  inversione  e conserverà  il  segno  , il  secondo  resterà  con  una 
inversione  e avrà  il  segno — ; facendo  passare  il  c al  secondo  posto, 
ciascun  termine  acquista  un’inversione  di  piu,  e perciò  il  primo  che 
è acb  ha  un’  inversione  e porta  il  segno  — , il  secondo  avt\  due  in- 
versioni ed  ha  il  segno  ; passando  hnalmenle  il  c al  primo  posto, 
in  ciascun  termine  si  accresce  un’  inversione,  e nel  tempo  stesso  si  can- 
gia il  segno.  Combinando  la  lettera  d con  ciascuno  di  questi  termi- 
ni , allorché  si  metterà  all’  ultimo  posto , il  numero  delle  inversioni 
rimane  lo  stesso  e i termini  conservano  lo  stesso  segno  ; passando  di 
nn  posto  più  avanti  , si  accresce  in  ciascun  termine  ui>’  inversione  , e 
quelli  che  avevano  un  numero  pari  d’ inversioni , e che  perciò  erano 
affetti  dal  .segno -f-,  daranno  de’ termini  con  un  numero  impari  d’ inver- 
«ioni , e affetti  dal  segno  — , perchè  nel  passaggio  si  cambia  il  segno; 
e viceversa.  Si  vede  evidenlemenle  che  la  stessa  cosa  deve  aver  luogo 
sopra  qualsivoglia  numero  di  lettere. 

175.  In  questo  polinomio  duo  termini  che  non  differiscono  che  per 
la  sola  permutazione  di  due  lettere  debbono  aver  segno  contrario.  La 
cosa  è chiara  se  le  due  lettere  sono  contigue  , giacché  queste  due  let- 
tere debbono  formare  un’  inversione  in  uno  de’  termini  e non  formarla 
Dell'altro;  tali  sono  p.  es.  i due  termini  aedef ^ acedf.  Quindi  per 
ogni  posto  che  si  fa  percorrere  ad  una  lettera  , il  termine  cambia  di 
segno,  perchè  aumentandosi  u diminuendosi  un'inversione,  il  numeio 
delle  inversioni  da  pari  diviene  impari , e vioeversa.  E se  ad  una  let- 
tera si  fanno  peicorrere  successivamente  diversi  posti  , il  termine  re- 
sterà colio  stesso  segno  o col  segno  cambiato  secondo  che  il  numero 
de’ posti  percorsi  è pari  o impari.  Avendosi  [icrciò  due  termini  , per 
es.  aedebf  ^ q/yeée , ne’ quali  si  trovano  permutale  le  due  lettere  c ed y, 
si  può  immaginare  che  il  secondo  risulti  dal  primo  facendo  alla  let- 
tera c percorrer  quattro  posti  per  andarsi  a situare  dopo  la  lettera  a , 
e poi  facendo  alla  lettera  f percorrer  tre  posti  in  senso  contrario  per 
situarla  dopo  la  i ; si  saranno  cosi  percorsi  7 posti , e perciò  il  termine 
avrà  cambiato  di  segno.  In  generale  se  n è il  numero  delle  lettere  in- 
terposte, in  + i saià  il  numero  de’ posti  che  bisogna  far  percorrere  alle 
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due  Tenere  per  ricavare  un  termine  dall'altro  *,  e siccome  3n-l-i  c nu- 
mero impari  , questi  due  termini  debbono  aver  segno  contrario. 

Segue  da  ciò  che  cambiando  a in  b e b \a  a , tuu'  i termini  cange- 
ranno  di  segno  ; e perciò  si  nvr'u  Io  stesso  polinomio  col  segno  cam- 
biato. Parimente  cambiando  nel  secondo  polinomio  £ in  e e c.  in  ^ , 
tutti  i termini  cangeranno  di  segno  , e si  avrà  un  polinomio  eguale  al 
primo  ; e cosi  di  seguito.  Ciò  riducesi  a dire  che  se  in  vece  di  com- 
binare le  lettere  secondo  1’  ordine  a , ò , r , r/,  cc.  si  fossero  combinate 
con  qualunque  altro  ordine  , si  sarebbe  avuto  sempre  lo  stesso  polino- 
mio con  la  sola  difi'erenza  del  segno. 

11  cambiamento  di  posto  delle  lettere  , essendo  indicato  dagl'  indici  , 
risulta  pure  che  se  si  cambia  l’ indice  i in  a e viceversa  ; o il  2 in  3 
e viceversa  ; ec.,  il  polinomio  resterà  lo  stesso,  ocangerà  solamente  di  se- 
gno. Di  fatti  in  un  termine  qualunque  il  cambiamento  del  2 

in  4 e del  4 in  a dà  ovvero  a^b^d^c^  e corrisponde  al  cam- 

biamento di  c in  £ e ^ in  c. 

188.  In  fine  se  si  scrive  b in  tutti  i termini  ove  è a , o pur  c dove 
e b o a y o d dove  è c o A o a , ec.  senza  toccar  nè  gl'  indici  uè  le 
altre  lettere  , il  polinomio  diverrà  nullo.  Supponiamo  che  si  scriva  d 
in  vece  di  b ; siccome  il  polinomio  contiene  tutte  le  permutazioni  che 
si  possono  fare  colle  lettere  abed....  , per  ogni  termine  ve  ne  deve 
esser  necessariamente  un  altro  che  risulta  dulia  permutazione  delle  due 
lettere  b e d,  e questi  termini  debbono  aver  segni  contrari.  Per  es.  il 
termine  a^d^c^e^b^  dovrà  aver  1'  altro  a^b^c^e^d^  col  segno  contrario. 
Quando  dunque  si  scrive  d iu  vece  di  ò , i termini  diverranno  eguali 
a due  a due  e di  seguo  contrario  , e perciò  il  polinomio  sarà  nullo. 

189.  Parimente  il  polinomio  R diverrà  zero  se  si  cambia  un  indice 
a tutti  i termini  , cioè  se  si  aumenta  o diminuisce  un  indice  del  me- 
desimo numero  di  unità.  Supponiamo  per  es.  che  si  scriva  5 dovunque 
si  trova  l'indice  a , il  polinomio  sarà  zero.  In  effetti  un  termine  qua- 
lunque b^a^c^e^di  deve  avere  il  corrispoiideiile  b^djc^e^a^  con  segno 
diverso  \ scrivendo  5 in  vece  di  a i due  termini  divengono  identici  e 
si  distruggono.  Quindi  i termini  si  distruggeranno  a due  a due  , e il 
polinomio  sarà  zero. 

190.  Poiché  in  ciascun  termine  di  R le  lettere  a , ò , c , </.... 
entrano  una  sola  volta  , si  potrà  R metter  sotto  queste  diverse  forme  : 

R:=  + A^a^  A 

R = B,b^  + 4-  ....  4-  B^b^, 

^ ~ ^1^1  + + ^s<^3  + •••■  + , 

ec. 


in  cui  le  A non  contengono  a , le  .B  non  contengono  b , ec. 

Osservando  che  A fi.  contiene  tutt'  i termini  di  R ue'  quali  entra 
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tulli  quelli  ne’ quali  entra  , C,c,  tulli  quelli  ne’ quali 
entra  e,  ec.  , e siccome  tulle  le  lettere  si  debbono  successivamente  tro- 
vare al  primo  posto  , questi  termini  sommati  insieme  comporranno  il  » 
polinomio  Ji-,  il  quale  perciò  potrò  mettersi  sotto  quest' altre  forme; 

R ~ A B 

R — A + ^‘^•5 

R — A j03  + B^bj  + CjCj  + ec., 


R — A d *1-  ”4" 

m m ^ <n/n*  /n/n* 

iqi.  Ciò  posto,  sieno  m equazioni  tra  m incognite 
a.i  + bj  + c,s  + -f  ....  =*., 

+ = *.» 

«5*  + *5^  + ‘’s*  + + = *51 


+ = *„• 

È evidente  per  la  forma  stessa  delle  equazioni  , che  i valori  delle 
incognite  debbono  esser  tali  ; i°  che  uno  derivi  dall'altro  , cambiando 
un  coefliciente  nell’  altro  ; i°  che  rimangano  gli  stessi  permutando  gli 
indici  , cioè  cambiando  l in  3 e 3 in  i , o l in  3 e 3 in  i , ec.  , 
perchè  ciò  ridiicesi  a fare  che  la  prima  equazione  divenga  la  seconda 
o la  prima  divenga  la  terza,  ec. 

Seguendo  il  metodo  di  Bezoiit  , c tenendo  dietro  alle  osservazioni  del 
n’  171,5!  moltiplichi  ciascuna  equazione  per  una  indeterminata,  A^, 
A^  , A^  , ec.  , e sommando  si  avrà 

+-^.«,+-^5'*S  +•>•  +^5*S+  •••■ 

+ 

Supponiamo  che  si  voglia  trovar  x}  i valori  A A^,  ec.,  es- 
sendo determinati  da'  coefiicieiiti  di  a , ec.'  eguagliati  a zero,  saranno 
delle  espressioni  che  non  contengono  a.  Dunque  il  coeflìciente 

+ -^s“3  + • • • • + 

dev’esser  un  polinomio  che  goda  delle  seguenti  proprietà:  1*  deve  con- 
tenere lutti  i coefUcienti  delle  incognite  ; 3°  in  ogni  termine  si  troverà 
la  lettera  a una  sola  volta  ; 3"  deve  ridursi  a zero  cambiando  a in  ò, 
o a in  c , ec.  , perchè  i cpellicienti  delle  altre  incognite  sono  appunto 
lo  stesso  poliiionio  nel  quale  si  trova  scritto  b o c o il  ec.  in  vece  di 
a.  Da  ciò  si  raccoglie  che  l’espressione  A, a,  +A^a^+...  ec.  è ap- 
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punto  il  polinomio  fl  (n®  190),  e che  À ^ ^ ec.  sono  i coeffi- 

cienti delle  a ia  questo  polinomio.  Si  avia  dunque 

■^1^. +^.*.+^.'*^5+1111 
x_  ^ 

Moltiplicando  le  equazioni  per  J?  , ec.  coefficienti  delle  b 

nel  polinomio  R , e poi  per  C,  , <7,  , Cj  , ec.  , e così  di  seguite  , 
si  ricaverà 

+ ®s^5+  • • • • 

y=  ^ 

^S^3  + - • • • 

S—  ' ^ » 

ec. 

Dunque  la  forma  de’  valori  delle  incognite , qu.ilunque  sia  il  numero 
delle  equazioui , è la  stessa  di  quella  riconosciutala"  i84)  P^*‘  le  equa- 
zioni a due  e a tre  incognite. 

192.  Questi  valori  soddisfanno  a tulle  le  condizioni  richieste.  Essi 
soddisfanno  ancora  alle  equazioni.  In  eQcUi  sostituiti  in  una  di  esse  , 


per  es.  nella  prima  , danno 

£.6,+C.c,  + . . . 

•1*.  + + 

)*. 

R 

R 

. M 3“.  + • • • 

+ R 

Ora  de’  pulinomi  scritti  ne’  numeratori  il  primo  è uguale  a f?  , e gli 
altri  non  sono  che  lo  stesso  polinomio  R nel  quale  si  trovano  cambiati 
rispettivamente  in  1 gl’ indici  a , 3 , ec.  , e perciò  sono  eguali  a zero 
(n"  idq);  quindi  si  ha 

II 
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ART.  Vili. 


Discussione  delle  formale  che  danno  i valori  delle  inco~ 
gnite  nelle  equazioni  di  primo  grado. 


ig3.  Le  ricerche  conicnuie  negli  articoli  precedenti  fan 
conoscere , che  quando  il  numero  delle  equazioni  è quanto 
quello  delle  incognite  , c i coefficienti  sono  espressi  gene- 
ralmente con  lettere  , si  può  sempre  trovar  per  le  incognite 
un  sistema  unico  di  valori  da  soddisfare  allo,  equazioni  proposte 
(n“  192).  Questi  valori  consistono  in  formole  rappresentanti  il 
quadro  delle  operazioni  da  farsi  sulle  quantiUi  note  che  entrano 
nelle  equazioni.  Per  intendere  il  significato  di  una  formula  e 
per  poterla  applicare  , è necessario  che  le  operazioni  indi- 
cate sieno  possibili  ; quando  manca  questa  condizione , la  ' 
formula  diviene  illusoria.  Non  è però  necessario,  nella  com- 
posizióne di  una  formola  , assicurarsi  ad  ogui  passo  della  pos- 
sibilità dell’  operazione  che  s’  indica.  Ciò  non  sarebbe  utile 
perchè  : 1°  questa  possibilità  non  si  potrebbe  il  più  delle 
volte  riconoscere  senza  ricorrere  a’  valori  particolari  delle 
quantità  rappresentate  dalle  lettere  ; a"  si  perderebbe  il  prin- 
cipale vantaggio  dell’Algebra  , quello  cioè  di  far  uso  di  sim- 
boli generali  c di  comprendere  in  una  sola  formola  tutti  i casi 
di  una  medesima  quistionc , e anche  i casi  d’  impossibili- 
tà ; 3°  spesso  dopo  una  serie  di  operazioni  impossibili  si  può 
pervenire  a un  risultamento  possibile  cd  applicabile. 

Ora  quando  le  equazioni  sono  espresse  generalmente , esse 
non  offrono  alcun  indizio  della  loro  possibilità  individuale  o 
di  quella  che  dipende  dalla  loro  coesistenza.  I valori  delle 
incognite  si  dovranno  perciò  riguardare  come  espressioni  gene- 
rali che  hanno  la  proprietà  di  soddisfare  alle  equazioni,  qua- 
lunque sia  la  natura  delle  operazioni  in  esse  indicate.  Per  fis- 
sare le  idee , supponiamo  che  si  tratti  delle  tre  equazioni 

, <i,x+i;_y+es==A..  (1) 


Rappresentiamo  per 


.—él 

^ ~ R ' R 

9 


(*) 
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i valori  delle  incognite.  I due  sistemi  di  equazioni  (i)  e (2) 
sono  tali  che  1’  uno  può  esser  sostituito  all’  altro  , perchè 
colla  risoluzione  delle  equazioni  non  si  fa  altro  che  trasfor- 
mare un  sistema  di  equazioni  in  un  altro  equivalente,  nel 
quale  però  le  incognite  si  trovino  isolate.  Dico  sistema  equi- 
valente per  intender  che  nel  passaggio  dall’  uno  all’  altro 
non  si  alterano  le  relazioni  tra  le  quantità  cognite  t.  Jc  in- 
cognite. IMa  il  sistema  (2)  ò soddisfatto  mettendo  in  vece 
delle  X,  y,  z i rispettivi  valori,  giacché  ne  risultano  le 
identità 

A' 

'r~R'  ~R  ~Tli’ 


dunque  questi  valori  debbono  anche  soddisfare  alle  equazioni 
(1)  , c ciò  indipendentemente  dal  valore  delle  lettere  a,  b,  ec. 

A A' 

Vale  a dire  che  — , —,  ec.  riguardate  come  espressioni  al- 
gebriche , che  possono  comprendere  anche  operazioni  impos- 
sibili , sostituite  nelle  equazioni  , ed  eseguite  su  di  esse  le 
operazioni  di  cui  le  equazioni  presentano  il  quadro , debbono 
dar  luogo  alle  identità 

= *1  > = ) ec. 

Questa  proprietà,  che  non  si  saprebbe  mettere  in  dubbio,  fa 
prevedere  che  questi  simboli  rappresentanti  operazioni  impos- 
sibili sono  spesso  di  un  uso  importantissimo,  perchè  rimessi  in 
combinazione  con  altre  quantità  , c sottoposti  ad  altre  ope- 
razioni possono  dare  risuitnmenti  possibili.  Essa  nondimeno 
sembra  contraddire  ciò  clic  abbiamo  detto  nell’ art.  VI. , cioè 
che  quando  le  equazioni  sono  assurde  e incompatibili , o in- 
determinate, operando  direttamente  su  di  esse  si  rende  im- 
possibile la  determinazione  di  un  sistema  di  valori  proprio 
a verificar  le  equazioni.  S ediamo  qual  è in  questi  casi  la  for- 
ma che  assumono  le  espressioni  generali  de’ valori  delle  in- 
cognite. 


394.  Il  valor  di  un’incognita,  qualunque  sia  il  numero 
delle  equazioni  , si  presenta  generalmente  sotto  la  forma 
A 

x=  — , essendo  A c.  de’ polinomi  composti  tutti  di  quan- 
tità note.  Kcl  sostituire  alle  lettere  i numeri  particolari  re- 
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laiivi  alle  equazioni  , se  T espressione  ^ risulta  negativa,  var- 
ranno le  considerazioni  esposte  al  n°  176.  Ma  se  uif  0 B di- 
viene zero , o lo  divengono  entrambi  , il  valor  d’  x pren- 
derà una  di  queste  tre  forme 

o yi  o 

ar  = -,  x=-,  X—-.  . (3) 

A 

Riflettendo  però  che  da  ar=  — si  può  passare  ad  Ax^B,  si 

vedrà  facilmente,  che  desse  corrispondono  a que’ risultamenti 
singolari  notati  ne’  n*  172  e seg.  , cioè 

j:  = 0,  0=^,  0=0. 

Dunque  le  due  prime  forme  esprimono  che  le  equazioni  sono 
assurde , e la  terza  che  il  valor  dell’  incognita  e indetermi- 

nato  ; e già  altrove  ( n”  48  ) avevamo  notato  che  - è simbolo 

d’  indeterminazione. 

Won  potendosi  eseguire  alcuna  operazione  sul  zero  cioè  sul 
nulla , non  si  saprebbe  concepir  qual  potesse  essere  il  quo-« 
ziente  di  una  divisione,  allorché  il  dividendo  il  divisore  o 
tutti  due  non  esistono.  Dunque  le  forme  (3)  non  possono 
che  risvegliare  un’  idea  di  convenzione  attribuita  ad  esse  per 
mettere  in  corrispondenza  de’ risultamenti  che  debbono  coin- 
cidere , quantunque  ottenuti  per  diverso  procedimento. 

Per  la  qual  cosa , quando  le  equazioni  sono  assurde  o in- 
determinate , non  si  può  trovar  per  le  incognite  alcun  si- 
stema di  valori  capaci  di  verificarle. 


ig5.  In  vece  di  fermarci  alle  forme  (5),  possiamo  consi- 
derare che  i valori  delle  incognite  vi  si  avvicinino,  in  modo 
che  A o B differisca  da  zero  per  una  quantità  minoro  di 
qualunque  assegnabile.  In  questo  caso  le  incognite  conservando 
un  valore  ( sebbene  inassegnabile  ) , le  forme  (3)  potranno 
ricevere  un’  interpetrazioue  , e saranno  proprie  a verificar  le 
equazioni  ; sicché  sussisterà  senza  eccezione  la  proposizione 
enunciata  al  n®  ag3.  Bisogna  qui  richiamare  le  considera- 


zioni esposte  al  n°  48  intorno  al  simbolo  — che  esprime  un 
limite  , quando  il  denominatore  non  è zero  assoluto. 
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Per  provare  la  proposizione  precedente , ci  varremo  di 
un’  equazione  ad  una  incognita  , che  per  maggior  chiarezza 
delle  cose  che  seguono  supporremo  ridotta  alla  forma 

mx  •^■p^nx  4-  f , 

da  cui 


196.  Sia  primieramente  il  valor  d’ ar  negativo;  e per  mo- 
strare in  qual  modo  il  valor  negativo  dell’  incognita  può  sod- 
disfare all’  equazione  , proporremo  alcuni  esempi. 

L’  equazione 

2 1 3 

-*+i3=g*  + 5 — - * , 

risoluta  dà 

* = — 4-  . ' 


Sostituendo 
si  ottiene 


— 4 in  luogo  della  x nell’  equazione  proposUi 


4,12 
~6 + ^ + T> 


ovvero,  moltiplicando  per  3 e riducendo, 

— 8 4*  39= — 2 4-33  , cioè  3i  =:3i. 
L’  equazione 

, 5a: — 6 3(1 — 4x) 3x 

4.—-  _ __ 

risoluta  dà 

3o 


Sostituendo  questo  valore  nell’  equazione  si  ha 
5x3o  3 _ 

■ —^3, 


ovvero 


ovvero 


3X83 

5 


' ^ 83  J 


5o  180 


2 83  83 


45 

2.83' 


1 IO  36  _ 9 

2~83~83 
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da  cui 


I-93--9  ossia  _ 9 

83  ~ 83’  8i“  83' 


Osservando  aiteniainentc  i duo  riportati  esempi  , possiamo 
ricavarne  le  conseguenze  che  seguono. 

Non  potrebbe  il  valor  negativo  dell’  incognita  soddis- 
fare all’  equazione  da  cui  deriva  se  non  si  facesse  sulle  quan- 
tith  negative  isolate  uso  delle  regole  de’  segni  stabilite  nel 
n“  26.  Le  quali  , trovate  da  prima  con  ragionamenti  ri- 
gorosi sopra  i polinomi , sono  state  ( n°  27  ) esteso  alle  quan- 
tità negative  isolate  col  far  passare  il  moltiplicatore  per  tutti 
gli  stali  di  grandezza  , e si  è così  determinato  il  senso  da 
darsi  ad  un  prodotto  il  cui  moltiplicatore  è zero  o una 
quantità  negativa.  La  risoluzione  delle  equazioni  conferma 
queste  regole. 

2"  Nello  stabilire  l’equazione  si  suppone  sempre  la  x po- 
sitiva. Allorché  si  trova  per  x una  quantità  negativa,  sosti- 
tucudo  il  suo  valore  nell’  equazione , cambiano  di  segno  tut- 
t’  i termini  che  contengono  1’  incognita.  Ciò  posto  nello  sta- 
bilire le  regole  del  calcolo  algebrico  , abbiamo  tacitaihcnte 
supposto  che  le  lettere  rappresentassero  quantità  positive  o 
negativo  secondo  che  fossero  procedute  dal  segno  -f-o — .Ma  le 
lettere  possono  rappresentare  quantiuà  positive  o negative  in- 
dipendentemente dal  segno  che  lo  accompagna.  Bisogna  solo 
avvertire  che  qiundo  per  le  Icticre  si  vanno  a sostituire  i 
numeri , i termini  restano  collo  stesso  segno  o cambiano  di 
segno  , secondo  che  per  le  lettere  si  sostituiscono  quantità  po- 
sitive o negative.  Del  resto  le  regole  del  calcolo  algebrico  non 
variano  per  questa  circostanza. 

3^  Se  un’  equazione  dà  per  valore  della  x una  quantità 
negativa  , per  es.  x = — d , cambiando  nell’  equazione  data  i 
segni  a tutti  i termini  che  contengono  l’incognita  ( si  tratta 
sempre  di  equazioni  di  primo  grado  },  si  avrà  un’altra  equa- 
zione che  sarà  soddisfalla  per  x = d.  In  effetti  si  può  al- 
1’ equazione  proposta  sostituire  l’altra  x = — d;  carabiaittlo 
in  questa  il  sogno  della  x,  si  ha  — x= — d,  ovvero  x=r/. 
Dunque  1’  equazione  x=d  si  potrà  sostituire  a quella  che  ri- 
sulta cangiando  nella  proposta  il  segno  a tutti  1 termini  che 
contengono  1’  incognita. 

197,  Supponiamo  ora  nel  valore  (i»)  variabile  la  differenza 
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q — yj  ; quando  q — p = o , si  ha  x=  ovvero  X =0.  In- 
troducendo questa  ipotesi  nell’  equarione  si  ha 
mx  + p—nx  + p ovvero  mx=xnxy 

equazione  assurda  , se  m ed  n hanno  un  valore  determinalo 
disuguale.  Si  toglie  1’  assurdo  supponendo  m=n  , ed  allora 

ar  = -.  Colle  due  ipotesi  q=p  , m-=n  , 1’  equazione  propo- 
posta  diviene  un’  identità  e può  esser  soddisfatta  per  qua- 
lunque valore  di  »;  perciò^  è simbolo  d’indeterminazione. 
Scrivendo  però  1’  equazione  spilo  la  forma 
{in — n)  x—ij  — p ^ 

si  vedrà  che  qualunque  sia  il  valore  rn  — n , può  1’  egua- 
glianza sussistere  , purché  a misura  che  diminuisce  q — p si 
iàccia  convcnicnicmcnlc  diminuire  il  valore  della  ar;  in  modo 

che  nel  limile  si  dovrà  prender  a- = -^ . 

J g8.  Sia  ora  m—n  ; sarà  x = = oo  ( n”  46  ).  Rimon- 

tando all’  equazione  , si  ha 

o'X.x—tJ — /J  ovvero  o—q — p\ 

risullamento  assurdo  quando  q — p è diverso  da  zero.  L’  e- 

t'uaglianza  q — p=o  esprime  una  condizione  senza  la  quale 
’ equazione  non  può  sussistere.  Se  si  suppone  verificata  questa 
condizione , si  ricade  sul  simbolo  d’ indeterminazione.  Ma  scri- 
vendo l’equazione  sotto  la  forma  m — n=  — -,  si  vede  che 

diminuendo  m — n , q — p può  conservare  un  valore  qua- 
lunque , purché  si  faccia  variar  convenientemente  quello  di 
X.  Or  quanto  più  piccola  è la  dilferenza  m — n , tanto  più 

grande  dev’essere  il  valore  d’ a? , e quando  m — /i=^,  ba- 
sta , per  verificar  1’  equazione  , il  supporre  x=  00  • 

199.  I valori  X = — ^ — = 0,  x = ^ veriGcano  1’ c- 

m—n  ’ o 
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quazione  iie’ casi  cui  si  riferiscono.  Si  lia  pel  pruno  o = o^ 
e pel  secondo 


o X > ovTcro  o X (7— p)  = o X 

o 


Si  avverta  in  quest’  ultimo  caso  che  non  si  potrebbe  far  la 
nioliiplicu/.iune  per  zero  , se  (jiiesto  non  si  considerasse  come 
una  ([uunlilù. 

Sarà  utile  raininentarc  che  quando  m — n , x può  essere 
uguale  all’  iiilinito  positivo  o negativo  ; e che  per  conoscere 
il  sej'iio  di  cui  dev’essere  insii'uilo,  bisogna  considerarlo  prima 
di  arrivare  al  liuiiie  ( u*^  }. 

2«o.  Non  sempre  una  frazione  che  si  riduce  a - per  qual- 
che ipotesi  particolare  esprime  iudelerniinazionc  ; può  qual- 
che volta  prender* questa  iòrma  per  la  presenza  di  un  fattore 
comune  che  diviene  zero  nell’ipotesi  stessa.  Per  esempio  la 
frazione 

3 (a’ ^4) 

■5  — 8) 


nell’  ipotesi  si  riduce  a -.  Ma  sopprimendo  il  fattore 

comune  a: — 2,  c fatto  poscia  x~3,  si  riduce  a c questo 

è il  valore  della  frazione  proposta  quando  a?  = 2. 

In  yeuerale  si  rappresenti  per 


P(x-ar 


(5) 


una  frazione  che-  diviene  ~ quando  .r=rt  , essendo  P c Q 

de’  jH>linonii  che  non  si  annullano  in  questa  ipotesi.  Questa 
frazione,  soppresso  il  fattore  coiiiuue , può  prendere  una  eh 
queste  tre  forine 

i>  P(x—ny‘—  P 

'Q’  ~~Q  ’ <?(x— a)^»  ’ 

secondo  che  m=  n , m>n , rn<^n.  Fatto  in  ciascuna  di  esse 
X = a , la  prima  dà  un  valore  finito  , la  seconda  zero,  e la 
terza  un  valore  infinito. 
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Prima  dunque  di  decidere  se  una  frazione,  che  si  riduce 
a - per  qualche  ipolesi  particolare  falla  sul  valore  delle  let- 
tere che  la  compongono,  esprime  indeterminazione,  conviene 
esaminare  se  i suoi  termini  hanno  qualche  fattore  comune. 
Nel  caso  che  vi  si  trovi  , si  sopprimerà  il  fattore  comune  ; 
e poi  nella  frazione  ridotta,  falla  nuovamente  l’ipotesi,  si  avrà 
il  vero  valore  di  essa.  La  diflicollà  di  dare  ad  una  frazione 
la  forma  (5)  induce  nel  bisogno  di  seguire  un  altro  me- 
todo che  più  spediiamcnlc  valga  a determinar  questo  valore , 
c che  sarà  esposto  in  seguito.  (*). 


201.  Allorché  si  hanno  più  equazioni  , i valori  delle  in- 
cognite possono  assumer  tulle  le  forme  clic  ci  ha  presentalo 
il  valor-  dell’  incognita  dipendente  da  una  sola  equazione. 
Questi  valori  singolari  debbono  ricever  la  medesima  inicrpe— 
trazione  , e nel  modo  stesso  soddisfare  alle  equazioni  da  cui 
derivano.  Bisogna  però  sempre  tener  presente  la  distinzione 
fra  il  caso  in  cui  i coeflìeicnli  sono  numeri  dati  , c quello 

in  cui  sono  quantità  variabili.  JScl  primo  i valori  — , — , - 
* ‘ Boa 

esprimono  assurdità  e indeterminazione;  nel  secondo  i valo- 
ri — debbono  essere  riguardati  come  limili,  cioè  come 
eguali  a — c a oc  , c questi  valori  danno  sovente  delle  so- 
luzioni alle  quisiioni  che  vi  si  rapportano  ; come  vedremo 
trattando  de’  problemi. 

aoa.  Rimane  ora  a far  conoscere  per  quali  valori  o relazioni  par- 
ticolari de’  coefllcieiili  le  espressioni  generali  delle  incognite  possono 

prendere  una  delle  tre  forme  ^ ~ i g > uel  che- consiste  la  discus- 


(*)  Quando  una  frazione  si  riduce  a - per  più  ipotesi  , che  son  tutte 

necc'saric  , non  vi  può  esser  fattore  comune.  Per  esempio  se  in  una 
frazione  facendo  = 3 si  riduce  a zero  il  numeratore  , e per  x = ^ 
va  a zero  il  denominatore  , i termini  della  medesima  non  possóno  aver 
fattore  comune.  Le  ipotesi  però  debbono  esser  tutte  necessarie  , poiché 
accade  qualche  volta  che  sembrali  tali  e non  lo  sono  , e che  i termini 

della  frazione  abbiano  un  fattore  comune  anche  quando  essa  si  riduce  a - 

per  più  ipotesi.  (.Si  vegga  il  n°  204). 
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ao3.  Le  due  equazioni 
danno 


(6) 


X 


kb  — k k 

ì » I a 

ab — b a ’ 

la  ^ s 


(7) 


1 coefSeienti  a,  , , ec.  possono  essere  anche  polinomi. 

Esamineremo  prima  il  caso  in  cui  nessuno  de'  coefficienti  sia  zero,  e 
poi  passeremo  a far  varie  ipotesi  su  i coefficienti. 

1°  Sia  primieramente  il  denominatore  comune  eguale  a zero,  cioè 
a,b  — b.a  =o  , senza  che  uiuno  de'  numeratori  lo  sia  ; si  avrh 


indicando  con  A cA  i numeratori.  Questi  risultamenti  mostrano  che 
le  equazioni  sono  assurde.  Di  fatto  dalla  relazione  a^b^  — b^a^^zo  si 

ricava  b^= -,  pel  qual  valore  le  equazioni  proposte  divengono 

5 «1^  + *..)—  ì (8) 


c ognun  vede  che  queste  equazioni  sono  ineoinpatihili. 

Se  però  si  considera  come  variabile  l'espressione  avrà 

ir=cc,  cc;  e questi  valori  soddisfanno  alle  equazioni.  In  effetti  la 
prima  diviene 


o 


= K 


cioè  A,  Xo  = *.Xo- 


2°  In  un  sol  caso  le  equazioni  (8)  si  possono  accordare , quando  cioè 

si  ha  A.  = -*■  , da  cui  a A — le  a = o.  Ma  dalle  due  relazioni 

n,  1*11  a h k 

a,Aj  — A,a,=  o , — b^a^  — o ricavandosi  ^ ^ , sar'a 

AjA^ — bJt^—Oy  Dunque  l'ipotesi  A^  = — trae  di  necessuìt  l’altra 

AjA^ — b^k^  — o ; e perciò  si  avra 


cioè  i valori  d’ a:  e d'_y  sono  indeterminali.  Ed  in  effetti  per  le  rela- 
zioni Ira  i coefficienti  le  equazioni  date  si  riducono  alla  sola 
a^x  + b,y=zk^  fra  le  due  incognite  x ed  y. 

3"  Se  si  ha  solamente  A, A, — A, A =o,  risulta  O'=:o,  — r’.  Intro- 

1 « 1 a / b b 
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ducendo  questa  ipotesi  nelle  equazioni , else  divengono 
a,x=h-bj,  ^x=h,-b,y. 


e sono  incompatibili.  Il  risullamento  a;=:o  indica  dunque  che  le  equa- 
zioni sono  assurde.  Se  però  si  avesse  =«,  s ricadrebbe  nel  caso 
deir  iiideterminazionc. 

4-'  Se  i due  iinmeratori  sono  eguali  a zero  , lo  sarò  anche  il  denomina- 
tore comune  , e si  ritorna  all'  indeterminazione.  In  gcncràle  due  qual- 
sivogliaoo  delle  diflerenze  che  compongono  i valori  delle  incognite  es- 
sendo eguali  a zero  , lo  saia  anche  la  terza. 

Segue  da  ciò  che  nelle  equazioni  a due  incognite,  quando  nessuno 
de'  coenicienli  è zero  , se  uno  de’  valori  delle  incognite  è della  furnia 

— , o pure  - , anche  1'  altro  lo  sark  ; ma  se  uno  è zero  , 1'  altro  iiou 
0 *^0  ' 

può  esserlo. 

2o4-  Passiamo  ora  a fare  diverse  ipotesi  su  i coellicieuti.  Tralascerenio 
però  (|uelle  che  danno  per  x ed  y de'  Valori  finiti. 

/°  Sia  rtj=o  , b^—o  , salii 


di 

o 


Le  equazioni  proposte  sono  assurde  , giacche  la  prima  da  =o.  Ma 
se  anche  questa  condizione  fosse  avverata  , si  avrebbe 


o o 

*=  -,  y = - , 

o'  •'  o 

come  dovea  essere , perche  le  due  equazioni  si  riducono  alla  sola 

a Sia  a,=o  , a,=o  , si  avra 

A o 

o ’ ^ o‘ 

Le  equazioni  proposte  , divenendo 

, k k 

sono  incompatibili  , se  non  è Ammessa  quest'  ultima  condizio- 

ne , i valori  dell'  incognita  si  presentano  sotto  la  forma  ? non  ostante 
che  y abbia  un  valore  determinato  r->.  Ma  se  senza  tener  conto  delle 
condizioni  a,=o  , a^—o,  ne'  valori  (7)  si  mette  in  vece  di  k,  il  valore 
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che  risulta  dalla  relazioue  ^ 9 essi  divengono 


Jf  — - . r > J'  — T-  ■ 


a^b—b^a^ 


*.  ■ a,b,—b^a/ 


SopprimeDclo  il  fattore  comune  d’^  , si  La 

o _ A-, 

e poscia  facendo  <1^=0 , A,=o  , si  ha 


o 

X = — 


y = 


b.' 


11  valore  d'x  rimane  della  forma  Non  ostante  che  le  equazioni  sleno 

assurde  , questo  simbolo  esprime  anche  indeterminazione  , perchè  scom- 
parendo l’x  dall'equazione,  può  quest'incognita  aver  un  valore  qualunque' 
senza  alcuna  relazioue  col  valore  d’^  ; o in  altri  termini  , avendo  x in 
ciascuna  equazione  | cr  cocnicieiite  zero, può  ricever  qualsivoglia  valore  (*}. 

3"  Se  fosse  — o , n^z=o  , b^—o  , b^=o  , le  equazioni  sarebbero 
assurde  , giacché  si  ha  k^=zo  , k^=^o.  Intanto  i valori  delle  incognite 


si  presentano  sotto  la  forma  - ; e cos'i  doveva  essere  , pcttchè  , secondo 


quel  che  abbiamo  detto  , ad  un’  incognita  moltiplicata  per  un  coefQ- 
ciente  nullo  si  può  dare  un  valore  arbitrario. 

Del  resto  , questi  casi  cosi  dilTìcili  a presentarsi  , e ne'  quali  scom- 
pariscono per  così  dire  le  equazioni,  non  gli  abbiamo  trattati  che' per 


làr  conoscere  il  senso  da  darsi  al  simbolo  - anche  quando , per  essere 

assurde  le  equazioni  , si  sarebbe  dovuto  attender  pe’  valori  dello  inco- 
gnite una  delle  forme  relative  all'  assurdo. 


(*)  Si  osservi  che  ^ si  presenta  sotto  la  forma  mentre  ha  un  va- 
lore determinato  che  si  trova  sopprimendo  il  fattore  comune;  e sembra 
che  per  ridursi  a ^ si  debbano  far  le  ipotesi  a,=o,a^=o.  Ciò  con- 
traddirebbe quel  che  si  è esposto  al  n°  200  cioè  che  una  frazione  non 
può  aver  fattore  comune  se  non  va  a - per  una  sola  ipotesi.  Ma  per 

poco  che  si  rifletta  si  vedr'a  , che  queste  due  ipotesi  non  sono  nercssa- 
ric  , e che  basta  la  sola  — b^k^=zo  per  metter  "in  mostra  il  fattore 

comune. 
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ao5-  11  simbolo  ^ esprime  sempre  iadetermioazione  ; ma  il  senso  in 

cui  deve  prendersi  non  è sempre  lo  stesso.  L’ indeterminazione  che  di- 
pende dall’ aversi  una  sola  equazione  a^x-^b^yz=1c^  tra  due  incognite  non 
è tale  che  permetta  di  pren^r  per  x eà  y de'  valori  ad  arbitrio  ; ma 
preso  un  valore  per  y ne  risalta  il  valore  corrispondente  d’ * , e vi- 
ceversa ; vale  a dire  che  i valori  d’ar  e A'  y sono  arbitrari  ma  dipen- 
denti. Al  contrario  negli  altri  casi  considerati  1'  indeterminazione  e di 
tale  natura  che  essendosi  resi  indipendenti  i valori  delle  incognite,  pos- 
sono elTettivamente  ricevere  un  valore  qualunque.  Si  faccia  attenzione  a 

questa  distinzione  che  serve  a fare  intendere  in  qual  senso  il  ^ esprime 

indeterminazione  anche  quando  le  equazioni  sono  assurde  \ sebbene  ciò 
sia  contrario  al  sentimento  di  taluni  Autori  che  hanno  credulo  che  ({ue- 
sto  simbolo  dovesse  talora  esprimere  indeterminazione , e tal’ ultra  assur- 
dit'aj  il  che  darebbe  all’Algebra  un  carattere  d’ incertezza  che  non  le 
può  convenire. 


206.  Prima  di  passare  alla  discussione  de’  valori  relativi  a tre  equa- 
zioni , tratteremo  un  caso  che  si  rapporta  a qualsivoglia  numero  di  equa- 
zioni , quello  cioè  in  cui  i termini  noli  son  tutti  eguali  a zero.  Si  ah- 
hi.i  (Iuiii|uc  fra  m incognite  un  numero  m di  Cijuazioui  tutte  inancauli 
di  termini  nuli 


a,x-+l>,y+c,:+d,u  + =0  , 

+ =0  , 


t°  Siccome  ne’ numeratori  de’ valori  dell’ incognite  ogni  termine  contiene 
k,  questi  numeratori  son  tutti  eguali  a zero.  E chiamando  /i  (11°  186) 
il  denominatore  comune  , si  deve  avere 

ì ^Xj'=o,  i?Xz=o  , ec. 

Queste  equazioni , se  R non  i:  zero , danno  a;=o  , y=0)  z~o  , ec.  , 
nel  qual  caso  le  equazioni  sono  assurde. 

2“  Se  R=zo  , sarò 

000 
ar=-,  v = -,  2 = -,ec, 
o ’ - o ’ o’  ’ 

cioè  i valori  delle  incognite  son  tufti  indeterminati. 

Per  meglio  assicurarsi  di  questo  fatto,  c per  comprendere  in  qual  senso 
deve  qui  prendersi  1’  indeterminazione  , consideriamo  tre  sole  equazioni 

a,x+bj+c^z=o  , a^x  + bj+c,z=o  , ayV+b^  + CiZ=:o.  (9) 

Dividendo  ciascuna  ci|uazioDc  per  s , si  ha 

t»,*  + - +c.  =0  , + = “ ^ "j;  +*j‘;  + <^3  =o- 
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Rignardando 

ricava 


' come  le  incognite  delle  equazioni,  dalle  due 


nrime 


X _ b,c—e,b^ 

* = “j*.— V.' 

Sostituendo  questi  valori  nella  terza  si  ha 

/{  = o , 


(io) 


che  è r equazione  necessaria  afUnchè  le  equazioni  sieno  compatibili  fra 
loro.  D'altronde  è facile  vedere  che  le  equazioni  (g)  per  poter  coesi- 
stere debbono  esser  tali  che  i valori  di  ^ ^ qualsivogliano 

delle  tre  equazioni  si  ricavano,  sieno  sempre  gli  stessi.  Per  es.  i valori 
d'  ^ ricavati  dalla  prima  e dalla  seconda  , dalla  prima  e dalla  terza 
sono 

X *.C. — c,&.  * __  — C,5, 

z o/,— ’ «“a.ij— A.a,* 

Se  questi  valori  non  fossero  eguali  , le  equazioni  «sarebbero  contradit- 
torie.  Eguagliandoli  si  trova  nuovamente 

R = o. 

£ questa  dunque  la  condizione  necessaria  afUnchc  le  tre  equazioni  non 
sieno  incompatibili. 

Fa  d’  uopo  avvertire  che  sebbene  i valori  d’  a:  , y,  z sieno  indeter- 
minati , i loro  rapporti  sono  determinati. 

a°  Supponiamo  che  una  delle  differenze  che  compongono  i valori  (io) 
sia  zero  ; per  es.  b^c^—c^b^—o.  Se  a^b^ — è anche  zero,  lo  sara 

pure  c.a,— o.c  , esiha*=-,^  = -,  come  è regolare  (n°  2o3). 
aozo 

Ma  se  o,^,— non  è zero , avviene  che  il  valore  d’ ^ ricavato  dalla 

prima  e dalla  seconda  è zero  , mentre  quello  che  si  ottiene  dalla  prima 
e dalla  terza  non  lo  è. 

£ facile  interpetrar  questo  risullamento  , osservando  che  , essendovi 
Contraddizione  , le  equazioni  esser  debbono  incompatibili.  E dunque  ne- 
cessaria in  questo  caso  l'equazione  R = o.  Ora  il  polinomio  R si  può 
metter  sotto  la  forma 

che  per  la  data  condizione  si  riduce  a 

— *3(«.<^.-c.“.)  + <^5  =0  J 
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c,h. 


ovvero , per  esser  e = > 


e/3)=o. 


Siccome  si  suppone  — cj>^  diverso  da  zero,  allrimenti  sarebbe 
a.'r=o,  e si  suppone  ancora  che  nessuno  de' coeillcienli  sia  zero , è ne- 
cessario che  — b^a=.o. 

Per  le  relazioni  — ' = — l'equazione  seconda  diviene  identica 

alla  prima  ; le  tre  equazioni  (9)  riduccndosi  a due  , alla  prima  e alla 

terza  , danno  per  de’ valori  determinati.  Intanto  lé  formole  (to) 

se  Y ^ ^ O 

danno  per  — e"^  il  simbolo  - , come  dovea  essere  j perchè  la  condizione 

R=o  verificandosi  indipendenlcinenlc  dalla  terza  equazione , è come  se 
per  determinare  questi  valori  ci  fossimo  serviti  della  sola  equazione 

a.  - + b,-+c—o. 

z z 


IO’].  L’enumerazione  de’ casi  ne’ quali  i valori  delle  incognite  pos- 
sono prendere  una  forma  singolare  si  rende  tanto  più  difficile  quanto 
maggiore  è il  numero  delle  equazioni.  Egli  è pcrciè  che  passeremo  a 
considerare  le  principali  circostanze  che  possono  presentare  le  equazioni 
a tre  incognite  , potendo  queste  considerazioni  servir  di  norma  tanto  per 
la  discussione  delle  equazioni  a più  di  tre  incognite  , quanto  per  l'in- 
lerpetrazione  dei  valori  delle  medesime. 

Sieno  quindi  le  tre  equazioni 

a,a:+ij+c.a=A,  , a^x+b,y.\-c^z=zls^  a^x-^b.j+C-^-,=]c^  (11) 

le  quali  danno 

_A  __A<> 

* - yj  5 y—  n-,  Jli  •> 

essendo 

R =C3(«.*.— *.“s)  7 

■ =^3(“.‘’.— ‘•.“s)+*,(«.'^s  — C.“s)  > 

Per  fermarci  ai  casi  più  comuni  supporremo  che  nessuno  de’coefficienti 
di  He  equazioni  sia  zero. 

1°  Se  /J=o  senza  che  lo  sieno  A,  A\  A",  i valori  delle  incognite 
A 

saranno  della  forma  — . Se  si  ha  solo  A — o.  sarù  z=o  , ec. 

o ’ 

a"  Se  i tre  numeratori  A , A',  A"  fossero  eguali  a zero , sarebbe  an- 
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che  R—o.  In  cflelli , i valori  di  A , A*,  A"  , si  possono  ^r  brevità 
rappresentare  per 


(*  ^) 

essendo  A ^=a ,h--l> , B,  = —(<7^,5—*  «.)  , e«. 

Considerando  nelle  equazioiii  (1 3)  j(-.,  f , eoinc  incognite  , non  es- 

sendo esse  uguali  a zero  per  ipotesi  , si  deve  avverare  1'  e(|uazioiie  di 
condizioue  (11"  206)  j si  avrà  Jumjue 

C^{A,B-B,A,)-C,{A,B,-B,A,)^CX^,n,~B,ACj=o. 


Ma 


A ^B  —B ^A —a^R , A ^B B ^A ^=z—b A,B^—B,A^z=—c^R, 

s:irà  perciò 

(a,Cj — Z>,  C,-pc,  C,)fl=o  ovvero  R'zzio^ 

R = o. 


dunque 


In  generale  se  tre  delle  quattro  quantità  /?  , A , A'  , A"  sono  eguali 
a zero,  lo  sarà  anche  la  quarta. 

I valori  dunque  delle  incognite  nel  caso  che  si  considera  saranno  della 
forma  Dippiù  questi  valori  non  possono  esser  conteinporancamcnle 

eguali  a zero  che  nel  solo  caso  di  k^—o  , )(^=o  , Arj=o. 

3°  Quando  è zero  un  solo  de' qua  tiro  polinomi  R,  A,  A',  A",  questo 
non  può  esser  zero  , per  effetto  deH'  annullamento  contemporaneo  di  due 
delle  quantità  chiuse  tra  parentesi.  Supponiamo  in  fatti  che  sia  Rz^o] 
se  fosse  o^òj — b^a^=o  , — b^a^—o,  sarebbe  anche  — b^a^^o, 

c quindi  anche  A—o  contro  l' ipotesi, 

4°  Consideriamo  il  caso, in  cui  a^b^ — ò^nj=o  , a,ij — b ^a^~o  \ sark 
Uzzo  , Az=o  , e quindi 


o A<  A" 


equazioni,  Introducendovi  le  ipotesi,  divengono 
«.^+*.J^(*s— Cs«  > 

ciiuazioni  assurde.  Per  potersi  accordare  bisogna  che  sia 


Digilized  by  Google 


( i44  ) 


Dalle  dette  due  equazioni  in  z.  , risulta  1'  equazione  di  condizione 


ajt—ìc^a^  _ t.a.i 

'•j- 


a.c, — CM. 


(.5) 


necessaria  afnnehe  le  equazioni  date  possano  sussistere  insieme. 

Verificata  l’equazione  (i5)  , z acquisterà  un  valore  unico  che  sarà 
uno  de' membri  dell’ equazione  (t5),  e die  per  brevità  chiameremo  il/ j 
e non  si  ha  per  determinare  x ed  y che  1’  equazione  unica 


= c,.V. 


Quindi  i valori  (l4)  debbono  divenire 


Per  assicurarsi  di  ciò,  in  Tisi  supponga  da  prima  solamente  — i,a-=:o, 
il  suo  valore , messo  ^5  , diventerà  i?  = -2-5 


e per  conseguenza 


■ \ * 

(alt, — k a.'tfab — i.n.)  ...  ... 

; — — L.  • — i_.  • di  poi  soppresso  il  fat- 


tore  comune  per  lo  quale  prendeva  la  forma  - , si  ha 


^ _ °.*s— 

come  doveva  essere. 

Riguardo  a’  valori  d’  a-  e d’_y  , che  dalla  forma  — passano  a quella 
si  osserverà  che  1’  equazione  (i5)  equivale  a 

f‘i(a,c—c,a^)-k^{a^Ci—c,aj)+kXa,Ci—c^a^)=Oi  (iG) 

e per  le  relazioni  a^l>^ — b^a-=zo  , potendosi  cambiare  a 

in  £ , si  ha  pure 

^5  C (*.C,—C,A5)+A-,(/i,Cs—C,Ìj)=0.  (17) 


Ma  i polinomi  (iGj  e (17)  sono  appunto  ed  , si  ha  dunque 
A'=zo  , A"—o,  e quindi 


5°  L’ equazione  ( 1 5)  si  può  verificare  di  molte  maniere.  Supponiamo 
die  sia  — c^a,=o  , a,c,— c,a^=o  ^ sarà 
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I valori  delle  incognite  prendono  lutti  la  forma  ^ . Intanto  le  equa- 
zioni (il)  divengono 

***  **s 

le  quali  non  possono  accordarsi  se  non,  è Ar^  = i 

cioè  se  i numeratori  dell'equazione  (i5)  non  sono  anche  zero.  Ma  sic- 
come questa  condizione  non  è necessaria  per  verificare  l'equazione  (i 5), 
sembra  a prima  vista  che  le  equazioni  possano  essere  incompatibili  , 

e i valori  delle  incognite  presentarsi  sotto  la  forma  - , come  taluno  ha 
opinato.  Quest'  apparente  contraddizione  col  senso  assegnato  al  sìm- 
bolo ^ si  toglie  facilmente  in  un  modo  analogo  a quello  esposto  al 

n°  ao4  per  le  equazioni  a due  incognite.  Tutto  riducesi  ad  introdurre 
le  ipotesi  una  per  volta  nelle  equazioni. 

6^  Supponendo  solamente  a^b^—ò^a^zno,  il  valore  di  z acquista  il  fat- 
tore a,6,— comune  al  numeratore  e al  denominatore  *,  e soppresso, 
si  ha 


. Ar. — A.n. 


(»9) 


Parimente  , supponendo  a,c, — c,a,=o,  il  valore  d'y  acquista  il  fat- 
tore a,Cj— c,cij  comune  al  numeratore  e al  deuomiuaiore  , e si  ha 


c.b_ — b. 


Dalle  due  ipotesi  a^b^ — =o,  0^0^ — c emergendo 

A,c, — c^b^=o,  nel  valore  u a:  apparirà  il  laltorc  b^c^ — cj 
numeratore  e al  denominatore  ; sicché  sar'a 

A,  A — kb 


(20) 

la  condizione 
Zij  comune  al 


b^a—a,b, 
b. 


(21) 


I qnali  valori  per  l' ipotesi  ^ 7.®  rr  si  riducono  alla  forma  — • 

“1  "1  ‘'i  “ 

Anzi  v’ha  da  notare  che  prendono  questa  forma  indipendentemente  da 
, ^ j Aj  , Cj  ,■  quindi  affinchè  i valori  delle  incognite  sieno  della  forma 

— , basta  che  due  sole  equazioni  sieno  incompatibili. 

® ff  ^ 

7°  Se  si  verificassero  le  condizioni  A.  =-s— i-.A  =-5_t  j valori  (io), 
(20)  e (21)  prenderebbero  la  forma  - 5 e di  fatti  le  tre  equazioni  si 
riducono  ad  una  sola. 

IO 
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ao8.  Dal  fìn  qui  detto  rimangono  stabiliti  i seguenti  principii. 
i"  I valori  delle  incognite , quando  son  finiti , soddisfanno  sempre 
alle  equazioni  , sieoo  positivi  o negativi.  Però  , quando  l’equazione  ti 
vuol  considerare  come  la  traduzione  di  un  problema  numerico,  il  va- 
lor negativo  indica  che  1’  equazione  è assurda  e che  perciò  il  problema 
è impossibile  ( n°  175).  ^ o 

2°  Allorché  si  hanno  per  le  incognite  valori  della  forma  ~ ■> 

bisogna  distinguere  il  caso  in  cui  i coefficienti  che  entrano  nelle  equa- 
zioni sono  numeri  determinati  e quello  in  cui  sono  quantità  che  possono  va- 
riare. Nel  primo  caso  quelle  forn>e  indicano  che  l’equazione  o le  equazioni 
sono  assurde.  Se  poi  questa  forma  la  ricevono  per  effetto  della  variazione 

o 

di  alcuno  de’ coefficienti,  i simboli  — , ^ esprimono  il  limite  delle  gran- 
dezze crescenti  e decrescenti,  cioè  sono  l’uno  il  simbolo  dell’ infinito, 

r altro  dell’  infinitesimo.  I valori  a=:  os  , x=  — soddisfanno  alle  e- 

00 

qnazioni , e danno  spesso  delle  risposte  soddisfacenti  ne' problemi  parti» 
colati. 

3“  Basta  che  un  solo  de’  valori  delle  incognite  acquisti  una  delle 
forme  sopra  riportate  per  conchiudere  che  le  equazioni  sono  assurde  , 
potendo  gli  altri  prender  un  valore  finito  o indeterminato. 


4°  II  simbolo  ^ esprime  sempre  indeterminazione,  quando  si  è sicuro 

che  la  frazione  da  cui  deriva  non  contiene  alcun  fattore  comune  che 
la  riduca  a questa  forma.  L’ indeterminazione  può  esser  di  due  specie. 
I valori  delle  incognite  possono  esser  indeterminati , ma  dipendenti  fra 
loro  , in  modo  che  dato  ad  una  di  esse  un  valore  ne  risulti  quello 
dell’  altra  ^ e possono  anche  essere  indipendenti  e fra  loro  e dalle  equa- 
zioni , e allora  possono  ricever  de’  valori  interamente  arbitrari.  Questa 
distinzione  spiega  come  in  alcuni  casi , anche  essendo  assurde  le  equa- 
zioni , r algebra  deve  dare  per  le  incognite  de’  valori  della  forma  ^ 


( n»  ao4,2*  ). 

5°  Quando  fatte  diverse  ipotesi , si  trova  che  la  forma  de’ valori  delle 
incognite  è in  contraddizione  colle  equazioni , sarò  necessario  introdurre 
un’  ipotesi  per  volta  , per  vedere  se  i valori  delle  incognite  possono 
acquistare  un  fattore  comune  nel  numeratore  e nel  denominatore  ; giac- 
che c impossibile  che  non  vi  sia  corrispondenza  tra  due  sistemi  di  equa- 
zioni, de* quali  l’uno  si  può  sostituire  all’altro  ( n°  ipS ).  Qualora  que- 
sta ricerca  può  riuscire  imbarazzante  , o pure  si  vuol  evitare  per  eco- 
nomia di  tempo  , sara  sempre  meglio  di  attenersi  ai  valori  che  le  equa- 
zioni proposte  stante  la  loro  forma  debbono  dare  ; o pure  operare  di- 
rettamente su  di  esse,  piuttosto  che  servirsi  delle  furinole  generali  de' va- 
lori delle  incognite,  che  potrebbero  in  alcuni  casi,  vestendo  forme  di- 
verse da  quelle  che  loro  competono  , indurre  in  errore. 
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ART.  IX. 

Jnterpetrazione  de’  valori  delle  incognite  ne’  problemi 
particolari  di  primo  grado  ; e discussione  de’  problemi 
generali. 

309.  Abbiamo  delio  ( n°  i6a  ) che  un’  equazione  si  può 
sempre  riguardare  come  lu  iraduzionc  in  linguaggio  algebrico 
di  un  problema  numerico.  Ma  la  slessa  equazione  si  può  ri- 
ferire a molli  problemi  parlicolari , diversi  non  solo  per  lo 
significalo  de’  dali , ma  ancora  per  le  circosunze  parlicolari 
che  gli  accompagnano  e che  non  hanno  poluio  esser  intro- 
dotic  nell’  equazione.  Per  conseguenza  se  1 valori  delle  in- 
cognilc  verificano  sempre  le  equazioni  , non  sempre  sono  le 
soluzioni  del  problema  proposio.  Affinchè  i valori  delle  in- 
cogniie  possano  soddisfare  ad  un  problema  , fa  d’  uopo  che 
non  si  irovino  in  conlraddizione  con  alcuna  delle  condizioni 
increuli  al  problema  sicsso. 

aio.  I valori  posiiivi  delle  incognilc , veriflcando  l’equa- 
zione senza  allenirla , sono  risposle  direlie  a’  problemi  nu- 
merici , e ordinariamenle  lo  sono  ancora  a’  problemi  parli- 
colari. Ma  può  avvenire  che  anche  i valori  posiiivi  delle 
incognilc  non  convengano  al  problema  proposto  ; così  se  per 
es.  la  natura  del  problema  ricbiqdc  che  il  numero  cercato 
sia  intero  , o pure  maggiore  o minore  di  un  altro  numero 
dato,  e il  numero  ottenuto,  quantunque  positivo,  non  adcin^ 
pie  queste  condizioni , si  dovrò  conchiuderc  che  il  problema 
e impossibile.  Di  che  daran  prova  ì due  seguenti  problemi. 

I.  Problema.  Un  oste  stabilisce  con  un  cacciatore  il 
seguente  patto  : darà  egli  5 grani  al  cacciatore  per  ogni 
colpo  in  cui  questi  farà  cacciagione , e riceverà  5 grani  per 
ogni  colpo  infrulluoso.  Dopo  20  colpi  il  cacciatore  riceve  74 
grani.  Si  domanda  il  numero  de’  colpi  felici. 

Sia  X questo  numero,  quello  de’ colpi  perduti,  sarà  20 — a:, 
e 1’  equazione  sarà 

5x  — 3(10  — a^)=:74  , 

da  cui 

X = 16  j. 

Questo  valore  non  può  assolutameli  te  convenire  al  problema. 
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perchè  il  numero  de’ colpi  non  può  esser  frazionario  ; la  qual 
circostanza,  cioè  che  il  numero  cercalo  debba  esser  intero, 
non  può  introdursi  nell’  equazione.  11  problema  adunque  è 
impossibile. 

Cile  questa  impossibilità  sia  relativa  interamente  al  pro- 
blema di  cui  si  tratta  , può  rilevarsi  dall’  altro  che  segue. 
II.  Problkma.  Un  mercante  ha  comprato  20  canne  di  tela 

1>er  un  certo  prezzo.  Nel  rivenderla  , sopra  una  parte  di  essa 
la  guadagnalo  5 carlini  a canna,  e sulla  rimanente  porzione 
Ila  perduto  3 carlini  a canna.  Il  suo  guadagno  totale  è stalo 
di  174  carlini.  Si  cerca  il  numero  delle  canne  di  ciascuna  por- 
zione di  tela. 

Chiamando  x il  numero  dello  canne  di  tela  su  cui  ha 
guadagnato , si  ha  la  stessa  equazione  del  problema  prece- 
dente. Ma  non  essendo  qui  necessario  che  a?  sia  intero  , il 
problema  è possibile,  e si  dirà  che  il  niercalanle  ha  guada- 
gnalo sopra  canne  e ha  perduto  sopra  canno  3j. 

III.  PiioBLEM-i.  Un  operajo  avendo  lavoralo  per  un  certo 
numero  di  giorni  a tre  carlini  al  giorno,  e avendo  seco  te- 
nuto per  alcuni  giorni  la  moglie  che  gli  ha  prodotto  una 
spesa  di  2 carlini  al  giorno,  ha  ricevuto  in  fine  12  carlini. 
In  un’  altra  occasione  avendo  lavoralo  per  6 giorni  di  meno 

a 5 carlini  al  giorno,  e avendo  tenuto  la  moglie  per  4 

di  meno  , che  gli  ha  prodotto  anche  la  spesa  ai  2 carlini 
al  giorno , non  ha  ricevuto  alcuna  somma , cioè  la  spesa  ha 
eguaglialo  il  guadagno.  Si  domanda  il  numero  de’ giorni  di 
lavoro  dell’  operajo , e quello  de’  giorni  in  cui  ha  tenuto  seco 
la  moglie. 

Sia  X il  numero  de’  giorni  di  lavoro  dell’  operajo  nella 
prima  volta  , e j'  quello  in  cui  ha  tenuto  la  moglie.  Le 
equazioni  saranno 

3.r—3f=  12  , 5(a'  — 6)  — — 4)  = o , 

d’  onde 


Il  problema  è impossibile , perchè  non  solo  y dovrebb’  esser 
intero,  ma  è condizione  essenziale  che  sia  a:>6,jK>4- 
Questa  impossibilità  si  può  anche  manifestare  in  altro  modo. 
Chiamando  x il  numero  de’  giorni  di  lavoro  dell’  operajo 
nella  seconda  volta  , ed  j'  quelli  della  spesa  cagionata  dalla 
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moglie,  si  darà  luogo  alle  scgueiiii  equazioni; 

3(j:+6)  — +4)=  la  , Sa.— = o , 

da  CUI 

S 

a=-i  , 

Il  numero  de’  giorni  non  polendo  esser  negativo,  il  problema 
è impossibile. 

211.  Il  valor  negativo  enuncia  un’ impossibilità  , quando 
trattasi  di  numeri  astratti  c di  numeri  che  non  possono  divenir 
negativi  (n°  175).  Ma  quando  la  cosa  che  è rappresentala  dal- 
1’ incognita  può  esser  considerala  nel  doppio  senso,  il  valor 
negativo  indica  solo  un  difetto  nell’  enuncialo  , cioè  clic  la 
cosa  rappresentata  dall’  incognita  dev’  esser  presa  nel  senso 
opposto  a (picllo  supposto  nell’ enunciazione.  Del  resto  ancUc 
in  quest’  ultimo  caso  potrebbe  il  problema  essere  impossibile, 
se  il  valor  negativo  non  soddisfacesse  a tulle  le  altre  cou- 
dizioni del  problema  analoghe  a quelle  osservale  nel  caso 
de’  v.dori  positivi. 

I seguenti  problemi  serviranno  di  schiarimento  su  quanto 
si  è dello. 

IV’.  PiioBLEMA.  Un  operajo  avendo  lavoralo  per  1 2 gior- 
ni, per  7 de’ (juali  è stalo  ajuiato  dal  figlio,  ha  ricevuto  4G 
franchi  ; altra  volta  avendo  lavoralo  per  8 giorni  e per  5 
giorni  soltanto  avendo  tenuto  il  figlio,  ha  ricevuto  3o  fran- 
chi. Si  domanda  <|uanto  guadagnava  al  giorno  1’  operajo  c 
quanto  il  figlio. 

Sia  X il  guadagno  giornaliero  dell’ operajo , e\y  quello  del 
figlio.  Le  equazioni  del  problciua  saranno 

ia.i+7_y  = 4G  , 8x  + óy  = 3o;  (1) 

le  quali  risolute  danno. 

a = 5,  j-=— 2.’ 

Il  valor  negativo  — 2 risolve  il  problema  proposto,  ed  in- 
dica che  il  figlio  non  ha  prodotto  un  guad.igno,  siccome  ncl- 
r enunciazione  si  era  siippu,sto,  ma  una  spesa. 

Se,  ciò  si  fosse  conosciuto  aiuicip.iianicnlc  , chiamando  .v 
il  giKulagno  dell’ operajo  , ed  la  spesa  prodotta  dal  figlio, 
le  cipiazioni  sarebbero  state 

120-  — 7_v  = 4(>,  8ar — '■|V=:3o,  (2) 
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* = 5 , 

Il  problema  in  (jucsio  caso  è risoluto  nel  senso  diretto  dcl- 
1’  enunciato  ; ma  è da  osservarsi  che  le  due  soluzioni  sono 
identiche , giacché  y nel  primo  caso  rappresènta  guadagno , 
nel  secondo  spesa  ; e — a di  guadagno  e lo  stesso  che  a di 
spesa. 

Vi  è solo  la  differenza  che  le  equazioni  (a)  sono  la  tra- 
duzione fedele  dell’enunciato,  mentre  le  (i)  danno  luogo 
ad  una  inierpelrazione. 

Si  potevano  ottener  le  equazioni  (a)  sostituendo  nelle  (i) 
— y in  vece  diy;e  già  si  sa  (n'’ig6,3°)  che  dopo  questa  sostitu- 
zione le  (i)  son  soddisfatte  per  x=5,  y=^.  La  modificazione 
risultata  nell’ equazione  avrebbe  indicala  la  correzione  da  farsi 
nell’  enuncialo.  Ma  ciò  non  è necessario  quando  la  quantità 
rappresentala  dall’  incognita  può  esser  negativa  ; poiché  la 
correzione  nell’  enuncialo  è una  conseguenza  dell’  idea  asse- 
gnata fn°  la)  alle  quantità  negative. 

Se  il  problema  fosse  enuncialo  generalmente  , cioè  senza 
indicare  se  il  padre  e il  figlio  guadagnavano  o spendevano , 
s.Trebbc  stalo  necessario  , per  ineiiere  il  problema  in  equazio- 
ne , fare  una  supposizione.  11  caso  consideralo  corrisponde  alla 
supposizione  che  il  padre  c il  figlio  guadagnassero  tutti  due. 
Il  valor  negativo  rettifica  allora  la  supposizione,  non  già  il 
problema , poiclic  la  supposizione  non  è una  condizione. 

V.  PiiOBi.EMA.  Un  padre  ha  4^  “nni  , il  figlio  ne  ha 
12.  Dopo  quanti  anni  I’  età  del  padre  diverrà  quadrupla  di 
quella  del  figlio  ? 

Sia  X il  numero  degli  anni  richiesto.  Dopo  x anni , le  due 
età  saranno  42+*  e 12-i-ar.  Per  la  condizione  del  problema 
si  avrà 

4a+a-  = 4(ia+a:)  , 

da  cui 

xxz. — a 

La  quantità  richiesta  essendo  un  tempo  che  si  può  rap- 
portare a un  punto  fisso,  può  esser  riguardata  in  un  doppio 
punto  di  vista  ; cioè  considerando  come  positivi  gli  anni  che 
debbono  decorrere  dopo  1’  epoca  attuale  , e negativi  quelli 
già  decorsi.  Perciò  il  valor  negativo  ottenuto  fa  conoscere 
che  gli  anni  si  debbono  coniare  in  senso  opposto , ossia  che 
r età  del  padre  è stata  quadrupla  di  quella  del  figlio  due 
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anni  prima  dell’  epoca  altuale.  In  cffetli , cambiando  nell’e- 
quazione — » in  X , si  avrà 


4a  — * = 4('>-a-)  > 


che  darà  x = 3. 

Quest’  ultima  equazione  mostra  chiaramente  la  correzione 
da  farsi  all’  enunciato , c giustifìca  l’ interpetrazione  dau  al 
valor  negativo. 

Enunciando  generalmente  il  problema,  cioè  senza  indicare 
se  r epoca  die  si  cerca  deve  precedere  o seguire  l’ attuale  , 
il  valor  negativo  reitilica  la  supposizione.  ~ 

VI. Problema.  Due  corrieri  camminando  sempre  colla  stessa 
velocità  , per  la  stessa  direzione,  da  C verso  72,  si  trovano 
nel  medesimo  istante  l’uno  in  A l’altro  in  72.  Si  conoscono 
le  distanze  de’ punti  e da  un  punto  C,  c le  velocità 
de' due  Corrieri.  La  distanza  CA=%o  miglia,  la  CjB=i3o; 
il  Corriere  che  si  trova  in  fa  4 miglia  ad  ora  , e l’ altro 
ne  fa  6.  Si  cerca  il  punto  72  del  loro  incontro. 


R> 


C 

-\  - 


A 

^l— 


B 

-1- 


R 


Chiamando  x la  distanza  C72,  sarà  AR^=x — 8o,  c BR 
= x — i5o.  Or  se  il  primo  Corriere  mette  un’ora  per  per- 
correre la  distanza  4 , ’ per  percorrere  la  distanza  AR  metterà 

un  tempo  espresso  da  ^ °.  Parimente  il  secondo  Corriere 

^ X — i3o . 


per  percorrere  la  disunza  ER  metterà  il  tempo  — — ^.Ma 


questi  due  tempi  debbono  esser  eguali  , dunque  si  avrà  l’e- 
quazione 

X — 8o  X — i3o 

1 • • • 
da  CUI  ricavasi 

X = — 20. 


Siccome  le  distanze  si  calcolano  dal  punto  fìsso  C,  aven> 
do  chiamato  x la  distanza  CR,  si  sono  considerate  come  po- 
sitive le  distanze  prese  a dritta  del  punto  C , e perciò  sa- 
ranno negative  le  distanze  prese  nel  senso  opposto  , cioè  a 
sinistra  di  C.  11  valor  negativo  mostra  adunque  die  la  di- 
stanza C72  deve  prendersi  a sinistra  e non  a dritta  del 
punto  C,  cioè  che  l’ incontro  succede  in  72'  posto  a 20  mi- 
glia a sinistra  di  C. 
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Ma  non  può  formarsi  questa  supposizione , senza  ammet- 
tere che  i Corrieri  si  muovano  non  da  C verso  Ji  , ma  da 
C verso  R'. 

Questo  valor  negativo  adunque  corregge  un  assurdo  con-r 
icnuio  nell’  enuncialo  , e rettifica  una  supposizione  che  ne 
è la  conseguenza.  Di  fatto  è assurdo  che  il  Corriere  che  tro- 
vasi in  yi,  camminando  più  lentamente  di  quello  che  trovasi 
in  R , possa  raggiungerlo. 

Del  resto  la  supposizione  che  l’ incontro  sia  in  72  è legala 
a questa  condizione.  Cambiando  nell’  equazione  x in  — x,  si 
avrà 

— .r  — 8o  — a:  — 1 3o 

4 “ 6 ’ 

ovvero 

a:  + 8o  ar  + 1 3o 

Questa  equazione  che  è soddisfalla  per  ar  = 2o  , mostra  che 
per  rendere  il  problema  possibile  , bisogna  che  le  linee  per- 
corse da  ciascun  Corriere  sicno  la  somma  c non  la  differenza 
delle  distanze  del  punto  C ad  R ed  yi , e ad  R e 7?  ; il 
die  corrisponde  esaliamenic  al  cambiamento  nella  direzione 
de’  Corrieri. 

Se  poi  è condizione  immutabile  che  i Corrieri  vadano  da 
C verso  R , 1’  Algebra  col  valor  negativo  mostra  che  o il 
punto  d’ incontro  si  può  prendere  prima  del  punto  C,  o il 
problema  è impossibile.  Si  può  , senza  far  cambiar  di  dire- 
zione a’ Corrieri,  ammettere  che  l’incontro  sia  in  R'  prima  del 
punto  C supponendo  che  i Corrieri  sieno  in  cammino  da  un 
tempo  indefinito  , e cercando  in  qual  punto  della  retta  in- 
definita R'R  i Corrieri  si  trovano  insieme.  Or  siccome  per 
mettere  il  problema  in  equazione  si  suppone  che  l’ incontro 
sia  in  72  , cioè  che  segua  1’  epoca  che  si  considera  ; il  valor 
negativo  rettifica  questa  supposizione  e fa  vedere  che  i Cor- 
rieri si  sono  incontrali  prima  di  arrivare  a’  punti  yJ  c B. 

Ma  se  alla  condizione  di  dover  camminare  da  C’ verso  72 , 
si  aggiunge  l’altra  che  cominciano  a moversi  da’  punti  u4  e B , 
la  distanza  del  punto  d’ incontro  da  C deve  esser  presa  neces- 
sariamente alla  destra  di  dello  punto.  Non  polendo  dunque 
questa  distanza  divenir  negativa  , il  valor  negativo  dell’  in- 
cognita mostra  che  il  problema  è assurdo. 


Digitized  by  Google 


( J55  ) 

aia.  Quando  si  traila  di  problemi  numerici,  e il  valor  dato 
dall’  equazione  è negativo,  il  problema  è sempre  assurdo,  sic- 
come vien  mostralo  dal  problema  seguente. 

VII.  Problema.  Si  cerchi  un  numero  il  cui  triplo  di- 
minuito di  12  sia  uguale  a 5 volle  questo  stesso  numero 
accresciuto  di  4* 

L’  equazione  sarà 

3a:  — 1 2 = 5.r  + 4 , (3) 

che  dà  x=^ — 8.  Il  problema  è dunque  assurdo. 

Si  può  sempre  in  questo  caso  far  ricridere  1’  assurdo  nel- 
1’ enuncialo  ; giacché  siccome  cambiando  nell’equazione — x 
in  X,  l’equazione  è -soddisfalla  per  a;  = 8 (n"  196),  il  cam- 
biamento avvenuto  nell’  equazione  indica  la  reliilicazionc  da 
farsi  nell’  enuncialo.  Facendo  il  c.unbiamento  indicalo  si  ha 

— 3x  — 1 2 — 5.V  q-  4 , 

ovvero 

3;f  + 1 2 = 5.V  — 4 ) (4) 

la  quale  dà  a;  =8.  Or  que.sla  equazione  mostra  che  per  ren- 
dere il  problema  possibile  bisogna  che  al  triplo  del  numero 
che  si  cerca  si  aggiunga  12,  cd  al  quintuplo  si  tolga  4 per 
aver  due  quantità  eguali. 

Le  equazioni  (5)  c (4)  non  ditTeiiscono  po'  dati  , ma  solo 
pel  segno  di  alcuni  termini.  E questa  la  differenza  essenziale 
fra  r assordo  dato  dal  valor  negativo,  c quello  dato  da’ ri- 

sullamcnii  a;  = o,  a;  = -,  cioè  che  in  questo  caso  l’assurdo 

può  esser  tolto  modificando  l’enuncialo  .senza  alterare  i dati, 
mentre  gli  altri  due  caratteri  di  assurdità  richieggono  per 
esser  tolti  un  cambiamento  ne’  dati  del  problema. 

2i3.  Lo  stesso  metodo  si  tiene  ne’ problemi  particolari  le  cui 
equazioni  danno  per  1’  incognita  valori  neg:ilivi.  Si  cam- 
bia il  segno  a tuli’  i termini  clic  contengono  (juesi’  incogni- 
te ; la  modificazione  apportala  nell’ equazione  è sullicicnle  per 
indicare  la  correzione  da  farsi  nel  problema.  Ordinariamente 
la  rettificazione  eseguita  por  questa  via  coincide  con  quella 
che  risulta  attribuendo  , quando  è possibile  , alia  quantità 
negativa  un  senso  opposto  a quello  datogli  nello  stabilire 
r equazione  ; ma  non  sempre.  INc  sia«  di  pruova  il  seguente 
problema  che  applicheremo  all’  equazione  precedente. 
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Vili.  Problema.  Un  operajo  avendo  lavoralo  per  tre  giorni 
ne’ quali  ha  sofferto  una  ritenuta  di  la  franchi  ha  ricevuta  una 
certa  somma  ; in  seguito  lavorando  allo  stesso  prezzo  5 giorni 
e ricevendo  inoltre  una  gratificazione  di  4 franchi,  ha  ritirato 
una  somma  eguale  alla  prima.  Si  domanda  quanto  guadagnava 
al  giorno  1’  operajo. 

Sia  X il  prezzo  della  giornata  dell’  operaio.  L’  equazione 
saHt  la  stessa  del  problema  precedente  , cioè 

3x— 13  = 5x  4‘ 

Il  risultamento  n^aiivo  — 8,  secondo  il  senso  assegnato  a 

Juesle  quantità,  indicherebbe  che  l’ operajo,  in  vece  di  gua- 
agnare  , spendeva  ; e che  x deve  rappresentare  la  spesa  gior- 
naliera dell’  operajo,  a cui  la  prima  volta  si  aggiunge  l' altra 
spesa  di  13  lire.  Ma  pel  cambiamento  del  segno  de’ termini 
in  a:  , r equazione  divenendo 

3j7 -f-  la  = 5x — 4 > 

fa  conoscere  che  per  rettificare  l’enuncialo  del  problema,  in  vece 
di  supporre  che  il  guadagno  si  cangi  in  spesa,  si  può  dire  che 
la  prima  volta  abbia  ricevuto  una  gratificazione  di  i3  lire  , 
c la  seconda  la  ritenuta  di  4 lire.  Queste  due  rettificazioni 
sono  egualmente  ammissibili  ; ma  bisogna  seguir  quella  die 
più  si  avvicina  alla  natura  del  problema  , o che  meno  si 
scosta  dalle  circostanze  materiali  che  lo  accompagnano.  Così 
la  seconda  maniera  è preferibile. 

ai4- 1 risulumenti  »=o  , x = - , essendo  il  simbolo  del- 

o 

l’assurdo  contenuto  nelle  equazioni, esprimono  il  più  delle  volte 
che  il  problema  che  vi  si  rapporta  è assurdo.  Come  si  può 
rilevare  dal  seguente  esempio. 

IX.  Problema.  Un  mercatante  ha  cambiato  io  canne 
di  panno  con  8 di  tela  , ed  ha  ricevuto  140  ducali.  Altra 
volta  permutando  5 canne  di  jianno  con  4 di  tela  ha  rice- 
vuto 70  ducali.  Si  domanda  a quanto  la  canna  è stala  calco- 
lata la  tela  , a quanto  il  panno. 

Chiamando  x il  prezzo  di  una  canna  di  panno  c y quello 
di  una  canna  di  tela , si  avranno  le  equazioni 

lox — 8y=i4o,  3*— 4y  = 70, 

le  quali  danno  x=o , y = i'j\.  Il  risultamento  x=zo  mo- 
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sira  che  il  problema  è assurdo  , perchè  è impossibile  sup- 
porre nullo  il  valore  del  panno  , se  è stalo  oggciio  di  per- 
muta con  un  altro  oggetto  di  valore. 

ai5.  Ciò  non  osianic  i risuhamenit  *=o  , x =:  - sono  spesso  delle 

risposte  coerenti  alle  quislioni  proposte  o almeno  proprie  a farne  cono- 
scer la  natura.  A dimostrar  questa  proposizione  ri|>reiidercmo  il  pro- 
blema de  Corrieri  ^ ed  esponendolo  in  tutta  la  generalità  offriremo  un 
esempio  di  discussione. 


A B>  A»  B R C 

-1 1 , , , 


X.  Problema.  Due  corrieri  si  muovono  da  un  tempo  iudefìnito 
lungo  la  linea  AB  pel  medesinio  senso  da  sinistra  verso  destra  j uno 
si  trova  in  A un  numero  /i  di  ore  prima  che  l'altro  arrivi  in  B.  La 
distanza  AB=:d il  numero  delle  miglia  percorse  in  nn' ora  dal  pri- 
mo corriere  h m , e nuello  delle  miglia  percorse  in  un’  ora  dal  se- 
condo è n.  Si  cerca  il  punto  del  loro  incontro  nella  retta  indefinita 
a ABC. 

Si  supponga  l’Incontro  in  , al  di  Ih  del  punto  B ; sia  'AR=zx  , 
BR=y  (•).  I tempi  impiegati  dai  corrieri  per  percorrete  le  linee  AR, 

BR  saranno  rispettivamente—  i j e siccome  i corrieri  si  trovano  in  R 

nel  medesimo  istante , e il  primo  corriere  trovasi  in  A un  numero  h di  ore 

prima  che  1’  altro  giunga  in  B , bisogna  che  i tempi  — , ^ differi- 

m n 

scatto  fra  loro  della  quantità  h ; si  avranno  perciò  le  equazioni 


m n 


dalle  quali  si  trae 


m [tl — nlì)  n (d — mh) 

* = > y = — ■ 


/”  Caso.  I valori  d’ x e à'  y sono  positivi  quando  m'^n  , d'^nh, 
® d'^mh.  Le  quantità  mh  ed  nh  sono  le  distanze  che  ciascun  corriere 
percorre  in  A ore.  Aflìnchè  dunque  il  problema  corrisponda  esattamente 
all  enunciato  cioè  che  l' incontro  succeda  al  tli  là  del  punto  B , con- 
viene che  quando  m^n  , sia  la  distanza  d maggiore  di  quelle  che  cia- 
scuno può  percorrere  in  h ore.  La  qual  cosa  sarà  facile  ad  intendersi 


, ( ) Questo  problcnia  si  mette  in  equ.izionc  facilmente  impiegando  una  sola 
inrognita.  M-i  con  due  incognite  si  rende  più  sensibile  t.i  diucreiiza  corrispon- 
(teote  ai  diversi  casi  da  contemplarsi  nella  discussione. 
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considerando  i punti  ne' quali  si  trovano  i Corrieri  ad  un  medesimo 
istante.  Si  vede  in  fatti  che  quando  il  secondo  Corriere  sta  in  B il 
primo  si  troverà  in  un  punto  A'  posto  \x&  A e B o pure  quando  il 
primo  sta  in  A ^ il  secondo  si  troverà  in  un  pun'to  B*  pure  situato  tra 
A e B ] e camminando  il  primo  corriere  piu  velocemente  del  secondo 
deve  necessariamente  raggiungerlo  in  un  punto  R posto  al  di  la  di  B. 

2°  Se  è d<^mh^nh,  i valori  delle  incognite  saranno  anche  po- 

sitivi , e r incontro  avrh  pure  luogo  in  uu  punto  R al  di  la  dii?.  Giacché 

A B A'  R 

T I I ' 


il  primo  Corriere  si  troverebbe  in  A'  quando  il  secondo  giunge  in  i?; 
quest’  ultimo  camuiiuaiido  con  maggior  velocita  dovr'a  raggiunger  quello, 
e incontrarlo  in  uti  punto  R. 

3"  Sia  ora  ni^n  , d'^nih  , d^nh  ; il  valore  della  x sari  positivo, 
quella  della  y negativo.  Questo  valor  negativo  indica  che  la  distanza 
BR  dev’  esser  presa  in  senso  contrario  , cioè  che  1’  incontro  avviene  in 


B‘ 


R 


B 

-I- 


A' 


un  punto  R situato  Ita  A e B , prima  che  il  secondo  corriere  arrivi  in 
/?.  In  effetti  (piando  il  secondo  corriere  si  trova  in  B,  l’altro  si  Iroverh 
in  A'  al  di  là  di  B c siccome  questi  cammina  piìi  velocemente  di  quel- 
lo, bisogna  necessariamente  che  si  sieno  incontrati  prima  di  quest’epoca. 

4'  Se  restando  in'^n  , sarà  d<^uh  e perciò  anche  d<^infi^  i valori 
delle  incognite  saranno  lutti  due  negativi,  e rincontro  sarà  avvenuto 
iu  uu  punto  posto  prima  del  punto  A , perchè  quando  il  primo  cor- 

R B>  A B A< 


riero  si  trova  in  A il  secondo  sar’a  in  B'  , e il  punto  d’ incontro  sarà 
prima  di  B'  , per  la  ragione  addotta  di  sopra. 

5“  Supponiamo  ora  m^n,  e d'^mh'^nh,  ì valori  delle  incognite 
saranno  pure  tutti  due  negativi.  L’ incontro  iu  questa  caso  dev’  essere 

R A B'  B 


pure  avvenuto  in  un  punto  posto  a sinistra  di  A.  In  effetti , quando  il 
primo  sta  in  A,  il  secondo  si  troverà  in  ini  punto  B*  posto  tra  A e 
B ; ed  essendo  m^n  non  può  (|uell(/  che  sta  in  A raggiunger  pili 
quello  che  sta  in  B' . È necessario  duiiipic  che  sicnsi  incontrali  prima 
di  ([(lesto  istante  , cioè  prima  che  il  primo  corriere  arrivi  in  A. 

6’  11  caso  di  m</i  , d'^mh  , d^nh  è facile  ad  esaminarsi. 

L’  ìnterpetrazione  data  in  questo  problema  a'  valori  negativi  dcll’in- 
cognita  è conforme  all’  idea  assegnata  alle  quantità  negative  ; essa 
d’altronde  corrisponde  esattamente  a tutte  le  circostanze  materiali  del 
problema  che  suppone  i corrieri  in  cammino  da  un  tempo  iudcllnilu  , 
nè  sarebbe  diversa  da  quella  che  suggerirebbero  le  equazioni  , dopo 
avervi  cangiato  il  segno  dell’  incoguita  , conforme  a'  precetti  stabiliti 
(n”  ig6). 
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Di  fallo  , ucl  terzo  caso  , cambiando  il  segno  della  le  equazioni 
divengono 


x-\-y  — d. 


m n 


La  prima  mostra  che  1’  incontro  ha  luogo  in  un  punto  tra  ^ ^ , 

giacché  la  distanza  d si  compone  della  somma  delle  distanze  a;  ed_y; 
la  seconda  esprime  che  il  tempo  impiegato  dal  primo  corriere  per  per- 
correre la  distanza  HA'  è uguale  a quello  che  il  secondo  mette  per  an- 
dare da  R in  £. 

Mei  4°  ca^°  le  equazioni  divengono 


y — x=d, 


La  prima  , essendo  y x , mostra  che  il  punto  R si  deve  prender 
prima  del  punto  A,  avendosi  cosi  RB  — Ryi—y^B.  Dalla  seconda 
rilevasi  che  il  tempo  impiegato  dal  secondo  corriere  per  andare  da  71 
in  B supera  quello  impiegato  dal  primo  per  andare  da  ad  ^ di  A 
ore  , come  è di  fatto. 

In  somma  , le  equazioni  co’  cambiamenti  di  segno  delle  incognite  ri- 
sultano quali  si  sarebbero  dovuto  stabilire*,  trattando  direttamente  1’ un 
caso  o l’altro. 

7°  Se  d=mk,  sarà  y = o , x~d'^  e l’incontro  succederli  in  B.  Se 
d:=nh  sarà  .vzro,  — d j e rincontro  sarà  avvenuto  in  A-  Nel 
primo  caso  il  risultamento  = o , e nei  secondo  l’altro  x~o  sono 
le  vere  soluzioni  della  quislione. 

Per  intender  bene  come  ciò  possa  avvenire,  contiamo  le  distanze  a: 
ed  y non  già  da’  punti  A c B ^ ma  da’  punti  ove  i corrieri  si  trovano 
nel  medesimo  istante.  Si  tratti  del  caso  in  cui  d — nih.  Siccome  il  se- 
condo corriere  in  h ore  percorre  la  distanza  ìih  , ossia  si  troverà  in  B* 
quando  l’altro  sarà  in  , esscnilo  B'B=znh,  si  chiami  y':=:B'R. 
È chiaro  che  basterà  nelle  formole  fare  = j-'  — nh.  Con  questa  sosti- 
stuzionc  si  avrà 

_m{d—nK)  ^ n[d  — n 

X — , y'  __  • 

m — n m — n 

Mettendo  in  questa  formula  d:xsmh  , emergerà 


X ~ mh  , y = nh  , 

le  quali  danno  per  punto  d’ incontro  il  punto  B. 

Parimente  nel  secondo  caso  , cioè  quando  d=nh , basterà  prendere 
per  incognite  le  distanze  BR  ed  A'R  , contandole  da’  punti  B ed  A* 
dove  si  trovano  i due  corrieri  in  un  medesimo  istante.  Facendo  nelle 
forinole  x xz  A mh  , si  avrà 

_i  _ «{'f — fnh) 

x — , y ~ ì 

m—n  m — n 
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nelle  quali  , introdotta  l' ipotesi  d = mh  , si  ha 
= — mh  , y = nh 

valori  che  mostrano  ad  evidenza  che  l' incontro  è avvenuto  in  A- 
Frattanto  le  equazioni 


risultano  assurde  o incompatibili  , quando  vi  s' introduce  una  delle 
ipotesi  d = mh  , o ri  = nh.  lulutti  , tacendo  d = mh , divengono 


*--5  = ti, 

le  quali  non  possono  coesistere  (luche  m è diverso  da  n. 

8°  Se  anclic  m~n,  sarà  x=  ^ ^ , la  qual  forma  annunzia 

che  i valori  delle  incognite  sono  indeterminati.  In  efletti  le  due  equa- 
zioni si  riducono  a una  sola 


X — y — mh. 

Potendosi  prender  per  x qualunque  valore  , ne  consegue  che  i cor- 
rieri si  trovano  sempre  insieme.  É ciò  doveva  attendersi , giacche  l’ipo- 
tesi X = mh  porla  che  i corrieri  si  trovino  in  B nel  medesimo  istan- 
te , e l’altra  m = n indicando  che  muovousi  colla  stessa  celeri  t'a , im- 
porla che  non  possono  mai  disunirsi. 

9°  Se  si  ha  solamcute  ni  = « , i valori  d’ a:  e d’y  si  presentano 

sotto  la  forma  — . Questo  risullameuto  annunzia  che  1’  incontro  è im- 
o 

possibile:  risullamcnto  conforme  all’ ipotesi , giacche  camminando  colla 
medesima  velocitò  , serberanno  in  perpetuo  la  stessa  distanza.  Ma  se 

si  considera  m — n = -1. , si  dir'a  con  linguaggio  matematico  che  i cor- 
eo  ^ 

rieri  s’  incontrano  ad  una  distanza  infinita.  Il  risulUimenlo  — fa  in 

o 

questo  caso  conoscer  esattamente  la  natura  della  quistione. 


3i6.  Supponiamo  ora  che  i corrieri  vadano  in  senso  contrario  cioè 
l’uno  vada  da  A verso  B,  l’altro  da  B verso  A. 


Si  supponga  R il  punto  d’ incontro  tra  A e B , sia  AR  =z  x , 
BR=iy  , e per  gli  altri  dati  si  ritengano  le  stesse  lettere  finora  ado- 
perale. Ne  risulteranno  le  equazioni 

X +y  = d,  fc  , 

’ m n 
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da  coi 

_m(d  + nh)  n{d — mh) 

X — “ « y zzz  • 

m + n m +n 

In  qiiMto  caso  il  valore  d'  x è sempre  positivo  , quello  d' y c nega- 
tivo sol  quando  d^mh  ^ e allora  1* incontro  succede  a destra  del  punto 
B , cioè  prima  che  il  secondo  corriere  arrivi  in  B. 

ai^.  Paragonando  le  equazioni  che  si  rapportano  al  caso  in  cui  i cor- 
rieri vanno  per  la  stessa  direzione  , con  quelle  relative  al  caso  della 
direzione  contraria,  si  vedrà  che  si  passa  dalle  une  alle  altre  cam- 
biando il  segno  della  y : il  che  è conforme  a quel  che  si  sa  intorno 
all' effetto  che  il  cambiamento  di  segno  produce  sulle  quantità.  Il  cam- 
biamento di  direzione  nel  corriere  è strettamente  legato  col  cambiamento 
di  segno  dell'  incognita  che  rappresenta  la  linea  da  esso  percorsa.  Le 
equazioni  del  n’  a 1 6 comprenderanno  l'uno  e l'altro  caso,  purché  si 
tenga  presente  questa  osservazione. 

si  avverta  che  la  seconda  equazione  rimane  invariata  , perchè  n es- 
sendo una  parte  d’_y,  cambiando  1' una  di  segno  deve  cambiare  anche 

l'altra  , e il  rapporto  ^ deve  restar  sempre  positivo. 

ai8.  Kicavasi  dall'esposta  analisi , che  nel  risolver  una  quistionc  si  ha 
spesso  bisogno  di  iar  delle  supposizioni  per  rappresentar  le  incognite  e per 
stabilire  le  equazioni.  1 valori  positivi  converranno  direltauiente  al  caso 
relativo  alla  supposizione.  In  tutti  gli  altri  casi  le  equ.azioni  sono  as- 
surde , il  che  e annunziato  da'  valori  negativi  o singolari  delle  inco- 
gnite. Ma  questi  valori  annunziando  la  rettificazione  da  farsi  all' enuncia- 
zione o alla  sopposizione  per  render  le  equazioni  possibili,  ovvero  mo- 
strando la  natura  del  caso  considerato , servono  a racchiudere  in  una 
medesima  formola  tutt'  i casi  di  cui  uo  problema  è suscettibile.  Cos'i  le 
forinole  del  ii°  ai6  possono  comprender  nove  casi  ; quelle  del  n° 
uno  solamente.  £ dunque  è impossibile  ebe  una  formola  si  limiti  al 
caso  particolare  tenuto  in  mira  nello  stabilirla  , ma  prende  da  sè  stessa 
tutta  la  generalità  di  cui  è suscettibile.  Questo  vantaggio  è dovuto  alla 
qualità  de'  simboli  algebrici , potendo  una  quantità  cambiar  di  segno  e 
passar  per  zero  o per  l' infinito. 

Per  conoscer  tutti  i casi  che  possono  comprendersi  in  un  problema 
sarà  sempre  miglior  consiglio  servirsi  di  lettere  nel  risolver  un  proble- 
ma , essendo  la  sostituzione  de’  numeri  relativi  al  caso  particolare  cosa 
di  lieve  momento. 

Problemi  da  risolversi  per  esercixio. 

a 19.  Ecco  l'enunciato  di  alcuni  problemi,  da  risolversi  per  eser- 
cizio. 

XI.  Un  padrone  promette  al  suo  servo  , prendendolo  al  servizio , aoo 
franclii  all'  anno  e un  abito.  Dopo  10  mesi  lo  congeda  , e gli  dà  160 
franchi  e l'abito.  Si  domanda  il  prezzo  dell' abito.  Risp.  4o  fr. 
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XII.  Con  n nioneie  di  una  specie  si  formano  ni  scudi  , con  b monete 
di  un'altra  specie  si  formano  ;i  scudi.  Si  cerca  quanti  pezzi  di  ciascuna 
specie  sono  nccc.ssari  per  fare  p scudi  con  c pezzi  ? 

Risp.  Cliianiando  x il  numero  delle  monete  della  prima  specie,  sarà 
n(bp  — cii) 
bm — an 

XIII.  Si  cercano  tre  numeri  , sripcndo  die  la  somma  del  primo  e del 

secondo  c a , del  primo  e del  terzo  è b , del  secondo  e del  terzo  c c. 

Risp.  Sieno  a:  , j , i i tre  numeri  richiesti  , facendo  as 

Sara 

xzzis  — c , y—'s  — b , s—s  — a. 

XIV.  Una  persona  possiede  un  capitale  di  cui  una  parte  fa  valere  a 

un  certo  interesse  , e 1’  altra  a un  interesse  diverso.  L’  interesse  della 
prima  parte  sta  a quello  della  seeoiida  come  ni  : n j ritira  per  tutto  il 

capitale  la  soiiima  b.  Se  e{;li  potesse  far  valere  la  prima  parte  all’ in- 

teresse della  seconda  , c vicev'crsa  , guadagnerebbe  di  piu  il  p per  cento 
sul  capitale. 

Risp.  Sia  X una  parte  del  capitale  , e 1’  interesse  corrispondente. 
Sara 

n I ooi  (n  — ni)  -f-  apn  m aoA  ap 

!JC  , ■ - — ■ ' ' . y I3U  • ■ ■■  ■ ~ • 

Il — ni  loob np  //i-p/i  a 

Supponendo  0 = 52800,  ni  = i , n = 3 ,^=i  , b=z3o36,  si  La 
X = 3GgGo  , y=  5. 

XV.  Con  a carte  si  fanno  b monti  , composto  ciascuno  di  c punti. 
La  prima  carta  di  ciascun  nioiitc  vaie  10  se  c figura,  Il  se  asso,  13 
se  due  , cc.  , e tutte  le  altre  carte  valgono  per  un  sol  punto.  Rese  le 
carte  d avanzate  , se  tic  avanzano  , si  doniamla  la  somma  x de'  punti 
che  formano  le  prime  carte  di  ciascun  monte.  Ais/i.  x=tf-|-A(c+i) — o. 

XVI.  Le  (|uattro  cifre  di  un  numero  sono  tali  che  la  loro  somma  c 
24  , la  somma  delle  cifre  delle  centinaia  e dell’  unità  supera  di  4 la 
cifra  delle  dieciue  , la  soinina  delle  cifre  delle  niigliaja  e delle  die- 
cine supera  di  G la  cifra  delle  ceutinaja  ; c se  a questo  numero  si  ag- 
giunge G354  si  ha  un  numero  composto  delle  medesime  cifre  scritte  in 
ordine  inverso.  Risposili:  aSqS. 

XVII.  Un  negoziante  ha  un  capitale  x in  commercio.  Ogni  anno  to- 
glie la  somma  a per  le  spese  e il  capitale  aumenta  sempre  di  una  parte 
deteruiinnta  del  residuo.  Dopo  p anni  il  capitale  si  trova  niX^”  del  pri- 
mitivo. Si  domanda  quanto  era  il  capitale  primitivo. 

Risp.  Chiamamlo  r il  rapporto  secondo  il  quale  aumentano  i residui 
cioè  quel  che  diverrebbe  il  capitale  t per  l'aumeuto  suddetto , si  avrà 

ar(  r'’ — 1 ) 

g m)  ' 

Se  n = 23oo  , r = ^ = 4 j m = 2 , si  ha 

X = aoi3oo. 
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CAPO  IV. 


EQUAZIONI  DI  SECONDO  GRADO,  E TEORICHE  AFFINI. 

ART.  I. 


Risoluzione  delle  equazioni  di  secondo  grado. 

> 

aao.  Lo  equazioni  di  secondo  {^rado  possono  esser  di  due 
specie;  alcune,  nelle  quali  entra  solamente  l’ incognita  ele- 
vata alla  seconda  potenza,  ed  altre  ove  trovasi  anche  l’in- 
cognita al  primo  grado.  Le  prime  si  dicono  incomplete , le 
seconde  comidete. 

Le  equazioni  di  secondo  grado  incomplete  possono  sempre 
ridursi  alla  forma  Dovendo  esser  a;  eguale  a quel  nume- 

ro che  moltiplicato  per  sè  stesso  dia  q,  si  scriverà  ar=  ^ q,  ' 
Eistracndo  da  q la  radice  quadrata  o esattamente  o per  ap- 
prossimazione ( n'  i58  e scg.  ),  si  avrà  il  valore  di  x. 

Potendo  un  quadrato  provenire  tanto  da  una  radice  po- 
sitiva quanto  da  una  radice  negativa  (n°  87),  bisogna  mettere 

il  doppio  segno  avanti  al  radicale;  e si  avrà  così  a:  = + y/y. 

Se  per  es.  si  ha  , siccome  vi  son  due  numeri  , 5 

e — 6,  che  elevati  a quadralo  danno  a5,  si  dovrà  fare  a;=+5  : 
la  natura  della  quistionc  farà  conoscere  quale  de’ due  valori 
di  X deve  adottarsi. 

Allorché  la  quantità  sotto  il  radicale  risulta  negativa,  si 
avranno  per  x due  simboli  o espressioni  immaginarie  (n°  87), 
le  quali  mostrano  1’  impossibilità  di  trovare  una  quantità  che 
possa  soddisfare  alle  condizioni  espresse  dall’  equazione.  In 
effetti  avendosi  x^=  — y,  sarà  »’ -|- y = o.  Ora  essendo  y 
quantità  positiva  per  ipotesi,  ed  ar’ positiva  ^er  condizione 
essenziale , non  può  la  somma  di  due  quantità  positive  esser 
zero  ; e questa  impossibilità  viene  mostrata  co’  simboli  im- 
maginari. 


23 1.  Le  equazioni  di  secondo  grado  complete  possono  ri- 
dursi alla  forma 


no-’  + ix  + c = o , 


11 
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ovvero,  dividendo  ciascun  icniiiuc  per  a o facendo  pei-  soinpli- 

-,  A e 

cita  - , -s=q  , 

a a 

■T*  + P»  + 7 = O , 

d’  onde  si  ha 

x'  +/;.T  = — 7. 


Per  risolver  questa  equazione  si  rifleiui  che  se  il  primo  niciii- 
bro  fosse  un  quadralo  perfetto,  estraendo  la  radice  dall’ uno 
e dall’altro  membro , risulterebbe  un’ equazione  <-on  l’inco- 
gnita al  primo  grado  , e si  potrebbe  oilenerc  immcdìalamenic 
il  valore  di  essa.  Ora  paragonando  il  primo  membro  dell’e- 
quazione px  ~ — q col  quadrato  di  x -j-  a che  c 
-t-swx  -f-  a’,  si  vedrà  fàcilmente  die  x"^  è il  «piadralo  del  primo 
termine  del  binomio  , che  siccome  px  dev’  essere  il  doppio 
prodotto  del  primo  termine  pel  secondo , questo  secondo  ter- 


mine sarà  ; sicché  a rendere  .r^  -|-  px  un 
fello  è necessario  aggiungervi  il  quadrato  di 


do  perciò  ad  entrambi  i membri  si  ha 


quadralo  pcr- 
^/i.Aggiungen- 


1 I 

-p'  = ^ + 7 ; 

ed  estraendo  dall’uno  e dall’altro  membro  la  radice  <pia- 
drala  , si  ha 

® + -7; 

essendosi  messo  il  doppio  segno  avanti  il  radicale  per  le  ra- 
gioni esposte  di  sopra  ( 11“  prec.). 

Da  questa  equazione  si  ricava 


Il  doppio  segno  di  cui  è affcllo  il  radicale  mostra  che  x può 
avere  aue  valori  , cioè 

^ = —'P+yJ'^P'—7,  ^ = -'-P'-\j\p'-</- 

) 
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Se  la  qunniilh  sono  il  radicale  non  è na  quadrato  perfetto, 
i due  valori  di  x saranno  irrazionali  ; e se  è negativa,  saranno 
immaginari. 

Osservando  il  valore  d’  x si  ricava  la  seguente  regola  per 
ottenerlo  senza  calcolo.  Z/'  incognita  nell’  equazione  di  se- 
condo grado  è uguale  alla  metà  del  coefficiente  del  se- 
condo termine  col  segno  cambiato  , più  o meno  la  ra- 
dice quadrata  della  somma  del  termine  noto  col  segno 
cambiato  e della  stessa  metà  del  detto  coefficiente  elevata 
a quadrato. 

Applicando  questa  regola  alle  tre  e(jnazioni 

a 

x' — — I,  x'  — 


si  Ottiene  rispettivamente 


Per  la  prima  si  hanno  due  valori  razionali  , per  la  seconda 
irrazionali  , per  la  terza  immaginari. 

aaa.  Qui  cade  a proposito  il  far  notare  una  diSerenza  es- 
senzialissima fra  la  natura  delle  equazioni  di  primo  grado  e 
quelle  di  secondo.  Le  equazioni  di  primo  grado,  quando  non 
sono  assurde , non  danno  che  un  valore  unico  per  1’  inco- 
gnita e sempre  razionale  ; quelle  di  secondo  grado  non  solo 
somministrano  per  l’ incognita  due  valori,  ma  questi  possono 
e.sser  razionali  o irrazionali  ; c oltre  al  poter  prendere  tulle  le 
forme  sono  le  quali  si  possono  pre.sciiiare  tpielli  che  dipen- 
dono da  equazioni  di  primo  grado,  l’assurdo  può  anche  inani- 
Icstarsi  col  simbolo  immaginario. 

225.  Ciascuno  de’ valori  di  x ricavali  di  .sopra  gode  della 

propriciti  che  sosti  tu  ilo  nell’equazione  in  luogo  ilcil' incogniia 

* 
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(n°  93),  risulta 

■■■  2 - 

Qualunque  quaniilh  che  sosliluita  in  luogo  dell’ incognita 
rende  l’equazione  identica  si  chiama  mr/Zee  dell’ equazione. 
Sebbene  i valori  dell’  incognita  nelle  equazioni  di  primo 
grado  godano  dalla  stessa  proprielà  , la  parola  radice  non 
comincia  ad  adoperarsi  che  dalle  equazioni  di  secondo  grado 
in  poi. 


vi  soddisfa.  In  fatti  osservando  che  (^\J 


324.  Dalla  necessità  di  mellere  il  doppio  segno  avanti  il  radicale  sri 
è coiichiuso  che  la  a*  nelle  e(|iiazioiji  di  2°  grado  può  aver  due  valori. 
Questa  proprielà  , comune  alle  equazioni  di  inni  i gradi  , cioè  che  ogni 
equazione  animelle  laute  radici  per  quanto  è il  suo  grado  , è indipen- 
dente dalla  risoluzione  dell’  equazione  •,  e sebbene  debba  esser  dimo- 
strala per  un  grado  qualunque  , per  dar  maggior  risalto  alla  differenza 
fra  1’  equazioni  di  primo  grado  e quelle  di  secondo  , gioverà  far  co- 
noscere che  la  natura  delle  equazioni  di  secondo  grado  è tale  da  am- 
metter necessariamente  due  valori  per  rincognila,  indipendenleroente  dal 
metodo  tenuto  per  risolverle. 

Ammettiamo  che  l’ equazione  ar*  -f-  p.v~  — ly,  abbia  una  radico  rap- 
presentata da  a , dico  che  dovrà  necessai iamenle  averne  un'altra,  ès- 
sendo a radice  di  quella  equazione  , sarà  a'‘  pii— — ij  ; e (|nnidi  , 
mellendo  in  vece  di  — </  l’espressione  eqiiivalimle  a'  pa-,  1' eipiazione 
proposta  diverrà  ai’  px~a'  +/in,  ovvero  x' — a’+/)(.c — u'=o,  ov- 
vero {x  — o)(a:  +0^  + p(x  — (i)  :i3  O , o in  (ine  (a:  — (i)(.T-po-(-y;)r=:o. 
Quest’ iiUima  equazione  non  c che  la  proposta  sotto  altra  forma.  Oia 
è evidente  che  il  primo  membro  diviene  zero  p facendo  x — a—u  , 
o facendo  a;-f-a+/'=:o.  Nel  primo  caso  si  Iiu  xzxza  , elio  è il  valore 
di  a;  supposto  , nel  secondo  caso  si  ha  xzx.  — a — p.  Diimpic  se  si  Jia 
un  valore  a per  l’ incognita  , ne  dovrà  esistere  neeessariamrnie  un  altro, 
clic  è — a — p. 

Si  può  verificare  questa  circostanza  sopra  i ilnc  valori  trovali  per 
X ( II"  233  ).  Giacche  supponendo  che  il  primo  sia  eguale  ad  a,  cioè 


risullaincnto  identico  al  secondo  valore  di  j-. 
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a!25.  Se  si  chiamano  a e ^ le  due  radici  dell’  equazione 
di  secondo  grado  px-\-q=  o , questa  equazione  potrà 
mettersi  sotto  la  forma  (x — a)(x—ù)=o-,  e facendo  il  pro- 
dotto,si  ha  x^ — x-\-ab=o.  Dal  paragone  di  questa  equa- 
zione eon  la  proposta  si  ricava  p= — (a+A),  y = a6,  cioè 
il  coellir.iente  del  secondo  termine  è uguale  alla  somma  delle 
radici  col  segno  cambiato  , e 1’  ultimo  termine  è uguale  al 
prodotto  delle  radici. 

Questa  pioj)rietà  si  olTic  opportuna  per  risolvere  elegante- 
mente il  seguente  problema  : Si  cerchino  due  numeri  la 
cui  soninui  <siu  p e il  cui  prodotto  sia  q.  Chiamando  x c 
y «juesti  numeri,  si  avrà  a; -|-_y  ary  =y.  Senza  ricorrere 
all’  eliminazione  , si  vedo  che  x ed  y sono  le  radici  di  una 
equazione  di  secondo  grado  della  forma  u^ — 
perciò  sarà 


A U T.  II. 


Discussione  delle  radici  delle  equazioni  di  secondo 

grado. 


226.  Neirequazione  generale  x’-h/ta;  + 7=0,  i cocllicienti 
p e q possono  rappresentare  quantità  positive  0 negative;  e al- 
cuno di  questi  può  esser  anche  nullo.  Il  segno  c il  valore 
de’ coellicicnti  influisce  grandemente  sulla  natura,  sul  segno 
c sul  valore  delle  radici.  Ed  è questo  ciò  che  ora  ci  propo- 
niamo di  esaminare. 


Essendo  in  generale  x — — - p — (jr,  si  vede  che 

qualunque  sia  il  segno  di  />>  è sempre  positiva.  Quando 


q e positiva,  le  radici  saranno  reali  se  7/?^  >7,  c 

I ■ 

ginaric  se -/?*■<  7.  11  carattere  adunque  della  realità 


imina- 
calità  delle 


radici , quando  il  tcrriiinc  noto  è positivo , è che  il  qua- 
drato della  metà  del  coeflicicnlc  del  secondo  termine  sia  mag- 
giore del  tcriniuc  nulo. 
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Se  q è negativa,  le  .ratlici  son  sempre  reali,  perchè  la 
quaaiità  ^ y che  è sotto  il  radicale  è positiva  qualun- 
que sia  p. 

Supposto  che  le  radici  sieno  reali , vediamo  quale 
inlliienr.a  abbia  sul  loro  valore  il  segno  di  p. 

/"  Sia  q negativa,  e p positiva  , eioè  si  tratti  dell’  equa- 
zione x’ -jrP^  — ? = o ; sarh  x= — ~P'Ìl  \j ^P^~^  ?• 

sondo  prima  radice— -|-  \J'^p^-\-q  sa- 

rà positiva.  Le  due  radici  saranno  perciò  una  positiva  e 
r altra  negativo,  e in  valore  assoluto  la  radice  positiva  sarà  mi- 
nore della  negativa. 

a"  Sia  q negativa  e p negativa;  l’equazione  x’ — px — y=o 
darà  X =i.  p-f-  Per  la  stessa  ragione  essendo  il 

radicale  maggiore  di  ^ j?  , la  prima  radice  è positiva , la  se- 
conda negativa  ; ma  la  positiva  maggiore  della  negativa  in 
valore  assoluto. 

Quando  dunque  q è negativa  , le  radici  sono  sempre  di 
segno  contrario  : e in  efleiii  y è il  prodotto  delle  radici. 

Saià  poi  la  radice  positiva  minore  o maggiore  della  ne- 
gativa in  valore  assoluto  , secondo  che  p è positiva  o nega- 
tiva ; e di  fittti  p è la  somma  delle  radici  col  segno  cam- 
biato (ii°  ù55). 

,3°  Se  q è positiva  e p negativa,  sarà  x = -p  ±\l\p'^-q- 

Siccome  , le  rtidici  saranno  tutte  due  positive. 

4''  Quando  q e p sono  amendue  positive , sarà 

X = — -/>  ^ \j\p^  — q j c radici  saranno  tutte  due  nega- 
tive. Jn  effetti  l’equazione  -j- (/  = o,  nella  quale  p e 

q rappresentano  quantità  essenzialmente  positive,  non  può  es- 
ser soddisfatta  da  alcun  valore  posiliro  dell’  incognita  , per- 
chè la  somiua  di  tre  tjiiantilà  positive  non  potrebbe  esser 
zero. 
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5”  Se  , quando  q è posiiiva  , si. ha  -^P^  — Qì  > valori  della 
X divengono  aixàenduc  eguali  a — ~P'  cffelli  l’ equazione 
diviene  x’  -^px  + -jw*  = 0 > ovvero  -j-  -/?  'y  = o.  Es- 
sendo il  primo  membro  il  prodotto  di  due  fattori  eguali,  le  ra- 
tlici  sono  eguali. 

6"  Se  pz=:io,  i valori  della  x saranno  eguali  e di  segno 
eoiitrario.  JC  di  fallo  si  ricade  allora  sulle  e(|iiazioiii  di  secondo 
grado  incomplete  ( 11"  U20  ). 


y"  Se  fy=o,  si  avrh  x = — + y ^ ovvero  x = o, 

x-= — p.  E in  verità  I’ equazione  ridiiccsi  ad  x’ -f-/>x  = o , 
e incllcndola  sotto  la  forma  x(.r -j- /;)=  o,  si  conoscerà  chia- 
ramente che  può  esser  vcriticala  o facendo  x=o,  o x= — p. 

H'  Finalmente  .se  77=^0,  </  = 0,  le  due  espressioni  delle 
radici  diverranno  zero.  Di  latti  1’  c<|uazionc  riduceudosi  a 
x^  = o può  esser  vertlicala  da  due  valori  d’ x = o. 


Lf  firsse  rircoslaiizc  si  |>r<'Sciilnn<i  inionio  idl.T  n.aliira  «Ielle  ra- 
«Ilei  , Ijiiaiiiìo  r eipiazioiie  c «lillà  stjllo  l;i  forma 

a.r'  + l>.v  + f = o . 


Giucchi;  «hvisii  per  <i  e risolutii  ci«l  ni«'lo«lo  or«liii5ii«i  «là 


' — — 4"'' 

•2a 


La  coiiilizìoiic  «l«■lla  rcalilà  «Ielle  i'a«lici  è — 4a«;^o. 

.Si  osservcrìi  «|iii  «li  |i;«s4aggio  che  se  lrinomi«i  <l.r  -|-i,« +c 

è «III  «|iiii«hato  [leifellu. 


2^9.  Le  e«]uazioui  «li  secoiitlo  gra«l«j  sollo  <)nesl’  ultima  forma  «iaiiito 
luogo  .'1*1  osserv-ire  alcuni  va!«iri  singolari  «lipendcnli  cliil  coeflieictile  o. 

Suppouiamo  che  il  cocllicieute  (t  vii«la  diminuendo  finche  «livenga 
zero.  Le  due  esprcssoui  della  x diverr.nuio 


X 


X 


— 


o 


1 


emè  la  prima  si  present.-i  sullo  la  fui'iim  d’ inilclermiiiazioiic  , f ;dlr.i 
sotto  «luclla  dell’  iidiiiilo.  Uici.rreiulo  all’  «'<piii/.ioue  , e liiceiidovi  I ipo- 
tesi rt=o  , essa  si  riduce  a /«.«-f-c  — o,  la  ipialc  dà  un  vaiolo  i idei - 
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minalo  0;=: . Non  potrcb>>cro  questi  risultamenti  conciliarsi,  se  il 

primo  valore  della  x non  coulcnesse  un  fattore  comune  al  numeratore 
e al  denominatore  die  si  riduce  a r.cro.  Per  iiieller  questo  iiittore  in 
evidenza  si  uiolliplicliino  i te^initii  della  frazione  cbe  rappresenta  la 

prima  radice  per — b — V'é'-  ^ac  , e quelli  della  seconda  per 
— A + V*’-4  ac.  Il  numeratore  essendo  il  prodotto  della  somma  per 
la  dillereiiza  di  due  quautilu  saia  ncjuale  alla  dillerciira  de’  quadrati  , 
c diverrà  4«c.  Sopprimendo  allora  il  faUore  ua,  comune  al  immeraloru 
c al  denominatore  , i due  valori  d’ a:  divengono 

2C  2C 

•T  mÌv  ' --  ^ «C  } 

—6 — \/Zi’— 4ac  — — 4«c 

i quali  , facendovi  a = o , si  riducono  a 


Dunque  il  valore  della  prima  radice  è — l’altro  c infinito  (*). 


L’equazione  intanto,  rlducendosi  per  la  supposizione  a=o  a tix  + c=.o.^ 
non  presenta  alcun  vestigio  del  valore  infinito  somininistrato  dalle  lor- 
mole  generali,  ('dò  dipende  dall’  aver  considerato  il  coefficiente  «uguale 
a zero  e non  come  limile  delle  quantità  decrescenti.  La  supposizione 
a = o cumbiando  l’ equazione  di  secondo  giallo  in  e(|uazione  di  primo, 
non  può  somministrar  per  x che  un  sol  valore.  Ma  il  risuliamenlO 
a:  = 20  conviene  ab  caso  in  cui  « conserva  un  valore,  quantunque  mi- 
nore di  qualunque  quantità  assegnabile.  In  cllctti  il  valore 


X 


— 2C 

b — yò*— 4<ic 


diviene  tanto  pili  grande  quanto  più  piccolo  è a j perciò  ad  a — — 

Ob 

corrisponde  x = x . 


(*)  Si  faccia  attenzione  alla  ti  asfurmazione  operata, di  cui  spesso  si  fa  uso 
per  passare  un  radicale  dal  miineruture  al  dcuominatorc.  Così  per  es. 

r equazione  x'  — 2.c  — i =z  o d'a  x=^i  ■+  queste  due  radici  pos- 
sono presentarsi  sotto  la  forma 

X=.+V2,X  = -^, 

nelle  quali  il  segno  dei  radicale  ù neccssariaineulc  >4-. 
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2°  Se  <1=0  e é=o  , i duo  valori  d’ a:  dlvoiif;ono  iufìiiiti. 

J'  Se  rt  =z  o , i = o,  <^  = o , "le  espressioni  iJclJe  radici  si  ridu- 
cono a È questo  U solo  caso  d'iiidclenniuazioiie  che  offre  un'equa- 
zione di  secondo  grado. 


23.1.  Per  inlciiderc  come  i valori  innnili  possano  soddisfare  aU’cqua- 

zionc  , si  faccia  x = L’equazione  diverrli  ^ ~ 4- c = o , ovvero 

o +/<)'  + c_y*  =0.  Quando  a—o,  si  ha  j(A-|-cy)  = o,  cioè  uno  dei 

valori  della  y è y — — - , e 1’  altro  è ^ = o.  Quando  <i=:o  , Z»=:o, 
c I 

si  ha  _y*=o  , cioè  i due  valori  della  y sono  zero.  Essendo  x=  - 

al  valore  y = o corrisponde  a;  = x . 


23i.  Rimane  ora  a dir  (|unlehe  cosa  sul  segno  de’ valori  infìuiti. 
Quando  si  ha  n = o , h~o,  i due  valori  ilella  <r  sono  ar=+cc  , 
x= — 05,  cioè  l’uno  è uguale  all’ infinito  positivo,  l’altro  all’in- 
finito negativo.  In  effetti  supponendo  prima  òz=.o  , 1’  equazione  diviene 

ax*~ — c,  d’onde  ei= . 11  seeoudo  inenihro  non  variando  sia  ehe 

x' 

si  prendano  per  x valori  positivi  o valori  negativi  , quando 
X = + X si  ha  sempre  a—o.  ‘ 

Quando  si  ha  solaincnlc  n = o , sembra  a prima  vista  che  l’ infinito 
possa  prendersi  anche  col  doppio  segno  ; infatti  scrivendo  rcijuazione 

sotto  la  forma  a ~ — , per  x o si  metta  -t-  cc  o — ce  si  ha 

X X ^ 

sempre  a = o.  Questa  circostanza  potrebbe  far  credere  che  1’  equazione 
di  secondo  grado  in  questo  caso  singolare  ammettesse  tre  radici  , cioè 


il  valore  finito — j e i due  valori  +»j 


il  che  ripugna  colla  teorica 


delle  equazioni.  Ma  qui  è necessario  richiamare  ciò  che  abbiamo  detto 
( n°  49  ) intorno  ai  limiti  delle  quantità  crescenti  o decrescenti  ; cioè 
che  per  decidere  del  segno  di  cui  rpieste  quantit'u  debbono  esser  affette, 
bisogna  considerarle  prima  di  arrivare  al  limite. 

11  valore  di  x che  dh  1’  infinito  è ipicllo  in  cui  il  radicale  ha  un 
seguo  contrario  a (juello  che  ha  i nell’ equazione.  Supponiamo  per  fissare 
le  idee  che  sia  i>  negativa  , cioè  ehe  si  tratti  dell'equazione 
ax'  — ^x-f-cxzo.  (L’ultimo  termine  può  aver  <[ualunque  segno).  Il 
valore  della  radice  che  diviene  infinita  per  o = o è 


_+^  + V^’ — 

1U 

Il  numeratore  essendo  neccssarianienle  un.n  ijuanlita  positiva  , qualun- 
que sia  il  segno  di  a e di  e , se  si  prende  a positiva  , i valori  di  x 
saranno  tulli  positivi  , e crescenti  a iiiisuia  che  a diminuisce.  Quando 
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a diviene  zero  è x~  + cc  Se  poi  è a negativa  , 1’  equazione  diviene 
— ajr’  — ùx  c=z  o , ovvero  n.v’  bx  — c = o \ rcspiessionc 


^ \ b*  — 

— 2a 


dnrh  valori  negativi  , 


quali  cresceranno  in  va- 


lore assoluto  a misura  che  a diminuisce  in  valore  assoluto.  Quando  n 
arriva  al  limite  zero,  sarJt  xzzz — ».  Il  segno  deli' iiifìuito  <1  i pende  , 
come  gih  si  è dello  , dal  seguo  della  ipiaiitil.’i  prima  del  limile.  Si 
conehiude  da  ciò  che  i due  valori  .»»:+»  non  ap|iaiiengnno  alla 
medesima  equazione  , ina  a due  eipiazioin  che  hanno  per  radice  co- 


c 

mime 

b 


L’  equazione  ax' — ò.v-J-c— o,  quando  n = o,  ha  per  radici  xzxi  ^ ^ 
r altra  ax' bx  — c o ha  per  radici  nella  stessa  ipotesi 
x=.  — ».  Supponendo  b positiva,  si  concliiudereblze  similmente 


che  all'equazione  ax' bx•^■c~o  appartiene  la  radice  ,r“  — cc  , e 
all’altra  ax' — bx — c—o  si  compete  j:=-I-k.  II  seguo  di  c non  in- 
fluendo sul  segno  della  radice  infinita  , si  conchimlei'u  che  1'  infinito 
dovrà  avere  il  segno -J-  o — , secondo  che  b sarà  negativa  o positiva. 


a3a.  Da  questa  discussione  risulta  che  i valori  delle  incognite  nelle 
eijiiazioni  di  secondo  grado  possono  rivestir  tutte  le  forme  sotto  le  quali 
si  presentano  quei  di  primo  grado  , cioè  possono  esser  positivi  , nega- 
tivi , infiniti  , infiniicsimi  e iiidetenninali.  V'  ha  però  una  forma  di 
valori  interamente  propria  delle  equazioni  di  grado  supcriore  al  primo, 
ed  è la  forma  immaginaria.  I valori  negativi  , c i simboli  infiniti  o in- 
finitesimi ricevono  presso  a poco  la  medesima  iiilcrpelrazioiie  Unto  nel 
primo  che  nel  secondo  grado.  Ma  le  espressioni  irnmaginuric  sono  il 
simbolo  di  un  assurdo  di  altro  genere. 


A II  T.  III. 

Interpelrazione  da’  valori  delle  incornile  ne’  problemi 
di  secondo  grado. 


a33.  Dopo  aver  risultilo  un  prublctna  di  secondo  yrado  , 
Iraliast  di  conoscere,  quale  dc’dne  valori  dcirinco^itiia  sod- 
disfa al  proliicnia.  Tulli  dite-  vcrifKiino  I’  equazione  ; ma  per 
convenire  al  problema  fa  d’  uopo  che  si  accordino  esaiia- 
nicnle  con  lune  le  circosiaiizc  parlicolari  del  problema.  Con- 
viene in  lale  disamina  rc(;olarsi  come  per  le  equazioni  di  primo 
erado  (n°aog  e seg.).  Se  liaiusi  di  problemi  numerici,  cioè  se 
riitcogniia  e un  numero  asirallo,  il  problema  non  può  e.sscr 
risoluto  nel  senso  dell’  enuncialo  clic  dal  solo  valor  positivo. 
Quando  si  tratta  dì  altri  problemi  , ordinariamenle  i valori 
positivi  li  risolvono  nel  scikso  dirollo  doll’ciiiinciato;  ma  an^ 
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che  questi  possono  inivolia  non  convenire  al  problema  per 
le  ragioni  acldolie  nel  n"  210. 

I seguenti  problemi  serviranno  di  schiarimento. 

I.  PiiOBT.EMA.  Si  è comprato  un  cavallo  per  un  certo 
prezzo.  Dopo  qualche  tempo  è stato  venduto  per  a4  scudi, 
e in  questa  vendila  si  è perduto  tanto  per  100  sul  prezzo 
di  compra  per  quanto  era  costato  il  cavallo.  Si  domanda  il 
prezzo  di  compra. 

Sia  X questo  prezzo;  la  perdita  sarà  espressa  da  x — 24. 
Ma  siccome  si  perdono  tanti  scudi  per  100  per  quante  unità 
.sono  in  a: , così  se  per  100  si  perde  ar,  per  x scudi  la  per- 

dita  sarà  . Eguagliando  queste  due  espressioni  die  espri- 
mono la  perdita , si  avrà  1’  equazione 

X* 

= 4p  — a4  ovvero  ;r*  — iooa:  =— i4oo, 

100  ^ 


La  quale  risoluta  dà  ar  = 60 , x = 40.  Questi  due  valori  ri- 
solvono amendue  il  problema  proposto , giacché  niuno  di  essi 
trovasi  in  contraddizione  colle  circostanze  particolari  della 
quisiione,  come  è fàcile  verificare. 

11.  Problema.  Si  sono  impiegati  in  un  certo  lavoro  due 
opcraj  con  salario  difTerenlc  : il  primo  dopo  un  certo  numero 
di  giorni  ha  ricevuto  96  lire  , c il  secondo  che  ha  lavo- 
ralo 6 giorni  di  meno  ne  ha  avuto  54  ; se  questo  secondo 
avesse  lavorato  tutt’  i giorni,  e il  primo  sci  giorni  di  meno, 
avrebbero  tutti  due  ricevuta  la  stessa  somma. 

Sia  X il  numero  de’  giorni  in  cui  lia  lavoralo  il  primo 
operajo  ; x — 6 sarà  il  numero  de’ giorni  di  lavoro  del  secon- 
do. Siccome  il  primo  per  x giorni  ha  ricevuto  96,  il  prezzo 

della  giornata  sarà  ^ ; parimente  il  prezzo  della  giornata  del 

secondo  sarà^-^.  Se  il  primo  avesse  lavorato  ar  — 6 giorni 

avrebbe  ricevuto^  (a:  — 6);  e se  il  secondo  avesse  lavorato 

ar  giorni  avrebbe  ricevuto  — x.  Ma  per  la  condizione  del 

problema  queste  due  somme  debbono  esser  eguali  ; dunque 
si  ha  * 


96  (a;— 6)  _ 54x 

X X — 6 ’ 
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ovvero,  dividendo  ciurainbi  i membri  per  6, 
i6(x — 6)’ =9x*. 

Si  potrebbe  sviluppare  il  quadrato  x — 6,  ordinare  e risol- 
ver questa  equazione  secondo  la  rc"ola  generale.  Ma  osser- 
vando clic  ciascun  membro  è un  (juadruLo  perfetto  , si  ar- 
riverà più  brevemente  ai  valori  dell’incognita,  estraendo  la  ra- 
dice dai  due  membri.  Si  ha  così 


da  cui 


4(x  — G)  = + 3.r  , 


X — 1^  , X 


7 ‘ 


In  cjuesto  caso  dei  due  valori  dell’ incognita , quantunque 
positivi,  il  primo  solo  risolve  il  problema.  Si  ha  in  fatti  che 

la  giornata  del  primo  operaio  è — ovvero  4 « e quella  del 
5i  r.  ■ ^ ' 

secondo  , - ovvero  3 lire.  Il  secondo  valore  non  può  ri- 

24 — G ‘ 

solver  il  problema  ; percliè  oltre  al  dover  secondo  ogni  ra- 
gionevole presunzione  essere  intero  il  numero  de’ giorni,  è ne- 
cessario che  (piesto  numero  sia  maggiore  di  6 : circostanze 
clic  non  si  possono  introdurre  nell'  equazione.  Il  secondo  va- 
lore risolverà  perciò  il  problema  numerico  che  è la  tradu- 
zione dell’  equazione  in  linguaggio  ordinario  , problema  su- 
scettibile di  due  soluzioni. 


234-  Per  mostrare  quale  interpetrazione  ricever  debbono  i 
valori  negativi  , esporremo  i seguenti  problemi. 

III.  PiiOBT.EMA.  Trovare  un  numero  che  aggiunto  quattro 
volle  al  suo  quadralo  dia  per  somma  ai. 

Chiamando  x il  numero  cercato , 1’  equazione  sarà 

x’  + 4-V  = 31  > 

la  quale  dà  a;  = 3,  ar  = — 7.  Il  primo  valore  risolve  il  pro- 
blema nel  senso  dell’  enuncialo  , giacche  sostituito  nell’  c<{ua— 
zioPe  dà 

9 + 12  = 21- 


Siccome  il  secondo  valore  dee  verificar  1’  equazione  , sosli- 
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4g  — 28  = ai. 

Qui  si  vede  che  il  numero  ai  si  compone  della  differenza  1 
e non  della  somma  de’  termini  **  e 4*  i esso  dunque  risolve 
quest’  altro  problema  : Trovare  un  numero  che  tolto  quat- 
tro volte  dal  suo  quadrato  dia  per  resto  at.  Secondo  que- 
sto enunciato  I’  equazione  sarà 

• 

X* , 

la  quale  dà  *=7  , x=  — 5.  Ora  il  primo  valore  risolve 
il  problema  nel  senso  dell’  enunciato  , »^il  secondo  un  pro- 
blema analoj,'o.  Così  queste  due  qiiisiioni  si  trovano  neces- 
sariamente comprese  in  una  medesima  equazione. 

Per  conoscer  la  ragione  del  legame  cue  serban  fra  loro 
queste  due  quistioni,  (a  mestieri  osservare  clic  quando  si  rap- 
presenta per  X il  numero  cercato , questa  lettera  è il  simbolo 
di  una  quantità  clic  può  esser  positiva  o negativa.  Or  se  si  am- 
mette che  il  numero  cercato  possa  essere  anche  negativo,  il  pro- 
blema proposto  avrà  due  soluzioni,  e i due  numeri  saranno  3 
e — 7.  Ma  siccome  nel  sommare  col  quadrato  di  — 7 quattro 
volte  — 7 si  viene  col  fatto  ad  eseguire  una  sottrazione,  per- 
ciò la  prima  quistione  applicata  alle  quantità  negative  equi- 
vale in  sostanza  alla  seconda.  Non  si  possono  considerar  come 
distinte  queste  due  quistioni  se  non  colla  supposizione  che 
il  numero  cercato  deliba  esser  positivo,  supposizione  di  cui 
1’  equazione  non  conserva  gli  clementi.  In  caso  contrario  la 
quistione  sarebbe  una,  e suscettibile  di  due  soluzioni.  E que- 
sto l’ effetto  della  grande  generalità  dell’Algebra,  la  (piale  dà 
sempre  o tutte  le  soluzioni  di  cui  una  stessa  quistione  è su- 
scettibile , o ravvicina  le  quistioni  analoghe. 

Moltiplicando  le  equazioni  x'^-^^x — ii=;o,  x^ — 4a — 21=0 
si  ba  l’equazione  di  quarto  grado  a;'*— 1 44i  =0, che 
avrà  per  r.idici  a,'  = + 5,  a;=  + 7.  Questa  equazione  fa  cono- 
scere che  qualunque  valore  debba  aver  x , se  ne  ha  uno 
positivo  ne  deve  aver  un  altro  uguale  m.a  negativo,  perchè 
non  cambia  di  forma  se  si  scrive  — a;  in  vece  di  x. 

IV.  PnOBLiiMA.  Un  negoziante  sconta  due  cambiali,  una 
di  ducati  41  iO  pagabile  dopo  7 mesi,  c l’altra  di  due.  7140 
pagabile  dopo  4 mesi.  Paga  per  tutte  due  la  .somma  11000 
ducati.  Si  (lonianda  a qual  ragione  riviene  l’ iulcicsse  del  da- 
naro anticipato. 
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Per  evitare  le  frazioni  sia  1 a*  l’ interesse  per  un  anno  di 
100  ducati  ; saranno  7X  e 4^  gl’ interessi  della  stessa  somma 
per  7 mesi  e per  4 mesi.  Ora  se  per  una  somma  100+7X 
egli  avrebbe  dovuto  pagare  loo  , la  somma  da  anticipare  per 
ducati  4i4(>  >1  quarto  termine  della  proporzione 


, , iliooo 

100  + nx  ' 100  ::4i4»  I - , 

loo-j-^x 

Allo  stesso  modo  si  trova  che*  la  somma  che  dovea  pagare 

per  conto  della  seconda  cambiale  è espressa  da  ^.Ma 
/ lnO+4-^' 

per  queste  due  cambiali  ha  pagato  11000;  si  ha  dunque 

414000  714000 

4 — = IIOOO, 

100+70:  100+4x 


ovvero,  dividendo  ciascun  membro  per  1000, 


_4_i4  _ ^ 

ioo+7-r^  100+4.V 

Facendo  sparire  i denominatori  e ordinando  , si  ha 

544*’  a'toe 

" + 3fer"=  w’ 

da  cui  si  trac 


ed  effettuando  i calcoli  numerici 


-a7.3  + .!t77 
i/foo 

é 4 

E evidente  che  solo  il  primo  valore  risolve  il  problema  ; 
perchè  essendo  la  somma  delle  cambiali  11280,  c avendone 
il  negoziante  pagato  1 1000,  riiuercssc  de v’ esser  ncccssaria- 
iiiciitc  una  quantità  positiva.  Siccome  x è 1’  interesse  di  un 
mese,  lax  sarà  l’interesse  di  un  anno  , e si  ha  I2x=6,  cioè 
le  cambiali  sono  state  scontate  al  6 per  100. 


ovvero 
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Il  valor  negativo  non  ha  alcuna  relazione  col  problema 
proposto  ; e risolverà  il  problema  numerico  rappresentato 
dall’  equazione 

3o8x’  + 544^'^  = 3800. 

Le  quantità 

4.14000  ^l4ooo 

lOO-J-y-V  ’ 100+4-V  ’ • 

esprimono  il  valor  reale  delle  cambiali  , mentre  il  valor  no- 
minale è rispettivamente  4^40  e 7140.  I problemi  di  questa 
natura  si  risolvono  tutti  nello  stesso  modo , cioè  riducendo 
e paragonando  i valori  di  queste  carte  dopo  averli  riportati 
alla  medesima  epoca. 


355.  Qualche  volta  il  valor  negativo  risolve , come  ne’ pro- 
blemi numerici  , un  problema  analogo  al  proposto  , come  si 
può  riconoscer  dal  problema  che  segue. 

V.  Problema.  Si  è comprato  per  180  scudi  un  certo 
numero  di  canne  di  panno.  Se  per  la  stessa  somma  si  ibs- 
scro  avute  tre  canne  di  più,  il  panno  sarebbe  rivenuto  a tre 
scudi  di  meno  la  canna. 

Sia  X il  numero  delle  canne  di  panno  comprato , — sarà 
il  prezzo  di  una  canna.  Se  si  fossero  avute  tre  canne  di  più, 
il  prezzo  di  una  canna  sarebbe  questo  prezzo  è mi- 

nore del  secondo  di  3 scudi  ; dunque  si  ba  1’  equitzione 


ovvero 

da  cui  si  trae 


»8o  180 

*+3  “ T"  - ^ ’ 

x'  + 3x  = 180  , 


x:= — i5. 


11  n>rimo  valore  corrisponde  direttamente  all’  enunciato  ; 
perche,  secondo  questo  valore,  si  sono  comprale  13  canne 
di  panno  a i5  scudi  la  canna  ; e se  si  fossero  ottenute  tre 
canne  di  più  , cioè  i3  canne  , il  prezzo  di  una  canna  sa- 
rebbe stato  13  scudi  , cioè  3 scudi  di  meno. 
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Per  veder  qual  uso  si  può  Ciro  del  valor  iiegalivo,  si  cangi 
nell’ equazione  x iii  — x ; essa  diverrà 


ovvero 


La  quale  equazione  corrisponde  alla  quistionc  seguenie  : Si 
sono  comprate  per  180  scudi  alcune  canne  di  panno;  se  per 
la  stessa  somma  si  fossero  avute  <*e  canne  di  meno,  il  panno 
sarcljlìc  rivenuto  a tre  scudi  di  più  la  canna. 

È facile  il  vcritìcare  che  i5  soddisfa  a queste  condizioni. 
Queste  due  quistioni  hanno  tra  loro  tale  ttipendenza  , che 
non  si  può  esprimer  per  una  di  esse  la  relazione  fra  le  quan- 
tità noie  e le  ignote  senza  abbracciarle  tutte  due. 


1 Ho  1 Ho  ^ 


A'  + 3 X 


180  iHo 

— -•  = . — + 3. 
x—3  X 


a36.  Ecco  un  altro  problema  che  ci  sembra  proprio  a far 
meglio  conoscer  la  natura  de’ problemi  di  secondo  grado,  e 
quella  dell’ assurdo  che  si  manifesta  col  simbolo  dell’immagi- 
nario. 

VI.  Problema.  Si  debba  dividere  un  numero p in  due 
parli,  il  cui  prodotto  sia  eguale  a q. 

Sia  X una  delle  parli,  1’ altra  sarà/? — x ; si  avrà  dunque 

, ovvero  x' — /jxxz  — , 

da  cui 

=‘  = \p±\l\p'-n- 


Si  supponga  /?  = IO,  9 = 21  , sarà  x — q , x = 5.  Questi 
due  valori  non  sono  due  soluzioni  di.slinie  , ma  le  due  parti 
del  numero  proposto.  Meriia  attenzione  la  circostanza  , che 
avendo  cercato  una  sola  delle  parti , 1’  Algebra  le  ha  date 
tulle  due.  Così  doveva  infatti  avvenire , poiché  non  essendo 
possibile  introdurre  nell’  equazione  nn’  incognita  che  esclu- 
sivamente rappresenti  la  parte  più  grande  o la  più  piccola  , 
l’ equazione  le  deve  comprender  tutte  dup. 


Quando  ^ /»*<</  , 
ponendo  /?=  10  c q 


il  problema  è impossibile.  Di  fatti  sup- 
= 29  si  ha  ar  = 5i  V— 4,  espressioni 
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immaginarie.  Il  problema  dunque  è assurdo  con  questi 
dati. 

Per  comprender  la  natura  di  questa  assurdità , risolviamo 
il  problema,  prendendo  per  incognita  la  differenza  delle  due 
parli.  Sia  d questa  differenza  ; le  due  parti  saranno  rispet- 
tivamente ^ + ~»  à ^ ’ **  dunque 


P+d 

a 


X 


p — d 

■ ■ =:  fl , ovvero 

2 


4 


Si  vede  che  — è sempre  maggiore  di  ed  è uguale  a g nel 
solo  caso  che  la  differenza  sia  nulla , cioè  che  le  due  parti 
sieno  uguali.  Ora  se  si  vuole  che  ^ sia  minore  di  j , si  pre- 


tenderà una  condizione  assolutamente  ripugnante  colla  na- 
tura della  quislione , ed  alla  quale  l’algebra  risponde  con  sim- 
boli immaginari. 

Si  osservi  che  siccome  il  massimo  valore  di  ^ si  ha  quando 
d=o  y il  prodotto  delle  due  parti  di  un  numero  è massi- 
mo , quando  il  numero  è diviso  per  metà. 


a3j.  Ecco  un  problema  che  dà  luogo  a varie  considerazioni. 

VII.  Problema.  Trovare  sulla  retta  che  unisce  due  lumi  di  diverse 
intensità  il  punto  egualmante  rischiarato,  sapendosi  che  l’iutensità  della 
luce  diminuisce  secondo  il  quadrato  della  distanza. 

jtr 

c"  À c è o 


Sieno  A e B i punti  ove  son  posti  i lumi,  e sia  la  distanza  AB  eguale 
ad  a.  Si  supponga  C il  punto  egualmente  illuminato  ; si  faccia 
sarà  CB  — (i  — X.  Sia  m 1’ intensità  del  lume  A ed  n <[uella  del 
lume  B all'unità  di  distanza.  L'  intensità  del  primo  lume  nel  punto 

C sarà  rappresentata  da  ^ , e quella  del  lume  B nel  punto  C sarà  da 

71  ^ 

Or  queste  due  inteusìta  debbono  esser  eguali  , dunque 


X*  (a — Xj* 


ovvero 


X* 


(•)  Questo  problema  ridiiccsi  a dividere  una  retta  in  due  parti , in  modo 
che  iloro  quadrati  sieno  in  un  rapporto  dato. 

12 
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Sviluppando  c ordinando  si  ha 

(n— m)*’  + lamx  = ma'  , 

d'  onde 


ovvero 


am  ^ A / a'm' 

Il — m — V n — m (it — ;«)* 

— am+nV  ma 


Questo  risuliamenio  può  esser  reso  piu  semplice  osservando  che 
\nm^\m\n  c che  n — m=z{\n  + ym) (Vii  — Vm);  in  conseguen- 
za i due  valori  della  x possono  mettersi  sotto  la  forma 

nVm(Vii — Vm)  _ _ — aVm  (Vii+Vm) 

(V«+V'n)(V«+V"»)  (Vi»+Vm)(V«— Vm)’ 


c divengono 


a\m 

\m+\n 


a\m 


\m — \n 


Si  poteva  pervenire  immediatamente  a queste  espressioni  più  sem- 
plici , osservando  che  nell’  equazione 


(o— at)*  n ’ 

si  può  estrarre  la  radice  da  entrambi  i membri  ; c allora  si  ha 

ovvero  a:Vii  = + (a— at)Vm, 

d’  onde  si  traggon  subito  i valori  di  sopra  riportali. 

Si  tratta  ora  di  esaminare  quale  de’  due  valori  risolve  il  problema. 
Secondo  il  primo  valore  le  due  parli  della  retta  AB  sono 


«v« 


“Vm  _ . 

X = — _ ^ = ylC,  a — 

\m+\n  \m+\n 


= BC. 


Giasenna  di  esse  è minore  di  a , perche  — — è minore  di  i. 

Vm-bV/i 

Il  punto  C cadra  più  verso  B o verso  A secondo  che  m è maggiore  o 
minore  dì  n ; ed  è chiaro  che  il  punto  egualmente  rischiarato  dcv'esscr  più 
vicino  al  lume  più  debole.  Questo  primo  valore  corrisponde  esattamente 
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alla  supposizione  fatta  nell’  enunciato  , cioè  che  il  punto  richiesto  sia 
m A e B. 

Secondo  1’  altro  valore  le  due  distanze  dal  punto  C sono 


a\m  —aVn 

x = — —,  a — x — — — : — . 

\m—\n  ^m—\n 


Supponendo  m>n  , il  j^imo  valore  sarà  positivo  e il  secondo  nega- 
V rn 

tivo.  Di  più,  essendo  maggiore  di  i , la  distonia  x sarà  mae- 

\tn — V'*  ° 

giore  di  a.  Questo  valore  dà  dunque  un  punto  O situato  al  di  là  del 
punto  B.  La  distanza  BC  mostra  che  la  differenza  a * dev’ es- 

ser presa  in  senso  contrario,  cioè  dev’ esser  x — n,  o pure  (secondo 
r idea  assegnato  alio  quantità  negative  ) che  questa  distanza  dev’ esser 
presa  in  senso  contrario  alla  BC  considerala  nello  stabilir  l’equazione. 
A questo  modo  1’  Algebra  fa  conoscer  che  vi  sono  due  punti  egualmente 
illuminati,  uno  tra  A eB,  l’altro  fuori  di  questa  distanza  dalla 
parte  del  lume  più  debole.  Il  secondo  valore  di  x non  corrisponde 
alla  supposizione  ; ma  questo  supposizione  non  ha  alcuna  influenza  sul- 
l’equazione, la  quale,  perchè  il  quadrato  (a — *)*  resta  lo  stesso  sia  che 
sì  scriva  a — x o x — a,  rimane  invariata  o sì  supponga  il  pnuio  C 
tra  i punti  A e B , o fuori  di  essi. 

Se  fosse  m</i  , il  primo  valore  darebbe  un  punto  C posto  tra  A 
e .fi  , ma  più  vicino  ad  A che  a B.  Il  secondo  valore  della  x darebbe 


—a\m  a\n 

x=-p =,  *=— r-i— 

\n — \n  \n — ym 

le  quali  evidentemente  indicano  un  punto  C"  posto  a sinistra  del  punto 
A fuori  della  distanza  AB. 

Finalmente  se  m~n,  col  primo  valore  d’ x si  ottiene 


cioè  il  punto  egualmente  illuminalo  è nel  punto  di  mezzo  della  di- 
stanza Ab.  11  secondo  valore  d’ x diviene 


. a\m 
o 

Dunque  l’altro  punto  egualmente  illuminalo  è posto  ad  una  distanza 
infìnìla  da’  punti  A e B.  Il  .segno  dell’  infinilo  dipende  dal  segno  che 
ha  il  secondo  valore  d’ x prima  di  arrivare  al  limile  j e siccome  il  se- 
gno di  questo  quantità  dipende  da  quello  della  differenza  m — n , così 
si  prenderà  x = -}.  ce  o x = — co  secondo  che  ni  — n prima  di  ar- 
rivare a zero  è una  quantità  positiva  o negativa.  In  cfl'etti  sia  , 

i due  punti  egualmente  illuminali  sono  1'  uno  in  C più  vicino  al  puuto 
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lì  , c l’altro  in  C posto  fuori  della  retta  AB  dalla- parte  destra.  ^ 
misura  che  la  differenza  m — n diminuisce  , i punti  C e O si  allonta- 
nano , l’uno  avvicinandosi  al  punto  di  mezzo  M,  e l'altro  discostan- 
dosi dal  punto  B.  Quando  la  diflcrenza  m — n , sempre  positiva  , di- 
viene minore  di  qualunque  quantità  assegnabile,  il  punto  C si  confon- 
derli col  punto  flJ  , e r altro  punto  C si  allontanerà  da  B per  una 
distanza  infinita.  E siccome  la  distanza  AC  è presa  col  segno  -J-  , 
r inGnito  avrà  anche  il  segno +.  Se  m^n  , i due  punti  egualmente 
illuminati  saranno  situati  a sinistra  del  punto  ìtt-,  quando  In  diflcrenza 
m — n diviene  minore  di  qualunque  qiiaiuila  assegnabile  , 1’  un  punto 
si  confonderà  con  AJ  , c l'altro  sara  ad  una  distanza  infinita  a sinistra 
del  punto  A.  In  questo  caso  1’  inGnito  avrk  il  segno  — . 

Si  può  obbiettare  , che  essendo  i lumi  di  eguale  intensità  non  vi  è 
ragion  sufGciente  per  supporre  il  punto  posto  a distanza  infìnita,  piut- 
tosto a destra  che  a sinistra  della  retta  AB.  Si  risponde  che  quando 
si  considerano  i valori  inGniti  si  suppone  che  la  differenza  m — n con- 
servi nel  limite  un  valore  j che  se  fosse  m esattamente  eguale  a n , al- 

Y 

lora  l’ algebra  col  risultamcnto  — indica  essere  assurdo  il  cercar  un  se- 

o 

condo  punto  egualmente  illuminato  ; mentre  non  ne  esiste  che  un  so- 
lo , che  è il  punto  di  mezzo  RI  di  AB.  Di  fatti  l’equazione  si  riduce 

al  primo  grado  2.r=zn  , la  quale  db  il  valore  unico  x = — . 

a 

Questo  problema  rende  più  sensibili  le  deduzioni  fatte  a'u'  aaq  c 
seguenti. 


ART.  IV. 

Della  forma  delle  radici  immaginarie  di  secondo 

grado. 

238.  Dall’  equazione  a;’-}-5r=o  , in  cui  si  suppone  esser 
q una  quantità  positiva,  ricavasi  a;  = ^ y/ — q.  Se  si  fa 

si  avrà  qy^  -\-q=o^  ovvero  + 1 —o,  da  cui 
.y  = ~t~  \/ — 1;  c perciò  x = -t~  y/y  y/ — 1.  Le  due  espressioni 
— q , \/q  y/ — 1 sono  due  diverse  maniere  di  scrivere  un  me- 
esimo  simbolo.  Chiamando  /3  il  valor  numerico  della  quantità 
y<jf,  cioò  quello  che  si  ottiene  colle  regole  date  (n”  i58  e seg.), 
sarà  a:=:^/3y — 1.  Perciò  la  radice  quadrala  di  una  quan- 
tità negativa  si  può  sempre  rappresentare  per  la  radice  nu- 
merica della  stessa  quantità  moltiplicata  pel  simbolo  imma- 
ginario y— -I. 
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aSg.  L’ equazione  4*  ?=  o > nella  quale  è pure  ^ 

positiva  , dà  x = — — q.  Quando  ? ^ P^> 

potrà  fare  y = - />’  -f-  /3^  ; e sostituendo  si  ha 
* = — it  V — Siccome  v"  — /3^  = |3  ^ — i , facen- 

J ^ ■'  ii— ■■ 

do p = »,  si  ha  *=«4'/3V — ^ 

Tale  è la  forma  che  hanno  le  radici  immaginarie  di  se- 

condo  grado.  Le  due  espressioni  » + /3  y/  — i , a — /3  \/ — i 
che  non  differiscono  che  pel  segno  di  /3 , si  chiamano  con-, 
fugate.  Dimostreremo  in  segnilo  : 

/°  che  le  radici  immaginarie  di  un  grado  qualunque  sono 
tutte  della  stessa  forma  ; 

s°  che  ogni  radice  iiniuaginaria  ha  la  sua  conjugata  ; 

3^  che  tutte  le  espressioni  immaginarie  possono  ridursi  alla 

forma  *4ri^V^ — 

240.  Nell’  equazione  px-\-  q = 0 , sostituendo  il  va- 
lore di  ^ si  ha 

+ /3^  = o, 

ovvero 

"Z'  )’  + f3’=o> 

equazione  assurda  , perchè  la  somma  di  due  quadrati  non 
può  esser  zero.  Ed  e questo  assurdo  appunto  che  1’  algebra 
indica  col  siinholo  immaginario. 

A 11  T.  V. 

Osservazioni  sulle  eguaglianze. 

241.  Le  estrazioni  delle  radici  hanno  dato  origine  alle  cpian- 

lilà  irrazionali  ed  a’siniholi  immaginari.  Ora  se  esiste  un’egua- 
glianza che  contenga  quantità  razionali  e irrazionali , o pure 
espressioni  reali  cd  immaginarie  , liisogiia  che  le  quantità  ra- 
zionali sicno  eguali  fra  loro  ,•  le  irrazionali  fra  loro  , c le 
immaginarie  sien  pure  eguali  fra  loro.  . _ __ 

Infatti  si  abbia  a-f- " — c = y'f/ — \H>‘ 
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Questa  eguaglianMi  è impossibile,  perchè  il  primo  membro 
è una  quanlilJ»  razionale  che  non  può  eguagliare  l’ irrazionale 
È necessario  adunque  che  ogni  membro  sia  zero  da 
sè,  cioè  si  abbia  a~c,  

Parimente  se  si  ha  y — i = 7+  1 » dev’  esser  no- 

cessariamenie  »=7 , /3  = 5. 

343.  Vi  sono  ancora  altri  casi  ne’  quali  un’  eguaglianza  si 
risolve  in  moltecguaglianze.  Sia  pcr  cs.(x — óc)’4-(cc^ — x)’=o; 
questa  equazione  non  può  verificarsi  se  non  è x — bc==-o , 
cd — x=o,  perchè  la  somma  di  due  quadrati  non  può  esser 
zero.  Dalle  due  suddette  eguaglianze  si  ricava  1’  equazione 
di  condizione  b — d. 

343.  Se  vi  è un  polinomio  intero  rispetto  ad  x eguagliato 
a zero,  cioè  sia 

jdx’"  + £x"~'  + Cj:"-’  + ....  + Kx  + Zi  — o , 

nel  quale  yi , B,  C....  son  coeiricicnti  complessi  indipen- 
denti da  X , e deve  questa  eguaglianza  esser  soddisfatta  per 
qualunque  valore  d’  x , o in  altri  termini  sia  questa  egua- 
glianza un’  identità  , dico  che  dev’  esser  necessariamente 
^=o,B  = o,  C=o....K—o,  Li  = o.  Infatti  i ter- 
mini del  polinomio  non  essendo  simili , perchè  ognuno  con- 
tiene una  diversa  potenza  della  x , e non  potendo  divenir 
simili  senza  dare  ad  x un  valore  particolare , non  possono  di- 
struggersi. Bisogna  adunque  che  i coefficienti  vadano  a zero 
da  sè  , e sia  = o,  = o , ec. 

Questa  proposizione  si  ronde  ancora  più  evidente  ragionan- 
do a questo  modo.  Poiché  1’  eguaglianza  di  sopra  si  deve  ve- 
rificare per  qualunque  valore  di  x , si  potrà  fare  x = o ; 
si  avrà  allora  Z<=o  , e rimarrà  il  polinomio 

dx"^  + Bx*-’  + Cx“->  + + Kx=io 

che  si  può  divider  per  x,  giacche  x è indeterminata.  Soppresso 
adunque  il  fattore  x , si  avrà 

Ax”  -'  + + Cx—^  + . . . . + A = o. 

Ragionando  su  questo  polinomio  come  sul  precedente  si  ri- 
cava = o.  E così  proseguendo  si  deduco  che  tutti  i coef- 
ficienti debbono  esser  nulli. 
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344*  i37  abbiamo  fallo  menzione  di  un  altro  ca- 

so , cioè  di  quello  in  cui  un’  eguaglianza  è composta  di  due 
parti,  una  costante,  l’allra  variabile  e suscettibile  di  passare  per 
tutti  gli  stati  di  grandezza;  come  per  es.  sarebbe 
in  cui  ^ è costante  ed  X variabile  e suscettibile  di  dimi-^ 
nuirc  al  dj  là  di  ogni  grandezza  assegnabile.  Anche  questa 
equazione  si  risolve  necessariamente  nelle  due  X=o. 


345.  Per  mostrare  1'  uso  che  possono  avere  le  precedenti  osservazio^ 
ni , sia  data  1’  ojuazione  di  secondo  grado 


supponendo 


x'  +pt  +7=0; 
ar  = a + ^ V — 1 


(•) 

(») 


si  vogliano  determinare  « c ^ in  modo  che  la  (i)sia  soddisfatta  da  una 
espressione  della  forma  (a).  Sostituendo  in  (1)  in  vece  d' x il  valore 
(3)  si  avrà 


(a+^V-0*+P(«+^V— 0 + 7 = 0- 


Sviluppando  c osservando  che  il  quadrato  di -y — 1 c — I ( n°  q3  ) , 
ti  ottiene 


»•  + aajSV— 1 — (J’ V— 1 + </ = o , 

eguaglianza  che  si  risolve  nelle  due 

»*  — |3*  +/J»  + 7=0  , (2»+p)^=o,  (3) 

le  quali  servono  a determinare  » e B. 

La  seconda  potrebbe  esser  soddisfatta  da  ^ = 0 ; ma  questa  supposi- 
zione dando  X ~ a. , lascerebbe  » indeterminata  , perchè  non  si  sa- 
rebbe fatto  che  cambiare  il  nume  dell’  incognita.  Dovrà  dunque  esser 


sa  +p=o  , da  cui  A = — — Ml'sso  (juosto  valore  nella  prima  delle 
(3)  si  ottiene  — — — e ^ = ■+  q — ^ . Si  ha  perciò 


risultamento  ooiifurmc  a quello  del  n°  a-zi,  perchè  \J q — ^ \ — 1 

V'  ' * * ^ 

^ 
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ART.  VI. 

Equcaioni  binomie. 

346.  Le  eq^zioni  binomie  sono  quelle  che  contengono  una 
sola  potenza  dell’  incognita,  e che  perciò  possono  riuursi  alla 
forma 

x"  + 7 = o.  (0 

Il  metodo  tenuto  per  esprimere  sotto  la  forma  ^ q \/ — 1 
le  radici  dell’  equazione  di  secondo  grado  x’-f-5r=o  (n°  358) 
è applicabile  alle  equazioni  binomie  di  qualunque  grado.  In 
effetti  sia  q una  quantità  reale , si  chiami  a il  valor  nume- 
rico di  j/o , cioè  la  radice  che  si  ottiene  colle  regole  date 
air  art.  VI.  del  Capo  II. , si  avrà  a"  = y.  Facendo  in  seguito 
x=  ay  , risulta  a’y'”  ^ a"=  o j ovvero  , dividendo  per  o", 

y"  + 1 = o.  (2) 

Dunque  le  radici  delle  equazioni  (l)  dipendono  da  quelle 
delle  equazioni  (3). 

347.  Le  radici  dell’equazione^" — i==o,  dovendo  esser 
espressioni  tali  che  elevate  alla  potenza  diano  1 , si  chia- 
mano le  radici  dell’  unità.  Per  la  stessa  ragione  le  espres- 
sioni che  soddifanno  all’ equazione  y" 1=0  sono  le  ra- 
dici di  — 1. 

Se  /n  è numero  pari  =2/2,  1’  equazione 

y»~ì  = 6, 

ha  il  primo  membro  divisibile  per  y^  — i (n°  73),  e perciò  si 
potrà  decomporre  ne’  fattori 

(y”~‘  + + + ^*  + 0 = o- 

Questa  equazione  è soddisfatta  da  qualunque  espressione  che 
messa  in  luogo  d’ y riduce  a zero  o il  primo  o il  secondo 
de’  due  fattori.  Sicché  eguagliando  separatamente  a zero  cia- 
scuno de’  fattori , c risolvendo  le  equazioni  che  ne  risulta- 
no , si  otterranno  tutti  i valori  d'y  che  possono  soddisfare 
all’  equazione  y’"  — 1 = o.  Il  primo  fattore  messo  eguale  a 
zero  dà  = + t.  Il  secondo  fattore,  essendo  composto  di 
termini  essenzialmenle  positivi  ( n°  86  ) , non  può  andare 
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a zero  per  nessun  valore  reale  d’  y ; in  conseguenza  le  radici 
che  somministrerà  saranno  tulle  immaginarie.  E siccome  fa- 
cendo = — jz  , l’equazione  non  cambia,  le  radici  saranno 

a due  a due  eguali  e di  segno  contrario.  Non  sarà  inutile 
osservare  che  questa  equazione  si  può  metter  sotto  la  forma 


e che  perciò  la  sua  risoluzione  dipende  da  quelle  delle  due 
equazioni 

1=0,  / + I=0. 

L’ equazione 

y"  + 1=0, 


Scr  la  stessa  ragione  di  sopra  addotta  deve  aver  tutte  le  ra- 
tei immaginarie. 

Sia  ora  m=an~{-  i.  L’equazione 


—1  = 0, 

non  può  aver  radici  negative  , perchè  sostituendo  per^  una 
quantità  negativa,  risulterebbe  una  somma  di  due  quantità  ne- 
gative eguale  a zero,  il  che  è assurdo.Essa  dunque  non  amtnelte 
che  la  sola  radice  reale  -)-  i , giacche  qualunque  valore  reale 
diverso  da  i darebbe  j'"'  > i o pure  y"'  <C  i.  H suo  primo 
membro,  essendo  divisibile  per  — i (n°75),  si  potrà  scri- 
ver sotto  la  forma 


(y— +>"“• + :y"“’ + +y  + i)=‘>- 

Nell’  equazione 


ji«-l  + 1—0 

facendo  ^ = — z,  si  ricade  sull’ equazione  precedente.  Dun- 
que le  radici  di  questa  equazione  sono  eguali  e di  segno  con- 
trario a quelle  dell’  equazione  y'"''  — i = o. 

248.  Non  potendo  ora  esporre  per  intero  la  teorica  delle 
equazioni  binomie,  per  dare  un’idea  delle  radici  di  ;^i  per- 
correremo alcuni  de’  casi  i più  semplici , e propriamente  trat- 
teremo di  qitelle  equazioni  nelle  quali  il  mezzo  di  risolu- 
zione si  presenta  facilmente. 
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1°  Per  m=a , requazione  — i = o dà 

y—  ‘ » y = — I > 

e r altra  -f  l = o dà 

y=  + V— > » j^  = — V— *•  (4) 

fl°  Quando  /ra  = 3 , 1’  equazione  * — l = o si  può  decom- 
porre in 

{y  — OCj-’  + r+  i)=o- 

Eguagliando  a zero  il  secondo  fattore  si  ha  "f"  i=Oi 

da  cui 

1 +Vll3 


Perciò  le  tre  radici  di  terzo  grado  dell’  unità  sono 

-i  + yZ^  -i-ylTà 


(3) 


L’  equazione  i=o  avrà  le  radici  eguali  e di  segno  con- 
trario a quelle  dell’equazione  precedente.  Esse  saranno 


— I . 


y-3  i+y-3 

“ 1 r ■ 


(6) 


5“  Quando  m = 4,  1’ equazione  j'* — i =o  si  può  metter 
sotto  la  forma 


( j'*  — O Cr’ + 0 = » j 

le  quattro  radici , che  si  ottengono  eguagliando  a zero  cia- 
scuno de’  fattori , saranno 

+ I > — I ) + y—  I ) — V— ^ (7) 

L’  equazione  y'*  -H  1 = 0 non  si  può  risolver  collo  stesso 
metodo.  Ma  rendendo  il  primo  membro  un  quadrato  perfetto 
si  ottiene 

y'*+V*  + i=a:y* , 
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cd  estraendo  la  radice  dall’uno  e dall’altro  membro  si  ha 


ovvero 
da  cui 


J'*  + I=±yV2, 

1=0  , y'+y\2  + i^o, 


» ±V— » _»±V— « 

Va’ 


(8) 


Se  si  facesse  — z , si  avrebbe  l’ equazione  proposta  tra- 
sformata in 


da  cui 


z'  + 1=0  -, 


*=±V-  J ; 

e rimettendo  per  z il  suo  valore  , si  ha 


dalle  quali 


jr*=+V— 1,  y'=—\/-l. 


J'  = ±V'  + V-*  , J'=±V'-V-I-  (9) 


Il  paragone  de’  risu I lamenti  (g)  e (io)  può  servir  di  appoggio 
alla  proposizione  enunciata  al  n“  aSg  , perchè  le  espressioni 


= V— 1,  e V-V— 1 

<*  + ^V — !• 

Sia  m—  6 f 1’  equazione 


si  irovan  ridotte  alla  forma 


y'  — I = o , 

riceve  la  forma 

(/  — 0(j’  + i)=o- 

radici  corrispondenti  a ciascun  fattore  sono  le  (5)  e (6) 
già  trovale. 

S Si  hanno  allo  stesso  modo  le  radici  dell’  equazione 
— 1 = 0,  perchè  il  suo  primo  membro  si  può  decomporre 
ne’  fattori 

(j'*-  OCj^'  + O- 

Fin  qui  si  può  giungere  coll’  ovvio  mezzo  della  decom- 
posizione in  fattori. 
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fl49-  Nel  n”  346  essendosi  rappresentata  per  a la  radice 
aritmetica  di  q indipendente  dal  segno , e poi  fatto  x=ay, 
ne  segue  che  le  radici  deli’  equazione  (1)  si  ottengono 
moltiplicando  la  radice  aritmetica  del  termine  noto  per  le 

m 

m radici  di  V^+i. 


a5o.  Un  radicale  considerato  aritmeticamente  non  ha  che  un 
solo  valore;  ma  considerato  algebricamente  ha  tanti  valori  per 
quanto  è il  grado  della  radice.  Infatti  se  si  cerca  il  valore  dà 


si  può  fare  x = \/q , da  cui  si  ha  x'"  = q.  Dipendendo 
adunque  il  valore  d’x  da  un’  equazione  di  grado  m , ammet- 
terà m determinazioni.  Per  es.  si  cerchi  il  valore  di  27.  Il 
suo  valore  numerico  sarà  3 ; ma  riguardando  per  radice  terza 
di  27  ogni  espressione  che  elevata  a terza  potenza  dà  27 , è 
chiaro  che  chiamando  1 , » , /3  le  tre  radici  cubiche  dcl- 
1’  unità  (forni.  5,  n”  248),  ciascuna  delle  espressioni  3,  3^, 

godrà  della  proprietà  enunciata  , e deve  perciò  esser  riguar- 
data come  la  radice  terza  di  27. 

Di  ogni  radicale  una  sola  è la  determinazione  aritmetica  ; 
i valori  negativi  e le  espressioni  immaginarie  si  chiamano  le 
determinazioni  algebriche. 


u5i.  Segue  pure  da  tuttociò  che  a;’  è un  simbolo  più  ge- 
nerale di  X.  In  effetti  x ha  una  determinazione  unica  , e x^ 
ne  racchiude  tre,  perchè  può  provenire  da  tre  quantità  di- 
verse. Lo  stesso  discorso  è applicabile  a qualunque  altra  po- 
tenza. 

Da  ciò  si  raccoglie  che  quando  per  trasformare  un’espres- 
sione algebrica  , vi  è bisogno  di  elevare  a potenza  alcuna  delle 
quantità  che  la  compongono,  questa  espressione  acquista  mag- 
giore generalità , comprendendo  delle  determinazioni  che  pri- 
ma non  aveva. 


s5a.  Le  radici  delTuiiila  godono  di  molle  proprietà  fra  le  quali  è 
da  iiolarsi  principalmente  quella  che  passiamo  ad  esporre. 

Sia  r equazione 

jr"— 1=0  (io) 

in  cui  m c numero  primo;  dico  che  se  a è una  delle  radici  immagi- 
narie di  questa  equazione,  le  altre  saranno  , »*  , »“*.... 

In  falli  sostituendo  nell'  equazione  proposta  in  vece  di  y si  avrà 
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~ I , ovvero  (»"y=i,  equazione  ^ddisiatta  percLè  15  per- 
ciò af  c radice  dell’ equazione  (io).  Il -loro  numero  non  può  esser  mag- 
giore di  ni , perchè 

«■*«  = » , «"*>  = =:  «r  . 

Dunque  tutte  le  radici  dell’equazione  proposta  saranno  rappresentate  per 
I , a , a*  , «■->  , a"-*. 

£ siccome 

a"-*  “ «-• , a"->  «-•  , ec.  , 

potranno  esserlo  pure  per 

I , , «->,  ar^ a-"*'. 

Dico  che  queste  radici  son  tutte  diOerenti.  Giacche  , se  è possibile,  sia 
a”  =a"'  essendo  n , n'  minori  di  m j sarò  a*-"'  = 1 , ossia  a''  = i , 
facendo  n — n'^=p.  Si  divida  m per  , e si  chiami  k il  quoziente  ed 
r il  resto  ; sara  m:=  kp  r , e quindi  a*f"=  t j e siccome  a'’  i , 
sarà  anche  a*f=:i  ; perciò  a'^l.  Si  divida  p per  r,  e sia  pz^'r-\-r' i 
sara  a*’’-"' = i , ossia  a'-  rr  i.  Dividendo  nuovamente  r per  e cliia- 
mando  r"  il  resto,  si  troverò  a'’=:i.  Cos'i  continuando,  siccome  fra 
i numeri  m e />  si  fa  1’  operazione  del  massimo  comun  divisore  ed  m 
c numero  primo  , si  deve  finalmente  arrivare  a un  resto  eguale  a 1 ; 
e quindi  si  avrò  a=l  , contro  l’ipotesi.  Rimane  adunque  dimostrato 
che  1’  equazione  jr*"  — i =0  ha  m radici , e che  queste  non  sono  che 
le  potenze  successive  di  una  di  esse. 

a53.  Se  m non  è numero  primo  , non  ogni  radice  immaginaria  del- 
i’  equazione  proposta  ha  la  proprietà  di  somministrar  tutte  le  altre  con 
le  sue  potenze.  In  effetti  sia  m = pq  } l’ equazione  sarà  — 1 = 0. 
Sia  a una  radice  dell’equazione  y''  — 1 = 0 ; questa  sara  anche  radice 
di  — 1=0  perchè  {^afy::zz  1 ; ma  le  sue  potenze  non  danno  che  p 
valori  differenti , e ciascuno  si  troverà  ripetuto  <7  volte. 

In  questo  caso  però  la  risoluzione  dell’  equazione  y'^  — l r=  o di- 
penderà da  quella  delle  due  equazioni  y — i =:  o,  y''—  1=0,  In  fatti 
se  si  fa  y''  — z , sarò 

i'’  — I = o. 

Chiamando  a una  delle  radici  immaginarie  di  questa  equazione  , bi- 
sognerò risolver  le  equazioni 

yl  z=  l , y"!  — a , / = »*  , ^»  = «*....  jr’  = af-'. 

Ma  siccome  in  vece  di  a si  può  prender  a’’  ; a quelle  equazioni  si  po- 
tranno sostituir  le  seguenti 

= I , y’  = a’  , j'*  = a*’  , . . , . a’  < r-'  ), 
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Sia  »'  lina  delle  radici  dell’  equazione  i , tutte  le  radici  della  pro- 
posta saranno 


> > 

»'  » 

«'*  .... 

*> 

.»'•  , 

«*'*  . . . . 

»»'»-•  , 

«*»' 

«*»'*  . . . . 

, »•»'»-■ , 

aP-' 

, a/-'x'  , 

xP-'x'*  , 

xp-'x'^  . . . , 

, aP-’x1~', 

Prendendo  una  radice  qualunque  sa'  di  quelle  che  risultano  dal  pro- 
dotto di  due  radici  immaginarie,  una  appartenente  all’ equazione l 
e 1’  altra  all’  equazione  = i , dico  die  questa  potr^  colle  sue  po- 
tenze rappresentare  tutte  le  radici  della  proposta.  In  fatti  se  una  po- 
tenza inferiore  ad  m potesse  dare  l , o se  due  potenze  inferiori  ad  m 
potessero  essere  uguali  , si  perverrebbe  sempre  all’ eguaglianza  = l 

in  cui  Se  c numero  primo,  essendo  radice  dell’  equa- 
zione — 1=0  le  sole  potenze  («x')*#*,  ....  possono  dare  i. 

E poiché  (»»')'"  =i  , il  numero  m si  deve  trovare  fra  queste  poten- 
ze , cioè  dev’  esser  (z  un  divisore  di  m.  E siccome  m—pq  , e p,  q son 
numeri  primi,  sari  (z  l’uno  di  essi  (n’’7(),Il.).  Sia  fz=^,  sari»  «^«'^=i, 
ovvero  *"’=!  5 e siccome  af—i  , queste  due  equazioni  non  si  pos- 
sono accordare  se  non  è «'  = i , contro  l'ipotesi. 

Se  (z  non  è primo  ed  è = , si  dimostrerà  come  sopra  che  v de- 

v’  essere  uguale  » p o & q ] il  che  conduce  ad  »'=  1 , contro  la  sup- 
posizione. 

Nel  modo  stesso  si  dimostrerà  che  se  m—  pqr  , ed  »,  , a,"  sono 

rispettivamente  una  delle  radici  immaginarie  delle  equazioni 

y — I =0  , 1 =0  , jrr  _ 1 =0  , . 

tutte  le  radici  della  proposta  saranno  rappresentate  dalle  potenze  di 
aeJx"  da  l fino  ad  m. 

254.  Se  m^p',  si  faccia  y=*  , sarà  s^=t.  Sia  » una  delle  radici 
immagiuarie  di  questa  equazione , si  avrà 

y=»- 

Rappresentando  per  a una  delle  radici  di  questa  equazione  o sia  uno 

p 

de’ valori  di  , sarà  0'’  = ».  Dico  che  le  radici  della  proposta  sa- 
ranno tutte  le  potenze  di  <1  da  1 fino  a d*.  In  effetti  se  si  potesse  avere 
ai*=  I , essendo  (z  < /z*  , si  dimostrerebbe  come  sopra  che  dovrebbe 
esser  d = A(z,  e quindi  0'’  = I , ossia  »=l  contro  l’ipotesi. Un’ esprcs- 

p pk*i 

sione  generale  di  dèa.*  ^ j ina  sar<i  piu  semplice  prendere 

X ^ 

»^.  In  f.ilti  una  potenza  \ di  questa  espressione  diviene  ; la  quale 
rientra  nella  forma  precedente,  perche  h si  può  sempre  metter  sotto  la 
forma  ph+i. 
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Parimente  se  m —p*  , ed  « è una  delle  radici  immaginarie  dell’e- 
/>*_ 

quazionc  y'’ — i =o,  sarà  la  radice,  le  cui  potenze  da  i fino  a 
rappresentano  tutte  le  radici  della  proposta.  Una  potenza  qualunque  di 
P’-  P—  P'— 

Va  prende  la  forma  generale  a*  Va*  V**  essendo  i e k minori  di  u 

(n*  65). 

In  generale  se  . .,  c sieno  a,  a',  a"  . . . rispettivamente 

le  radici  delle  equazioni 

jf"— 1 = 0,  / — 1=0,  jy— 1=0, 


p/t-t  qf-t 

e si  faccia  r=  |/a  v/7'.  . ..  le  radici  della  proposta  saranno  rappre- 
sentate da  I,  r,  r*,  . . . . r"-'. 


a55.  Per  trovar  gli  m valori  che  possono  soddisfare  all’  equazione 
*"+^  = 0,  abbiamo  detto  doversi  moltiplicare  il  valor  numerico  di 


■ m 

V?.  per  gli  m valori  di  y/H*  i.  In  vece  di  prender  la  radice  m."“*  arit- 
metica di  tf,  si  potrebbe  prenìler  qualsivoglia  delle  m determinazioni  di  cui 
è suscettibile  e moltiplicar  questa  per  le  rn  radici  dell’  nniù.  In  effetti 


sia  a un  valore  qualunque  di  , e sieno  i , a,  ^ , y , 9 , . . . le  m 
radici  dell’equazione  y“ — i = o.  È chiaro  che 


a , aa  , ^ , ya  , Sa  , .... 

saranno  le  radici  dell’  equazione  proposta  , perchè  ciascuna  di  esse  ele- 
vata alla  potenza  dh  a. 

Se  q contenesse  espressioni  immaginarie  , si  procederebbe  nello  stesso 
modo.  In  generale  se  a , a'  , a"  , a'" sono  le  m deterinin.azioni 

m __  il  _ ■ 

di  \q  , ed  i , a , ^ , y , ....  le  tn  radici  di  ^ i , i valori  ài  \q  si 
possono  rappresentare  per  nna  qualunque  di  queste  serie  : 

a,  a»,  a^,ay.  ■ • j a*,  a'^,  ay,..  \ a",  a"»,  o"^,  a"y-  • • 5 ec., 

c se  q h quantità  reale  vi  sarà  fra  i valori  a , a' ^ a'',  a'" ...  la  de- 

terminazione  aritmetica  diy^.  Sia  a la  radice  aritmetica  di  Yf,  sarà 
allora  a'zsiaa.  , o''=aj3,  a'"  — oy  e sostituendo  queste  espres- 

sioni nelle  serie  precedenti  si  conoscerà  che  le  radici  dell’  unità  godono 
della  proprietà , che  moltiplicate  tutte  per  una  di  esse  riproducono  sem- 
pre gli  stessi  valori  ma  con  altro  ordine. 

a56.  Per  applicazione  di  questa  teorica  prenderemo  1’  equazione 
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( 19!^  ) 


Facendo  jr*  = s , 


I 


o. 


Rappresentando  per  1 , » , ^ le  tre  radici  di  questa  equazione  ne  ri- 
sulteranno le  tre  equazioni 


— r=o,  — *=o,  _y’  — ,4  = 0.  (13) 

Perciò  le  nove  radici  dell’  equazione  data  saranno 

3_  3-  3_  3_  3 3_ 

* > » 5 ^ i V»  > “V/*  ì ; Vi^  j 5 

Ma  siccome  le  tre  radici  cubiche  dell’  unità  si  possono  anche  rappre- 
sentare per  I , a , a*  , le  nove  radici  trovate  saranno 

I » * > » V*  5 *V*  ) *’V*  5 V»’  3 »V»’  » «*V»‘  ) 

il  che  conferma  che  tutte  le  radici  della  (i  1)  si  possono  ottenere  dalle  potenze 

successive  di  ya  , e che  qualunque  determinazione  si  fosse  presa  per  la 
radice  terza  de’  secondi  membri  delle  equazioni  (la)  si  sarebbero  ottenute 
sempre  le  stesse  radici. 


357.  Poiché  le  radici  dell’  equazione  y”  4*  > — o ) si  ottengono  mol- 

tiplicando  una  delle  deterraiuazioni  di  — l per  le  rn  radici  di  -f  1 , 

la  risoluzione  dell’ equazione  y’”q- 1=  o dipenderà  da  quella  dell’equa- 

"*  - — 

zione  y" — i = 0 e dalla  determinazione  di  un  sol  valore  di — l. 
Faremo  vedere  in  seguito  che  è sempre  possibile  ottenere  una  determi- 

m ■ 

nazione  di  Y — t sotto  la  forma  a -p  iy— i.  Quanto  all’equazione 

y”  — I — o (*3) 

in  cui  m c numero  primo  , dividendo  il  primo  membro  pel  fattore 
y — I che  dà  la  radice  1 , si  avrà  l’equazione 

ym-,  + ^ ym-ì  +y—i  + . . . . + y + I = O.  (l4) 


che  contiene  tutte  le  radici  immaginarie  della  (t3). 

Quantunque  non  si  sappia  risolver  generalmente  l’equazione  (t3),  non- 
dimeno la  sua  risoluzione  per  un  metodo  elegantissimo  dato  da  Gauss  si 
la  dipendere  dalla  risoluzione  di  tante  equazioni  , quanti  sono  i fattori 
primi  di  m — t ) e il  cui  grado  è dinotato  da  questi  fattori.  Peres.se 
m — i']  , siccome  16  = a'*  , 1’ equazione  y'^  — 1 = 0 dipenderà  dalla 
risoluzione  di  quattro  ei(uazioni  di  secondo  grado.  Parimente  per  ;n  = iq, 
essendo  18=  2. 3’,  la  risoluzione  dell’equazione  y'^  — 1=0  dipen- 
derà dalla  risoluzione  di  un’equazione  di  secondo  grado  c due  di  terzo. 
Ma  di  questo  argomento  tratteremo  in  seguito. 
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ART.  VII.  . . < 

Equazioni  trinomie. 

a58.  Si  disiingiiono  col  nome  di  equazioni  trinomie  tutte 
quelle  che  si  possono  ridurre  alla  forma 

(i) 

Le  quali  si  risolvono  come  quelle  del  secondo  grado,  per- 
chè facendo  x’'=y  , l’equazione  (i)  diviene 

y"  +py  + = o ; 

d’  onde  y = — ^p±\J ?•  Lliiamando  ^ c i?  i due 
valori  di  y y sarà 

= x"=B:  (a) 

equazioni  a due  termini , ognuna  delle  quali  dà  m valori  per 
X.  Tutti  questi  valori  si  ottengono  moltiplicando  la  radice 
numerica  del  secondo  membro  delle  (a)  per  le  diverse 
radici  dell’  unità  di  grado  m ( n"  349  ). 


a5g.  ProbIiEMA.  Det'omporre  il  numero  6 in  due  fattori 
tali  ebe  la  somma  de’  loro  cubi  sia  eguale  a 35. 

Sia  X uno  de’  fattori  , 1’  altro  sarà  - ; quindi  1’  equazione 
sarà  ^ 


ovvero 


x«  — 35x’=-ai6. 


Facendo  x^  — y si  oiiiciic  — 55y  = — ai6,  da  cui 


e perciò 


= 7.7  , y = ^. 

i3 
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Rimettendo  per  y il  suo  valore  , si  hanno  le  due  equazioni 
binomie 

x''  , a;’  r=  B. 

, . 3 . 3 *. 

Quindi  nnolliplicando  i valori  numerici  di  y/ay  e y/S  per  le 

espressioni  (5)  del  n"  248,  che  sono  i ire  valori  di  y' J , si 
hanno  le  sei  radici  dell’  equazione  proposta  , cioè 


: = 3 , a-r=3  X 


- 1 +V-i 


t = 3 X 


_ , _Y_3 


x = a,  x = aX- 


• +V— 3 


— I — V— 3 
x = a X—  . 


Di  queste  radici  due  sono  reali,  quattro  immaginarie. 

Le  radici  reali  sono  appunlo  i due  faliori  del  numero 
6.  Ed  in  effetti,  x rappresentando  generalmente  uno  de’ fat- 
tori del  numero  6,  l’equazione  dovea  darli  tutti  due.  Inol- 
tre entrando  nell’  equazione  che  compn.nde  tre  determi- 
nazioni diverse  della  x , c nell’equazione  non  conservandosi 
alcuna  traccia  della  determinazione  particolare  da  cui  deriva, 
è regolare  che  1’  Algebra  le  dia  tutte , e perciò  ogni  ra- 
dice si  triplica  « e r equazione  si  eleva  al  sesto  grado. 


af>o.  Abbiamo  veduto  nelle  equazioni  di  secondo  grado  che 
i valori  immaginari  dell’  incognita  corrispondono  ad  una  im- 
possibiliti dipendente  da’ dati  e dalia  natura  del  problema; 
e lo  stesso  deve  dirsi  delle  equazioni  che  hanno  tutte  le  ra- 
dici immaginarie.  Ma  per  le  equazioni  che  hanno  le  radici 
in  parte  reali  e in  parte  immaginarie  , queste  ultime  non 
corrispondono  sempre  a condizioni  ripugnanti  che  esistono 
nel  problema  , ma  sono  spesso  una  conseguenza  della  gene- 
ralità de’  simboli  algebrici  , la  quale  non  permette  d’impie- 
gare una  quantità  elevata  a potenza  senza  introdurre  radici 
estranee  alla  quislione  (n“  aSi).  Di  queste  radici  immaginarie 
non  deve  tenersi  alcun  conto  nè  vanno  soggette  ad  interpe- 
trazione.  11  problema  risoluto  offre  un  esempio  del  caso  di 
cui  si  tien  discorso. 


Digitized  by  Google 


( '95  ) 


ART.  Vili. 

Osservazioni  sul  calcolo  de’  radicali  algebrici. 

261.  Le  regole  date  aH’arl.  IL  del  Capo  II.  per  la  moliiplica- 
r.ione,  divisione,  elevazione  a potenza  ed  estrazione  di  radici 
da’ radicali  dipendono  dal  principio,  che  se  le  potenze  dello  stes- 
so grado  di  due  quantità  sono  ugiiali,le  radici  sono  anche  uguali. 

Si  è detto  in  fatti  (n°  g3  ) che  il  prodotto  y/a  X A era  u- 

gualc  a perchè  tutte  due  queste  espressioni  elevate  alla 
quinta  potenza  sono  uguali.  Questa  proposizione  è vera  quando 
ne’ radicali  si  considerano  le  sole  determinazioni  aritmetiche; 
perciò  che  ogni  radio.ale  non  avendo  in  quel  caso  che  un 
sol  valore  , una  potenza  non  può  provenire  che  da  una  sola 
radice.  Ma  quando  un  radicale  si  considera  in  tutta  la  gene- 
ralità , non  è più  vero  che  due  quantità  sono  uguali  per- 
chè le  loro  potenze  di  uno  stesso  grado  sono  uguali. 

Segue  da  questa  osservazione  che  se  in  un  radicale  s’ in- 
tendono comprese  tutte  le  sue  determinazioni,  in  un’espres- 
sione algebrica  contenente  radicali  e perciò  suscettibile  di 
molti  valori , saranno  permesse  quelle  sole  trasformazioni , 
le  quali  non  restringono  nè  accrescono  il  numero  de’  detti 
valori  ; e le  quantità  che  nel  citato  art.  abbiamo  stabilito 
per  uguali  si  debbono  riguardare  come  espressioni  algebri- 
che tali  da  potersi  1’  una  sostituire  all’  altra , purché  lo  stato 
della  quistione  il  comporti  ; ina  non  come,  eguali , sempre 
che  per  quantità  eguali  si  vogliono  intender  quelle  che  sot- 
tratte r una  dall’  altra  danno  un’  espressione  composta  di  ter- 
mini che  si  distruggono. 

Per  es. , all’  espressione  algebrica  \a  X V*  »i  può  sostituire  1’  al- 
tra Y db  , perchè  tutte  due  racchiudono  il  medesimo  numero  di  deter- 

3- 

minazioni.  Io  efletti  , nappresentando  per  a.  uno  de’ valori  di  yi  , c 
scrivendo  in  ciascun  radicale  la  determinazione  particolare  che  si  vuol 
considerare,  quelle  due  espressioni  danno  luogo  alle  seguenti  eguaglianze: 

3_  3_  3_  3_  s_  3_  i 

VnXV*=>Va  X»*V*  = «’V*X»  V*=  V“*3 

3_  3-  * - 1_  3_  .3 

a'YaX^b=  \a  y.  Max  >-'yb=  %\ab, 

<i''S/aX'V^=  VÓX»‘Vò  = »Và  X»Vò  = «’V«^; 
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j 

da  cui  rilevasi  che  "^tib  è suscettibile  di  tre  determinazioni  quanto 
3-  J - 

quelle  di  ya  X \b  j riguardato  come  prodotto  può  provenire  da 
tre  coppie  diverse  di  fattori  ; cioè  vi  son  Ire  modi  di  combinare  ya 

3_  3 3 

con  VA  , affinchè  il  prodotto  siaynA,  o»y«A,  ec.  Il  problema  del 
n”  35g  si  eleva  al  sesto  grado , appunto  perchè  6 può  provenire  da 
tre  coppie  diverse  di  fattori. 


262.  Riprendiamo  le  trasformazioni  de’  numeri  t)3  e seg. , 
e vediamo  se  sussistono  anche  quando  ne’  radicali  si  consi- 
derano tutte  le  determinazioni  di  cui  son  suscettibili. 


\'(iX  |/6  si  può  trasformare  in  |/aò  ; perchè  fatto 

X = c z=  ^ab,  si  ha  x”  — ab,  z”  = ab:  equazioni 

che  ammettono  le  medesime  radiei.  , 

2“  Per  la  stessa  ragione  l’ espressione  si  può  trasfor- 


mare 


nell’  altra 


yA 


3°  Consideriamo  l’espressione  fatto  ar=(|7a)", 

I m 

- m - 

si  ottiene  x"  =.  \fa  , poi  x"  = a,  c in  fine  a:’"  = a".  Se  si 
fa  x=^a‘  si  perverrà  alla  medesima  equazione;  dunque 

r»i  ^ **  _« 

r espressione  (\/«)’  si  può  trasformare  in  Va". 

4'‘  Consideriamo  ancora  1’  espressione  \J v'a-  Fatto 

" • 

X = \j  , si  ottiene  x™  = V®  j ® ® > equazione 

•tJf 

che  ammette  mn  valori  quanti  ne  ammette  l’espressione  y'a. 
Dunque  l’espressione^/  ^a  si  può  trasformare  in  y^a. 

mm  ___ 

5°  Si  abbia  1’  espressione  y^a\  Questa , secondo  le  regole 

■«  ^ 

( n°  go),  si  dovrebbe  trasformare  in  \/a.  Ma  questa  trasfor- 
mazione non  è rigorosa  , perchè  la  ptiina  espressione  am- 
mette mn  valori  , c la  seconda  m valori  solamente.  Per  cs. 

5 ’ 6 

se  si  ha  3 siccome  27  = 3* , non  si  potrebbe  yj 27  tra- 
sformare in  V3,  perchè  la  prima  espressione  ammetterebbe 
sci  valori  c la  seconda  due. 
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(T*  Sia  r espressione  \-aX)/T>,  nella  quale  ot  ed  n sono 

ni^eri  prmù  fra  loro.  Facendo  x = ^Zx^Z  si  ottiene  * 
la  equazione  ammette /nn  radici  diffcrei>> 

ti , che  sono  i valori  di  ^ab".  Dunque  X ^b  si  può 

trasformare  in  \/a'b“', 

m 

j Perciò  anche  si  può  trasformare  in  * /n\ 

\Jb  Vf' 

o'*  Dall’ espressione  V«X  \b  si  può  anche  passare  a 

y'a’ò".  Ma  sarebbe  certamente  difettoso  il  passaggio  da  quella 
mnp' 

all’  espressione  y à“’b"'‘. 


a63.  Quando  si  opera  su  i radicali  s’ intende  ordinariamente 
di  operare  sopra  quella  determinazione  che  trovasi  scrilUi.Trat- 
tasi  allora  di  trovare  fra  tutte  le  determinazioni  che  potrebbe 
avere  o il  prodotto,  o la  potenza,  ec.,  quella  che  conviene 
alle  determinazioni  particolari  de’  radicali  che  si  considerano. 

£ facile  pervenire  nel  calcolo  de’  radicali  al  risullanicn- 
to  esatto , quando  ciascuno  di  essi  è ridotto  alla  forma 

M ^ m ^ 

; essendo  \/a  la  determinazione  aritmetica,  e a una  delle 

m ____ 

radici  di  Ma  se  il  radic.ale  non  ha  quella  forma,  o 

pure  se  la  quantità  sotto  il  radicale  conlicuc  espressioni  im- 
maginarie, si  può  facilmente  cadere  in  equivoco  sul  valore  tlel 
prorlotto  , della  potenza , ec.,  se  non  si  usano  delle  particolari 
avvertenze.  Le  quali,  quanto  sieno  necessarie,  mostreranno  i 
seguenti  esempi. 

r.  Si  debba  moltiplicare  y' — a per  y/ — a.  Operando  secondo 
le  j^gole  (u"  gS),  si  ba  |/--rt  X — « = \/  — " X — « = 

Questo  risultanicnto  è quello  che  corrisponde 
al  caso  in  cui  ne’radicali  s’ intendessero  comprese  tutte  le  de- 
terminazioni. Ma  considerando  in  ciascuno  la  stessa  dcteruii- 
nazione  , il  prodotto  suddetto  è il  quadrato  di  y — a ; il 
quale  si  ottiene  soppriiiiciido  il  .stagno  (u"  gS).  Perciò 

v/—  « X y — « = — u. 
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ILSia  respressionc  V«  V^-  Secondo  la  regola  (n”g7)  si  ha 

Va  V — 1 = Va  V( — Vi  = potrebbe  alla 

5 rima  espressione  sostituir  1’  ultima  , se  i radicali  si  consi— 
erassero  nel  senso  generale  , perchè  ciascuna  di  esse  con- 
tiene quattro  sole  determinazioni.  In  caso  contrario  l’egua- 
glianza Va  ^ — 1 = V"  ^ assurda  , perchè  una  quantità  im- 
maginaria non  può  esser  uguale  a una  quantità  reale.  Questo 

assurdo  deriva  da  che  \'a  \/ — 1 essendo  una  determinazione 

particolare  di  j/a  non  è suscettibile  di  alcun’  altra  trasforma- 
zione. 

III.  Sia  s una  delle  radici  immaginarie  dell’equazione 
— 1 5=  o.  L’espressione  *)’  si  converte  in  V*^  j ® sicco- 
me «’=  1 , si  avrebbe  (l/»)*  = Vi-S*  commetterebbe  errore 
se  si  prendesse  |/i=i,  da  cui  risulterebbe  (V^*)*  = Giac- 
ché essendo  Vi  suscettibile  di  tre  determinazioni  , non  si  sa 
qual  è quella  che  conviene  alla  potenza  richiesta.  Ma  osser- 
vando che  la  terza  potenza  di  un  radicale  terzo  si  ottiene 

sopprimendo  il  segno,  si  ha(V«)*  = *,  risultamenlo  esatto. 


fl64-  La  causa  generale  che  dà  origine  a questi  risultamenti 
o dubbi  o erronei  deriva  dall’elevazione  a potenza  della  quan- 
tità sottoposta  al  radicale.  Quando  il  radicale  è d’ indice  pari 
e la  quantità  sottoposta  al  segno  |/  è negativa , questo  ra- 
dicale comprende  una  determinazione  algebrica , la  cui  trac- 
cia si  perde  allorché  si  eleva  a potenza.  In  fatti^y'a*  può 

provenire  tanto  da  |/  — a X y/ — a quanto  da  ^a  X V^a  ; 
sicché  operando  secondo  le  regole,  non  si  potrà  più  conoscere 

la  quantità  che  ha  prodotto  Va^.  Parimente  in  V*  > elevando 

a terza  potenza  « che  è una  delle  determinazioni  di  y/*> 
si  distrugge  ogni  elemento  che  possa  far  conoscere  la  deter- 
minazione particolare  che  si  considera.  E così  per  gli  altri 
casi. 

Bisogna  dunque  per  non  cadere  in  equivoco , riportare 


( quando  si  può  ) i radicali  alla  forma  ^'a  Vit  ^ > essendo 
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ya  la  dctermina7,ione  ariimelica , ed  operare  quanto  meno  è 
possibile  sulle  quantità  sottoposte  al  radicale,  afllncliè  meno 
si  allontanino  dal  loro  stato  originario  ; rammentando  , che 
coll’  elevare  a potenza  una  quantità  s’  introducono  nuove 
determinazioni  , capaci  colla  loro  moltipitcità  di  complicare 
i risultamenti  de’  quali  si  va  in  cerca  ( n"  35i  ). 


a6i.  Ciò  posto,  è facile  trovare  le  determinazioni  corrbpon- 
denii  ai  seguenti  prodotti: 

X =v«^V^)’ ——vàb 

sr  v-^xv^==V«rv-^xv~=V‘‘*(V^)*= 

3'  Y — nXV-*=VoA(V — i)’  =YaA  Y — I = — Y“*> 

-r  Y^XY^=Y^(Y^)’  =V'iAYPT; 

ec. 

così  continuando  , si  troverebbero  de’  risultamenti  alternati- 
vamente negativi  e immaginari.  , ^ 

Sia  proposto  ancora  di  verificare  1’  espressione  — — ~ 

come  radice  dell’ equazione  y’ — i =o.  Sostituendola  in  luogo 

dell’  incognita  si  ha  ^ Elevando  a cubo 

si  ha 


— 1 -p3Y-3-f9  — 3Y^ 
8 


8 

ovvero  - : 
« 


ART.  IX. 

Calcolo  delle  espressioni  imnutginarie  di  secondo 
grado. 

365.  Le  espressioni  immaginarie  ridotte  alla  forma 

si  sollomeitonu  alle  medesime  operazioni  che 
si  fatino  sulle  quaulilà  reali.  Considerando  le  due  espres- 
sioni immaginarie 

a + *y — I,  f+t/y-i  (i) 
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si  avrà  * 

(fl+^=0  + (c+rfV^=(“+‘^)  + C^+^OV^»  (=*) 

(fl+iV— » )-r  (c+iiy — I )=(o — <i)+  {b—d)\ — 1 , (3) 

(a+iy — i)  ( c + <^  y — 1 } = (ac — bd)-^[ad^bc)\ — l ; (4) 

e i secondi  membri  di  queste  eguaglianze  sono  rispettiva- 
mente la  somma  la  differenza  e il  prodotto  delle  espres- 
sioni (1). 

266.  La  somma  e il  prodotto  di  due  espressioni  immagi- 
narie conjugate  ( 11"  aSg)  sono  quantità  reali.  Infatti  si  ha 

(a+iy — i)+(o— iy — i)  = aa,  (a+iy — i)(a— Ay—  i)=a*+A*, 

come  doveva  essere  , perchè  queste  espn  ssioni  eguagliano 
i coeQicienti  />  c g dell’ equazione  — px-j-qz=o  (11“  226). 


n+Ay  — X . j ,, 

267.  L’  espressione — rappresenta  il  quoziente  delle 

c+x/y — I 

due  espressioni  (l).  Moltiplicando  i termini  di  questa  fra- 
zione per  c — d y' — 1 si  lia 

a + Ay— I _ ac-fAxl  ^ ad— he  ^5^ 

c+x/y-i  “ c’+xA*  x:’+xA’ 

Se  fosse  cA  = o si  avrebbe 


268.  Nelle  espressioni  immaginarie  della  forma  a-{-  b \/ — 1, 
il  prodotto  o l’elevazione  a potenza  riduccsi  all’elevazione  a 
potenza  di  y — 1.  Ora  avvertendo  di  sopprimere  il  segno 
quando  si  tratta  di  formare  il  quadrato,  si  ottiene 

(y— i)"=+i,  (y-i)'=+y~,  (y_,)«=_i,(y_i)'’z=-y~i, 
(y— i)'i=+i,  (y-i)’=+y— I,  ec. 
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d’onde  ricavasi  che  intle  le  potenze  di  y— i riproducono 
periodicaniciUc  i quattro  risultamcnli 

>> 

che  sono  le  quattro  radici  di  |/7. 

Per  cui  si  avrà  in  generale 

(A^y'=+‘.(V^)«-'=+v^  , 

(V-I  )"*’=-  >,  =- ; 

nelle  quali  foratole  son  comprese  tutte  le  potenze  di  y — l. 


269.  La  potenza  di  a -{•  b y/ — 1 > *’  indica  per 

« - - 

( a + A — 1 )",  e la  radice  di  grado  n per  V^a  -}-  b \ — 1 

I 

o pure  per  (a-f-Ay/ — >)*.  Quando  m è intero,  l’espressione 
{a-\-b  y/ — 1 rappresenta  il  prodotto  di  m fattori  eguali 

ad  — !•  ^ diinostrnzione  della  formola  del  binomio 

( n”  i]3)  essendo  indipendente  dal  valore  o dalla  natura 
de’  termini  del  binomio , si  avrà  pure 


, ... — — * ..  — ' fn — a ni — a 

(a+iV — 1)  =a  — m. +m. . — — . — — — *eo 

a a 3 4 

, , m — 1 w-a  (7) 

' + — m. . — ^ ec.  ) Y — i , ' 


espressione  composta  di  un  numero  limitato  di  termini. 

Si  vedrà  altrove  di  quali  trasformazioni  è suscettibile  l’e- 

à 

spressione  Va  + A y — 1 . 


270.  Siccome  1’  espressione  a’  — A’  si  decompone  ne’  due 
fattori  reali  a-\-  b )(^  a — b ) , I’  altra  a^-|-  b^  si  può  de- 
comporre no’  due  fattori  immaginari  (a-|-Ay — iX**  ~^y — i)* 
Il  valore  assoluto  di  y<t^  si  chiama  il  modulo  di  cia- 
scuna delle  espressioni  a b — 1 e a — b \/  — 1. 
Il  modulo  di  una  quantità  reale  è il  suo  valore  assoluta 
Un’  espressione  immaginaria  non  può  esser  zero  se  non  lo 
è anche  la  sua  conjugata.  In  effetti  ponendo  a-j-byj — 1=0 
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si  ha  a = ICÓ^ — i ; ed  elevando  a quadralo  n*= — ov- 
vero a’+A^=o,  eguaglianza  che  non  può  aver  luogo  se 
non  è a = o,  6=o  (n“  243).  Per  esprimere  questa  con- 
dizione si  dice  che  per  esser  zero  un’espressione  immaginaria 
basta  che  il  suo  modulo  sia  zero. 

371.  Se  si  hanno  diverse  espressioni  immaginarie 

B+*y  , o'+A'ylIT,  o"+i"v1I7, 

che  si  debbono  moltiplicare , il  prodotto  sarb  composto  di  una  parte 
reale,  e di  un' allra  moltiplicala  per  ^ — 1 . Ora  questo  prodotto , con- 
tenendo i termini  che  risultano  dal  moltiplicare  fra  loro  le  quanlitk  reali 
tt,  a',  a",  ....  b^U e nella  parte  reale  entrando  tutti  i ter- 
mini die  contengono  un  numero  pari  di  fattori  affetti  del  V — 1, 
reslerb  lo  stesso  , qualunque  sia  l’ordine  con  cui  fi  fanno  le  moltipli- 
cazioni. 

ile  dunque  si  ha  da  fare  il  prodotto 

(a+^iV — *)(“ — ^ ^ — ')  > 

e si  moltiplicano  prima  le  espressioni  coniugale  fra  loro  , quel  pro- 
dotto si  riduce  a 

(a‘+i-)(c*+rf-);  (8) 

poi  moltiplicando  la  prima  culla  terza  e la  seconda  culla  quarta  , si 
hanno  le  due  espressioni  conjugate 

oc — hd'^{bcA^ail)^ — 1 , oc — bd—  {bc-\-ad)‘^ — l , 
il  cui  prodotto  è 

{ac-bd)'-ì-{bc+ad)'.  (9) 

Parirneme  moltiplicando  il  primo  fatture  col  quarto  , e il  secondo  col 
terzo  , e poi  i prodotti  fra  loro  , si  avra 

(ac+i^/)*  + {bc — ad)*.  (lo) 

Perciò  eguagliando  le  espressioni  (8) , (9)  c (10)  si  avrò 

(o* +i’)(c* +<f*^=i(ac  - òrf)’-|-(Ac+0£/)’=(oc-f  ò<f)*+(òc — ad)*,  (1 1) 

come  è facile  assicurarsi  sviluppando  le  potenze. 

Dunque  il  prodotto  di  due  numeri  di  cui  ciascuno  è la  somma  di 
due  quadrati  si  può  decomporre  iu  due  quadrati  di  due  maniere  di- 
verse. 

Segue  da  ciò  che  quando  nessuno  de’  fatturi  a+/rY'~*  > c+it^ — 1 
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è zero  , se  bc — wfcao  non  può  essere  ac-\-bd=a  ; e se  è ac — bd=so 
non  può  essere  bc-\-ad—o. 

Dall’  eguaglianza  ( 1 1 ) risulta 

(la) 


flc+W  < V(a’  +A*)  (c*  +(/•). 


3^a.  Il  modulo  della  somma  o della  diflereoza  di  due  espressioni 
immaginarie  è compreso  Ira  la  somma  e la  differenza  de' moduli  di  cia- 
scuna espressione. 

In  effetti  la  somma  e la  differenza  de'  moduli  delle  espressioni  (i) 
sono 

, V“’+*’  — Ve*  +>"; 

le  quali , elevandole  a quadrato  c poi  estraendone  la  radice , divengono 


(o*  +b'  +c*  + aV(o’  +Ò’)  (c*  ^ 

(t3) 

(a*  +b'  +c*  +rf*_vV(a*  +Ò’)  (c-  +rf*))i 

(•4) 

Il  modulo  della  somma  (a)  è V(n+c)*  + (34-r/)*>  ovvero 

(o’+ò’+c’+rf+aroc+M)^!  , 

(.5) 

e quello  della  differenza  (3;  è 

(a*+A’+c*+d*-a(ac+M)^ì. 

(16) 

Ora  è evidente  per  la  relazione  (t  a)  , che  l' espressione  (i  5)  è mag- 
giore della  (l4)  ed  eguale  o iiiiuoru  della  (i3)  , e che  r espressione 
(i6)  c minore  della  (i3)  ed  iigii.ile  o maggiore  della  (l  i);  cioè  cia- 
scuna delle  due  espressioni  (i5)  e (i6)  c compresa  tra  le  due  (i3)  e (t4). 

373,  Il  prodotto  di  due  espressioni  immaginarie  ha  per  modulo  il 
prodotto  de’  moduli  de'  fattori. 

In  effetti  i due  prodotti 

(a +«Y_  I ) (c +ÉfV—  I J , (a—by/^)  (c—dy  Z7) 

dando  due  espressioni  conjugate  , ciascuno  di  c|uesti  prodotti  avri  per 
modulo  la  radice  quadrata  del  prodotto  di  questi  quattro  fatturi , cioè 

c quindi  il  prodotto  di  molti  fattori  immaginari  ha  per  modulo  il  pro- 
dotto de'  moduli  de'  fattori. 
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Perciò  se  i faltori  sono  eguali  , si  avrà  la  potenza  (a-p  — *)”> 

che  avrò  per  modulo  .la  potenza  del  modulo 

374.  Il  prodotto  di  molte  espressioni  immaginarie  non  può  esser  zero 
se  non  è zero  il  suo  modulo.  Ala  questo  modulo  essendo  il  prodotto 
de'  moduli  di  ciascuna  espressione  immaginaria  , e questo  prodotto  di 
quantitli  reali  non  potendo  svanire  se  non  va  a zero  uno  de’  fattori  , 
ne  segue  che  quando  è zero  il  modulo  del  prodotto  dev'  esser  zero 
iiuo  de' moduli  de' fattori  e quindi  l’espressione  immaginaria  corrispon- 
dente. Perciò  il  prodotto  di  molte  espressioni  iinmagiuarie,  come  quello 
delle  qiiantitò  reali , non  può  esser  zero  senza  che  lo  sia  uno  de'  fattori. 

ART.  X. 

Dell’  eliminazione  delle  incognite  nelle  equaziom  di 
grado  superiore  al  primo. 


iijò.  Il  grado  di  una  equazione  a più  incognite  è determinato 
dal  massimo  numero  clic  risulta  sommando  in  ciascun  ter- 
mine gli  esponenti  delie  incognite.  Perciò  un’equazione  a più 
incognite  diccsi  di  secondo,  di  terzo,  ec.  grado,  se  la  somma 
degli  esponenti  delle  incognite  in  ciascun  termine  non  ol- 
trepassa 3 , 5,  ec. 

Per  es.  un’  equazione  di  secondo  grado  completa  a due 
incognite  è necessariamente  cotnposta  come  segue  : 

ax'  + bxy  + cy'  + dx  + ey  +/=  o j 
la  quale  potrà  sempre  mettersi  sotto  la  forma 
!•*  + Àx  + jB  =0  , 

essendo  i cocnicicnii  A c B cotnposii  dell’  incognita  y e di 
termini  noti.  Nel  caso  che  si  considera  è 

A — ^ ji  _ ’~y'  +/ 

« ’ a 

In  generale  un’  equazione  di  grado  qualunque  si  scrive  sem- 
pre in  modo  da  lasciare  in  mostra  una  sola  incognita  , e 
prccisatnenie  quella  che  si  vuole  eliminare  la  pritna. 

376.  L’eliminazione  delle  incognite  nelle  equazioni  di  grailo 
qttaluiiquc  dipende  dagli  stessi  principi!  che  liautio  servito 
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nelle  equazioni  di  primo  grado.  Ma  l’ operazione  riesce  tanto 
più  lunga  e complicata  quanto  maggiore  è il  numero  delle 
equazioni  e più  elevato  il  loro  grado. 

Per  darne  un  esempio  consideriamo  le  due  equazioni 

a:*  + Ax  + .B  = o , X*  + A'x  + B'  = o.  ^ (l) 

. t 

Se  si  prende  il  valore  d’  x da  una  delle  equazioni , e si  so- 
stituisce ncir  altra,  in  questa  vi  saranno  de’ radicali  die  bi- 
sognerh  fare  svanire  per  aver  l’equazione  risultante  dall’  eli:> 
minazione.  Parimente  se  si  eguagliano  i valori  della  x rica- 
vati da  ciascun  equazione , ne  risulta  un’  c<{uazione  con  due 
radicali  diversi  ; e per  farli  svanire  bisognerebbe  elevar  due 
volle  a quadrato  ciascun  membro. 

Le  equazioni  di  grado  supcriore  possono  inoltre  esser  sod- 
disfatte da  diversi  sistemi  di  valori  ; e questa  circostanza  con- 
corre spesso  a render  più  intralciata  1’  operazione. 

Il  metodo  seguente  è esente  dalle  notale  diilicoltà  che  sa- 
rebbero insuperabili  per  l’ equazioni  di  grado  più  elevato}  e 
siccome  la  serie  delle  operazioni  da  farsi  non  ha  relazione 
che  col  grado  dell’incognita  che  si  vuole  eliminare,  coinin- 
ccrcnio  da  due  equazioni  di  secondo  grado  rispetto  ad  x , 
che  rappresenteremo  generalmente  per 

A,x'  + B^x  + C.  = o , + Bjx  + C,  = o (a) 

potendo  nelle  A , B ^ C contenersi  la  ^ a qualunque  grado. 

Le  equazioni  (a)  per  poter  coesistere  debbono  esser  veri- 
ficale dal  medesimo  valore  della  x.  Moltiplicando  la  prima 

1)cr  y la  seconda  per  A^  , e poi  sottraendo  1’  una  dal- 

’ altra  , si  ottiene 

(^,B.-.B.>^.)x +^,C,-C,<  = o.  (3) 

Similmente  moltiplicando  la  prima  per  C,  1’  altra  per  C,  , 
sottraendo  e dividendo  per  x , si  ottiene 

(^,C,-C.O+.b/c._  C,.B.=:o.  (/i) 

Il  paragone  de’  due  valori  d’  .v  ricavati  dalle  gr{uazioni  (a) 
e (3)  dà  subito 

Se  le  equazioni  (a)  fossero  ad  una  sola  incògnita,  la  (5) 
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sarebbe  1’  equazione  di  condizione,  aflincliè  le  delle  due  cqiia- 
zioni  polessero  coesisicre,  cioè  esprimerebbe  la  relazione  che 
dovrebbe  esisierc  fra  i cocfTìcicnli  alllncbè  quelle  due  cqiia- 
zioni  polessero  esser  verificaie  da  un  medesimo  valore  a’  x. 
Allorché  ne’cocllicienii  3^  cc.  si  contiene  l’altra  incogniia 
y , la  (5)  sarà  l’equazione  in  ^ risulianie  dall’ eliminazione. 

Qucslo  metodo  ha  il  vantaggio  di  non  introdurre  radicali 
e in  conseguenza  non  dà  luogo  ad  alcuna  operazione  secon- 
daria , giacché  il  fare  svanire  i radicali  equivale  ad  una  se- 
conda eliminazione. 

Sieno  le  due  equazioni  di  terzo  grado  rispetto  ad  x 

.«^.x‘+B,4r>  + C,a;+Z?,=o  , ^,x*+fi,**  + C,x+Z),=o. 

Seguendo  lo  stesso  metodo , cioè  facendo  sparire  prima  il 
primo  termine  c poi  1’  ultimo  , si  perviene  alle  due  equa- 
zioni di  secondo  grado 

(^.5 +(^.  C-C,A,)x  + A,D-D,A,=o  , 
-2>.i?Jx+  C,D-D,  C.=o  ; 

le  quali  irallaie  come  quelle  del  n°  prec.,  daranno  un’  equa- 
zione senza  x. 

Parimente  da  due  equazioni  di  quarto  grado  facendo  sva- 
nire successivamente  il  primo  c 1’  ultimo  termine  , si  passa 
a due  equazioni  di  terzo  grado.  E così  di  sonito. 

378.  Il  metodo  precedente  si  estende  con  facilità  anche 
al  caso  in  cui  le  equazioni  non  fossero  del  medesimo  grado 
rispetto  ad  x.  Sieno  per  es.  le  due  equazioni 

+ A,**  + C,x*  + D,x  + £■.  =0,  (6) 

C,x'  + D,x  + E,=o.  (7) 

Da  queste  due , moltiplicando  la  prima  per  E,  1’  altra  per 
E,  sottraendo  e dividendo  per  x , emerge 

A,E,x^+£,t\x'+(C,E-E,C,)x+D,E-E,D,=o.  (8) 

Poi  moltiplicando  la  prima  per  C, , l’ altra  per  A^x^  , si 
ottiene 

(5,C-^.O.K+(C’.6’-^.£'>‘+X>.C.x+£-.C.=o.  (9) 
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Si  può  al  sistema  delle  due  (6)  e (7)  sostituire  le  due 
(8)  e (9)  , o pure  una  di  queste  cou  la  (7) , c così  prose- 
guire. 

378.  Se  le  equazioni  e le  incognite  fossero  più  di  due , si 
regolerà  1’  operazione  come  per  le  equazioni  di  primo  grado. 
Sia  m il  numero  delle  equazioni  e delle  incognite  ; si  andrà 
eliminando  una  delle  incognite  , combinando  le  equazioni  a 
due  a due,  c si  perverrà  così  ad  m — 1 equazioni  fra  m — 1 
incognite  ; poi  da  queste  con  un  procedimento  simile  elimi- 
nando un’altra  incognita  si  passerà  ad  m — 3 equazioni  fra 
m — a incognite.  E così  scemando  successivamente  il  iiumeni 
delle  equazioni  e quello  delle  incognite,  si  perverrà  ad  una 
equazione  con  una  .sola  incognita. 

379.  Da  ciò  si  raccoglie  che  l’eliminazione  delle  incognite  è 
una  operazione  sempre  possibile.  .Ma  la  prolissità  de’ calcoli  che 
seco  trae  il  metodo  generale  per  arrivare  all’equazione  fìnale 
deve  eccitare  tutta  P attenzione  del  calcolatore  per  trovare 
ne’  casi  particolari  de’  ripieghi  che  più  facilmente  ne  con- 
ducano al  risuFtìlimenlo  finale. 

Se  1’ equazioni  (3)  sono  di  secondo  grado  rispetto  alle  due 
incognite,  l’equazione  (5)  sarà  in  generale  di  quarto  grado,  ed 
ammetterà  perciò  quattro  valori.  Sostituendo  questi  valori  in 
una  delle  equazioni  (3)  o (4),  si  avrà  per  ciascun  valore  d’v 
un  solo  valore  cP  x.  In  conseguenza  vi  saranno  in  generale 
quattro  sistemi  di  valori  che  possono  soddisfare  all’ equazione 
proposta.  Vedremo  in  seguito  , nel  riprender  questo  argo- 
mento , che  il  grado  deli’  equazione  finale  non  può  supe- 
rare quello  che  risulta  dal  prodotto  de’ numeri  che  indicano 
il  grado  delle  equazioni  date. 

a8o.  Ecco  alcuni  problemi  propri  a mostrare  come  per  mezzo  di 
particiilai'i  osservazioni  e di  giudiziosi  ripieghi  si  può  non  sol.inierile 
iacilitare  1’  eliminazione  , ma  pervenire  a risuliamenli  più  semplici , o 
ad  lina  equazione  finale  di  grado  inferiore.  , 

I.  Problema.  Trovar  due  numeri  di  cui  è dato  il  prodotto  7 , eia 
soinnia  de'  quadrali  i>. 

Si  avranno  le  equazioni 

r --r’  +j’ = (jo) 

Prendendo  il  valore  il’j'  dalla  seconda  equazione  c sostituendolo  nella 
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pròna  y risulta 

ar*  + ^ = P » ovvero  ar*  — par*  + ^*  = o , 

da  cui 


r'=\p±\/\p'-r. 


ed 


*=±  Vìp±Vz''‘“^ 


(*0 


Questa  forinola  contiene  (jualtro  valori  d’  * ; sostituendoli  nell’  equa- 
tione  xy  —<f  si  hanno  i quattro  valori  corrispondenti  per  y.  Sicché  le 
le  due  equaiioni  proposte  saranno  soddisfatte  da  quattro  sistemi  di  valori. 

Sostituendo  uno  de’  valori  d’x,  si  ha  y z= ^ - 

+ v^p+yjp*-?*- 

Si  poò  a qnesu  espressione  dare  un’  altra  forma  uswdo  il  ripiego  sug- 
gerito al  n^  aag,  cioè  moltiplicando  numeratore  e deoomiuatore  per 


Si  poteva  osservare  che  le  equazioni  (io)  essendo  simmelriche  si  deve 
ottener  per  y lo  stesso  valore  avuto  per  a:.  Si  avrk  dunque 


'=±'^\p±\jlP"—9 


(12) 


I valori  (il)  e (la) dovendo  soddisfare  alle  equazioni  (io)  si  dAbono  com- 
binate in  modo  che  il  loro  prodotto  sia  eguale  a <f.  Perciò  il  radicale 

che  è nell’ espressione  ^ p ~f~  \J 7 p*  — <7*  deve  aver  iu  uno  il  se- 
gno contrario  a quello  che  ha  nell’  altro.  Inoltre  il  segno  del  radicale 
generale  dev’  esser  iu  ciascuno  lo  stesso  o diverso  secondo  che  q è i>o- 
sitivo  o negativo.. 
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Si  avranno  dunque  i seguenti  quattro  sistemi  di  valori  ; 


*=  + V;f  + Vi'’’-<’’  r=-'^ìp-\Jìp-—ì-S'^ 
— Vip'-/.  P = - V;p  + Vjp'-»’’ 

valendo  il  segno  superiore  se  q è positivo,  e l’inferiore  se  è negativo. 

281.  Nelle  due  equazioni  (io)  si  può  eseguir  elegantemeuie  l’ elimina- 
zioDe,  elevando  la  seconda  a quadralo.  Si  La  cosi 

®*  + y*  =p  , ar*jr*  = ^ 

d;onde  rilevasi  che  | valori  di  x*  e sono  le  radici  di  un’equazione 
di  secondo  grado  della  forma  ( n'  aaS  ) ^ 


Dunque 


M*  — pu  + q’  r=  o. 


ed 


4) 


-=-±\/lp±sJlp‘-r,  y=±Vì/^+V^*-9‘(> 

Combinando  di  tuue  le  maniere  possibili  i segni  de’ radicali  si  hanno 
otto  sistemi  di  valori  ; il  che  dovea  di  necessita  avvenire,  perché  col- 
1 elevare  a quadrato  l'  equazione  xyz=:q , scomparisce  il  segno  di  </.  È 
regolare  dunque  che  nelle  formule  che  si  oUeiigono  si  trovi  compreso 
tanto  11  sistema  de  valori  corrispondenti  a q positivo  quanto  di  quelli 
corrispondenti  a q negativo. 

282.  Si  poteva  ancora  far  uso  per  l’eliminazione  di  un  ripiego  che 
giova  tener  presente  per  valersene  in  casi  simili.  Inlàtti,  moltiplicando 

14 
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la  feconda  cquatioift  per  3 , e prima  sommandola  poi  sottraendola  dalla 
prima  , si  ottiene 

+y  +^^y  = P + 27  , x'  +jr*  — 'ixy=p—iq\ 

da  cui  ' 


* + J'  = ± V/'  + s?)  x—y=+yp  — -ìq. 

Avendosi  in  tal  modo  la  somma  e la  difTcìTiiza  di  due  numeri  , si  ri- 
cava ( n®  163,  I.  ) 


* = i ( ±Wp  + »7  ± V/»— ■*7)  j 

(.5) 

y = ^ (±  V/»  + 27  + Va'— 27). 

Questi  valori  si  presentano  sotto  una  forma  più  semplice.  È facile 
riportarli  alla  forma  (i4)  •,  elevandoli  a quadrato  e poi  estraendone  la 
radice.  Ma  il  paragone  delle  espressioni  equivalenti  (i4)  e (i5)  fa  cono- 

Kere,  che  un'espressione  della  forma  (/a-l*  trasformar  sempre 

in  un'altra  della  forma  Vedremo  in  seguito,  in  quale  caso 

questa  trasformazione  sia  utile  , e come  si  cffettuisea  per  un  radicale  di 
grado  qualunque. 

a83.  11  problema  ora  risoluto  e quello  del  n°  aSq  sono  casi  partico- 
lari del  problema  generale  in  cui  è dato  il  prodotto  di  due  numeri  e 
la  somma  delle  loro  potenze  m."”'  Si  perviene  in  tal  caso  alle  equazioni 

a-j'  = 7 ; (16) 

d’  onde 

e +7"=o. 


Si  ha  quindi 


=^"  — \p±\j\p'  — ‘T-,  y’'  = \p  + '\j\p' — q"- 

Chiamando  a una  delle  radici  dell'  equazione  y” — 1=^0,  si  avranno  i 
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seguenti  sistemi  di  valori  che  possono  soddisfare  alle  equazioni  (i6)  r 


n 


+1 

II 

h 

m 

XZIZ  ^ 

m 

m 

X=x'\/~p±A 

ognuno  de’  quali  ne 

comprende  due. 

284.  II.  Phoblema.  Trovare  due  numeri  de’ quali  è data  la 
n ] e la  somma  h delle  loro  potenze  quarte. 

Si  avranno  le  equazioni 


somma 


x +y  = a,  — 


Prendendo  il  valore  d' y dalla  prima  equazione  e sostituendolo  nella 
seconda , si  ha  1 equazione  completa  di  quarto  grado 


sx'*  — + 6a’x*  — 4a’x  + a‘>  = h. 


Ma  elevando  la  prima  equazione  alla  quarta  potenza , e sostituendo  b 
in  vece  di  + y‘* , si  ha 

+ ^xy  + ^')z=a‘*  — 6. 

Dalla  stessa  prima  equazione  si  ha  x*  + y' =:a' — 2xy  ; sicché  sosti- 
tuendo risulta 

xy  ( 4a*  — ^xy)  = a'*  — b-, 
e considerando  xy  come  un’  incognita  si  ha 


^y  = “ 

Si  conosce  adunque  la  somma  e il  prodotto  di  due  numeri  j perciò  il 
problema  è riportato  a quello  del  n”  ai5. 

Si  poteva  anche  risolver  questo  problema  prendendo  per  incognita 
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la  diflèrenta  de’ due  numeri.  Sia  * quesu  difTerema  , i due  numeri  $a 

a+»  a — X . j. 

ranno  — ^ } e quindi 


da  cui  ai  ottiene  1'  equazione  trinomia 

X*  + 6a’x‘  =1  8i  — a*. 

n85.  III.  Problema.  Trovare  quattro  numeri  in  proporzione,  essendo 
data  la  somma  aa  degli  estremi,  la  somma  26  de’ medi,  e la  somma  4c* 
delle  quarte  potenze  degli  estremi  e de’  medi. 

Sieno  X f t , u i qualUo  termini  della  proporzione.  Si  avranno 
le  quattro  equazioni 

ar  +ii=aa  , y +a=aJ  , xuz=yx  , +*'  + u'*=4c^- 

Sarebbe  difficile  eseguir  1’  eliminazione  senza  qualche  ripiego  partico- 
lare. Ora  elevando  le  due  prime  equazioni  alla  quarta  potenza , som- 
mandole , e mettendo  4^  *“  + *^  + “*  > ** 

xu  (a**  + Zux  + au*)  + yt  {iy*  + 3_y*  + aa*)  =8 (a*  + i'»)-  ac'». 

£ facendo  = , si  ottiene 

p (x*  + M*  + j'*  + s*  + 3/>)  = 4 (n*  +i»)  — c*. 

Elevando  a quadralo  le  due  prime  equazioni , si  ba 

«•  -f-  u*  s=  4a*  — a/>  , y*  + a*  =z  4i*  — -ìp  ; 


per  conseguenza 

pC4«‘  + 4**— p)=  4 (“'*  + *')— 

ovvero 

;>•  — 4 (a*  + i’)  ;;  = c*  — 4 (a»  + i»), 

da  cui 

p=  a (a*  + *•)  + Ve'*  + ^'b\ 

Conoscendo  la  somma  aa  e il  prodotto  p,  si  avranno  ( n°  aa5  ) i due 
numeri  x , u *,  parimente  sapendo  la  somma  ab  e il  prodotto  p de'due 
numeri  y , s , si  sapranno  i detti  numeri. 

Il  problema  poteva  anche  risolversi  prendendo  per  incognite,  la  dif- 
ferenza ax  da’  termini  estremi  e la  dìfierenza  ay  de’  medi,  l quattro 
termini  richiesti  sono  rappresentati  in  questo  caso  da' 

o + x,  y,  a — X. 
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Quindi  si  hanno  le  due  eqnasioni 

«•  — *•  = «•  — 

(a  + ,)4  + c«  - *)4  + (d  + + («  -yy  - 

r ultima  delle  quali  si  riduce  ad 

o4  + 6n’x*  + *-4  + A4  q.  6A’^*  + y4  — ac4; 

e in  questa  sostituendo  per  y'  ed  i valori  presi  dalla  prima  , si  ha 
x4  + a(a*  + aA*)x*  + o4  + 4^4  _ 4a*A*=«  c4  ^ 

ovvero 

*4  + i(a*  + + (»*  — aA’)*  = c*  , 

ovvero 

x'  + a(a»  + 2A’).r’  + (a*  + aA’)‘  = «4  +8a*A\ 

da  cui 

x’  + a*  + aA*  = + Ve’  + 8a’A% 

e infine 

X*  = — (a’  + aA')  + yi4  + 8a’A*. 

s86.  IV.  Problkma.  Si  cercano  due  nomert  di  cui  è data  la  somma ^ 
del  loro  prodotto  e del  proiloUo  della  loro  somma  per  un  numero  da-- 
lo  n,  ed  c d;ita  ancora  la  somma  iq  della  somma  decloro  quadrati  e del 
prodotto  della  loro  somma  per  un  dato  numero  oA. 

Sieno  X ed  y i numeri  richiesti.  Si  avranno  le  equanonì 

xy  + a (.t  +j>^)  =p  , X*  + y*  + aA  (x  +/)  = Of. 

Prendendo  il  valore  d’^  dalla  prima  equazione  e sostituendolo  nel!» 
seconda  si  perviene  ad  una  equazione  completa  di  quarto  grado.  Mat 
moltiplicando  la  prima  equazione  per  a e sommando  , si  ha 

(-V  +7>’  + a(o  + A)(x  +/)—  a C/J  + q)» 
e da  questa  equazione,  considerando  x+y  come  incognita,  si  trae 


X +7  = — (n+A)  ±V(“+*)’  + ’0»+q>- 

Sostituendo  questo  valore  nella  prima  equazione  si  ha  il  prodotto  xy-^ 
e questo  problema  ancora  si  trova  riportato  a quello  del  n*  ax^ 
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CAPO  V. 

EQUIPU'FERENZE  E PROPORZIONI  - PROGRESSIONI  - LOGARITMI  - 
PROBLEMI  d’  INTERESSE. 

ART.  I. 


Dell’  equidifferenze  , e delle  proporzioni. 


287.  Il  risullamcnlo  del  confronto  fallo  di  due  (luanliià 
ad  ogf'cllo  di  vedere  quante  volte  1’  una  contiene  1’  altra  , 
ossia  il  quoziente  di  una  divisa  per  1’  altra  è il  rapporto  o 
la  ragione  di  queste  due  quantità  (Arimi,  n'  l55  c i6g).  Due 
rapporti  eguali  formano  una  proporzione  ; e se  i suoi  quat- 
tro termini  sono  a , b , c , d ^ \à  proporzione  si  scriverà 

alblicld. 

Si  sa  pure  che  se  vi  sono  quattro  quantità  *,  j3  , y,  5 tali 
che  la  differenza  fra  la  prima  e la  .seconda  sia  uguale  alla  dif- 
ferenza fra  la  terza  c la  qii.nrta  presa  nello  stesso  senso , que- 
ste costituiranno  un’ equidifferenza , la  quale  si  scrive 

» . ^ : r . «• 

Quantunque  siasi  delle  proporzioni  trattato  nell’  Aritme- 
tica ( Capo  Vili.  ) , crediamo  nccesssario  di  ripeterne  qui 
r esposizione,  perchè  i siinholi  algebrici  ne  rendono  più  evi- 
denti e più  generali  le  proprietà.  In  questa  occasione  faremo 
qualche  cenno  ancora  delle  proprietà  dell’ equidifferenza  (*). 


C')  Polendosi-  due  quiintilà  pamgoimrc  fra  loro  per  conoscerne  la  dif- 
ferenza o il  quoziente  , il  risnllamento  di  questo  confronto  si  è chia- 
mato col  nome  generale  di  rapporto  , chiamando  parlicolarmeiite  rap- 
porto arilmelico  la  differenza,  e rapporto  gconic/ri'co,  il  quoziente.  Così 
pure  si  è detta  proporzione  aritmetica  1’  etjuidillerenza  , e proporzione 
geometrica  1’  altra.  Queste  denominazioni  non  hanno  altro  sostegno  che 
una  certa  analogia  fra  le  operazioni  che  si  possono  fare  sulle  dette  due 
proporzioni  , e fra  le  loro  proprietà  ; la  quale  analogia  consiste  preci- 
samente in  questo  , che  ciò  che  nella  proporzione  si  verifica  per  mol- 
tiplicazione , divisione  , elevazione  a potenza  ed  estrazione  di  radici,  nella 
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288.  L’  equidifferenza 

* . 1 y . 8 

dà  luogo  all’  eguaglianza 

/S  — »=5  — y,  da  cui  = 

Siccome  da  una  equidifferenza  ne  . risulla  un’  eguaglian- 
za in  cui  i due  membri  contengono  la  somma  o la  dif- 
ferenza di  due  quanlilà  , cosi  da  un’  eguaglianza  di  questa 
natura  potrà  ricavarsi  un’  equidifferenza.  Partendo  dall’cguar 
glianza  si  può  stabilire  in  quattro  mod>  di- 

versi r equidifferenza  , essendo  necessario  che  /3  e > si  trovina 
sempre  o negli  estremi  o ne’  medi. 

289.  Poiché  da  ^ — ysi  può  ricavare 

o pure 

290.  Parimente  essendo  /3  — « = 5 — y , sarà 

7/1/3  — m*  —mS  — rny  , e — , da  cui 

n n 

a l3  y & 

nix  . 7H^  . my  . 

nnnn 

cioè  i termini  di  un’equidifferenza  moltiplicati  o divisi  per 
una  medesima  quantità  restano  equidifferenti. 

291.  E se  si  hanno  molte  equidifferenze 

|S— »=S— 7,  /3,-«,=5.— y.,  |3,-*.=s.-y. , ,3j— «jrzSj— y,  , ec. 
sarà 

^+i3.+,3.+-— (»+*.+*.+ •••)=*+®.+®,+----(i'+y.+y.+-“) 


r<|uìdil1ÌL'i'enza  Iia  luogo  rispctlivaiuenle  per  addizLoue,  soUcazione,  mol- 
tiplicazione e divisione. 

Ma  questa  pretesa  analogia  non  bastando  a giustificare  l’improprietb 
di  sifTalli  vocaboli  e d’altronde  gli  epiteti  di  nr<Vme//co  e geometrico  es- 
sendo del  liiUo  iDSulliciciiti  a l’.ir  comprendere  la  diversità  de’  rapporti 
cui  si  riferiscono  , noi  abbiamo  credalo  dovergli  rigettare  , tanloppiì» 
che  alle  parole  rapporto  e proporzione  non  altre  idre  si  altribulscona 
nel  linguaggio  ordinario  che  quelle  da  noi  espresse. 
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ossia 

•+*i  +■,+••  • +*«-i  » +^»-i  I y+yi+y,+  "*'  +y«-i« 

»+».+».+•••+»*-.• 

Se  l’equidifiFerenza  è continua  (Arilm.  n®  l5g),  cioè  se  si  ha 
*./3I/3.y>  sarà/3  = — - — . /3  si  chiama  il  medio  delle  due 
quantità  a e y. 


393.  Passando  alla  proporzione , da 
a:b::c\d 

si  ricava  I’  eguaglianza  “ = ” > c da  questa  ( Arit.  n“  l6t  ) 

ad:^bc. 


Siccome  da  una  proporzione  si  può  ricavare  un’  egua- 
glianza , viceversa  un’  eguaglianza  nella  quale  i due  membri 
si  possono  decomporre  in  fattori  potrà  somministrare  una 
proporzione.  Partendo  dall’eguaglianza  ad—bc,  si  possono 
scrivere  otto  proporzioni  diverse,  composte  tutte  de’ medesimi 
termini  ( Arit.  n.°  i6a). 


sg5.  Essendo 
sarà 


t da  cui 

é + ma  d+mc  b + ma 

a c ’ i 

Pariuicnlc  partendo  da 


a b 
c d' 


a c 
b~d  ’ 

si  trova 


a + nb  c +nd 

~~r~  ~ ~7~  ’ 


a + ni  b a 

c^nd  d c ’ 


Dìgitized  by  Google 


e quindi 
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a + 7ib:  c+nd  y.b+ma:  d+mc. 


Supponendo  m = n=  i , si  ha 

a + A:c  + <ir:a  — b:c — d::b:d::a:c', 

ovvero 

a b : a — b\:  c + d \ c — d.  ( Arit.  n°  167  ) 

294.  Queste  proporzioni  si  sono  ricavale  partendo  dalle  e- 
guaglianze 

b d a c ' 

a c ’ b d 

Ma  partendo  dalle  altre  due 

c d ab 

a b’  c d' 

si  Ottiene  col  solo  cambiamento  di  ò in  c e di  c in  6 
a + /ic;i  + nd::  c + mo;<i+mA 

* 

da  cui 

a^c’.  bJ^d\".  a — c\  b — rf,  a -i-c:  a — c b + d'.  b — d. 

( Arii.  n°  167  ). 

395.  Se  si  hanno  n proporzioni 


a i b ; : c xd 
a,  ; : ; c. : d. 


dalle  quali  — , 

a c 


O»— I X bn~i  X I Cn—t  l dm—t 


bn-i </»-■  . 

C« — I Cn — I 


moltipUcstodo  per  ordine  i membri  di  queste  eguaglianze  e 
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poi  rimeueudo  In  proporzione,  risulta 

a,_.  ; ;;  cc,c,....Cn-i  ' d^, 

( Arit.  n.°  168  ). 

Se  le  a soa  tutte  eguali,  come  pure  le  6,  le  c,  le  d,  sarà 

a"  : ò"  ::  c"  ■.  d"  i 

il  che  risulta  anche  dall’  eguaglianza 

i d 


giacché  elevando  alla  potenza  si  ha 


d’  onde 


Per  la  stessa  ragione 


b"  _dr 


a"  ■.  b"  : c"  : d\ 


m n 

\/*_Vi 

essendo  V „ — • - , sarà 


Va' 

Va  : V^  • • ’• 

296.  Se  si  hanno  n rapporti  eguali 


h b.  b,  b. 


a a,  a.  a. 


an— 1 


■7  ì 


Sara 


b = aq , b,  = a, 7 , b,  = 0,7,  ...,b„-,  = 0^,7; 
c sommando  tutti  i primi  mcmhii  c tutti  i secondi  sarà 
b b ^ -f-  . . . + l 'zn ij  [a  -i-  a ^ . . . + cia—i  ) , 

d’  onde 

b + b^  + b^  + . . . + b„-,  y V b 

n + rt,  + a,  + . . . + a,_,  V / a ’ 

e in  fine 

a + a,  + fl,  + . . • + dn-i  + +^„+*«*  + ba~i  ! ! a \b. 
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agy.  Moltiplicando  fra  loro  i primi  membri  delle  « — i 
eguaglianze 

ì — t±  - — 

a Oj  ’ a a'  ’ "’’<i  o,_,  ’ 

ne  risulta 


da  cui 


a^a,. . .a„_,  ’ 


va/  «a,a,. . .a^,  ’ 


aa,a,  . .a,_,  ; M/,. . ::  a"  ; i"  ; 

cioè  la  ragion  composta  (A rii.  n°  iGg)  di  n ragioni  eguali 
è uguale  alla  potenza  di  una  di  esse. 


298.  Finalmente  se  si  ha 

a : X : : X : b ^ 

si  ricava 

a-  = ; 

cioè  il  medio  proporzionale  fra  due  numeri  dati  è uguale 
alla  radice  quadrala  del  loro  prodotto. 


ART.  II. 


Delle  progressioni  per  differenza. 

299-,  chianaa  progressione  per  dìjferenza  una  serie  di 
termini  ne  ^uali  la  dilferenza  fra  un  termine  e quello  che 
lo  precede  e costante.  Se  questa  differenza  è positiva,  la  pro- 
gressione è crescente  ; se  negativa  , decrescente.  Così  i ter- 
niim 

'j  5,  7,  9,  ec. 

formano  una  progressione  crescente  ; c i termini 
a8,  25,  22,  19,  16,  ec. 

compongono  una  progressione  decrescente. 

3oo.  Sieno  gcneralmenie  a,  i termini  di  una 
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progressione  per  differenza.  Per  rappresentare  che  questi  ter- 
mini sono  equidifferenti  , si  scriverà  : 

T . a j . . • • 

Chiamando  S la  differenza  , si  avrà 

o.=a,  +9  , aj=a,4-»  , =a,  +S a„=a_,  +«  ; 

e sostituendo  il  valore  di  in  quello  di  a. , si  ha  il  terzo 
termine  espresso  da  aj  = a, + a5.  Sostituendo  questo  valore 
di  aj  in  quello  di  si  ha  il  quarto  termine  a,=a,-f-35. 
Così  si  troverebbe  , arf=a,  + 55  ; e in  generale 

ogni  termine  è uguale  al  primo  più  la  differenza  ripetuta  tante 
volte  per  quanto  è il  numero  de’  termini  precedenti.  Sarà 
dunque 

(») 

Per  mezzo  di  questa  formolo  si  può  ottenere  un  termine 
qualunque  senza  passare  pe’  termini  intermedi.  Se  si  vuole 
il  quindicesimo  termine  della  progressione  7 i .4'7  • • • • , si  ha 

ti  I . ^7  I q*  1 S — I 3 . 

301.  Dalla  natura  stessa  di  questa  progreàsione  risultano  le 
due  proprietà  seguenti. 

I.  Se  a tutti  i termini  di  una  progressione  clic  ha  per 
differenza  S si  aggiunge  o toglie  una  medesima  quantità,  si 
avrà  un’  altra  progressione  che  Ira  pure  per  differenza  5. 

IL  Se  tutt’  i termini  di  una  progressione  che  ha  per  dif- 
ferenza S si  moltiplicano  per  una  quantità  i,  si  avrà  una 
nuova  progressione  che  ha  per  differenza  tS, 

302.  Si  ha 

«.=“.+*)  = +9)  «.=“,+5,  ec. 

= — 5,  — S,  n„_j=za„_, — J,  ec. 

Sommando  per  ordine  le  eguaglianze  che  sono  in  corrispon- 
denza , risulterà 

a,  + = a,  q-  a,-,  = a,  q-  a,-,  = ec. 

cioè  : ifi  ogni  progressione  per  differenza  le  somme  de’  ter- 
mini estremi  e di  tutti  gli  equidistanti  dagli  estremi  sono 
uguali. 
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303.  Polendosi  una  progressione  scrivere 

ia.a+S.a  , a ^3® o 1)5^ 

si  scopre  facilmente  che  la  differenza  fra  il  primo  termine 
e il  terzo  è uguale  a quella  del  doppio  de’  due  primi;  la  dif- 
ferenza fra  il  primo  ed  il  quarto  è uguale  a quella  del  triplo 
de’ due  primi  ; e in  generale  la  differenza  fra  il  primo  ter- 
mine e l’  n.""‘  è uguale  a quella  de’  multipli  n — l del  pri- 
mo e del  secondo  ; cioè  ( n"  S287  ) 

a,  . a,,  ; (n — i ) . (n  — 1 )a^. 

304.  Chiamando  s la  somma  di  n termini  di  una  pro- 
gressione per  differenza  , si  ha 

+ +<*3+  ••••;  + a»-»  + o»-i  + ■> 

e scrivendo  i termini  in  ordine  inverso  si  lia 

* — “n  + fl»-i  + a»-»  + + “i* 

Sommando  queste  due  eguaglianze  per  ordine  si  ha 

^ ~ (“1  "tO +(®. +“«-0 +(“5 +“»-») + + («11-1  +<*3) 

+ +'*,)  + (“,  + “.)• 


Ma  le  quantità  tra  parentesi  son  tulle  eguali  ( u°  3oa  ) , 
dunque  — (a.  + a J n , d’ onde 


s 


n 


a 


Mettendo  in  questa  formula  1’ espressione  ( 1 ) di  a„,si  ha 


n — I 

4=a,n+n. 8. 

‘ a 


(*) 


3o5.  Le  forinole  (<)  ^ (^)  contengono  le  cinque  quantità  a.,a„,  8,  n 
ed  s ; date  tre  di  queste  , si  possono  trovar  le  altre  due.  Il  seguente 
quadro  contiene  le  30  forinole  che  risultano  dall'  eliminazione  ne’  dif- 
ferenti casi  che  possono  darsi. 


Digitized  by  Google 


( 332  ) 

Formale  per  le  progressioni  per  differenza: 
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3o6.  Ecco  alcuni  problemi  per  applicazione  delle  esposte 
formole. 

I.  Problema  Nella  serie  de’  numeri  impari  i , 3 , 5,  cc. 
quanti  termini  si  debbono  prendere  per  avere  121? 

Dalla  formola  (20)  facendo  a,  = 1 , 5=2,  121,  si 

ricava 

n:=^s  f cioè  n = ii. 


Da  ciò  si  deduce  che  tutti  i quadrati  risultano  dalla  somma 
di  un  certo  numero  di  numeri  impari , c che  perciò  som- 
mando successivamente  i numeri  impari  si  hanno  tutti  i qua- 
drati de’  numeri  interi  successivi.  Di  fatto  si  ha 


1,  1+5=4,  i + 3 + 5=9,  1+3 + 5 +7  = 16,  ec. 
Facendo  nella  formola  (il)  5=2,  s=  , risulta 

<*.  "l"  * • i • a ^ 

n = — — , e quindi  s = n . 

II.  Frodlema.  Trovare  quattro  numeri  in  progressione  per  difleren- 
2a  , essendo  dato  il  prodotto  p de'  termini  medi  e il  prodotto  p'  degli 
estremi. 

Sia  X ano  de'  termini  medi , 1'  altro  sarè  - ; la  loro  differenza  sarà 


X — - • e i quattro  termini  saranno 


C quindi  secondo  la  condizione  del  problema  si  avrh 


da  cui 


t 


ovvero 


5d— I - ... 

= — I — ±T  Vgp’— +p'\ 


lop  — ?^+3y  (9P— p>) 
8 


(21) 


Ora -osservando  che  10/3  — 2/>'  = (9/1 — — /'*)  ) c che  le  qiian- 
tilè  chiuse  tra  parentesi  sono  appunto  quelle  che  si  trovauo  scilo  il 
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radicale,  si  vcdrl»  facilmente  die  il  valore  (ai)  di  x’  si  trasforma  nel  qua- 
drato di  . Si  avià  dunque 

aya 


e quindi 


aya 


J- 


-±KV"^7-^±V^)- 


(aa) 


Per  interpclrare  i quattro  valori  che  somniiuisira  la  formola  (aa)  , 
cerchiamo  V altro  termine  medio.  E pel  segno  esteriore  prendendo  pri- 
ma il  + , si  avrà 


P_ 

X 


ì 


e operando  come  nel  n°  aaq  , cioè  moltiplicando  numeratore  e denomi- 
natore per 


Dunque  i due  valori  corrispondenti  al  doppio  segno  nel  secondo  ra- 
dicale non  comprendono  che  una  sola  soluzione  e sono  appunto  i due 
termini  medi.  In  effetti  entrando  x a rappresentare  indistintamente  uno 
qualunque  de'  termini  medi  , il  suo  valore  dee  necessariamente  dipen- 
dere da  un'  equazione  di  secondo  grado.  Gli  altri  due  valori  della  for- 
roola  (aa)  , cioè 

corrispondono  al  caso  in  cui  i termini  della  progressione  potessero  esser 
negativi. 

Si  può  risolver  piu  semplicemente  questo  problema  chiamando  au 
la  somma  de'  termini  medi.  Essendo  au  la  somma  e p il  prodotto  , 
essi  saranno  ( n°  aa5  ) 

M+V“‘— /»>  u—\u'—p-. 


Digitized  by  Google 


( aa5  ) 

e i termiiii  estremi  saranno 

u + syu*  — p , «— 3V«*  — p, 

Perciò  ai  ha 

(m+3Vm*— ;>)(u  — 3Vu*— 

(T  onde 

M 

e quindi 

. ± v:^=.=±  ! (VSE^±  ye^). 

III.  Problema.  Tra  due  numeri  dati  a e 6 inserire  un 
numero  m di  medi  equidifferenti. 

I due  numeri  dati  insiem  con  m numeri  intermedi  for- 
mano m + a termini  della  progressione.  È dato  dunque  il 
primo  termine,  1’  ultimo,  e il  numero  de’  termini  ; bisogna 
trovare  5.  Facendo  nella  formola  (i)  a,=a,  a„—b,  n=m^a, 
si  ha 


m + 1 


La  progressione  adunque  sarà 

am  + b a(^m — i)+2Ò  a[m — a)+3ò 

T ■ ■ ■ , ■ ~ . • . . . , a . , Ò* 

ni+  t m •(*  1 /n  -p  ■ 

Per  cs.  tra  46  e 6 si  debbano  inserire  sette  medi  equidif- 
ferenti ; si  avrà  3 = — ^ — = 5,  e la  progressione  sarà 

i 6. II. 16.21. a6.3i. 46.41. 4^- 

307.  Passiamo  ora  ad  esporre  alcuni  altri  teoremi. 

1.  Se  fra  tutti  i termini  di  una  progressione  che  ha  per  differenza 
i , s' inserisce  uno  stesso  numero  m di  medi  equidifferenti , si  avrà  una 

s 

nuova  progressione  che  avrà  per  differenza  = . 

in  + i 

i5 
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loiìtUi  inserendo  m medi  fra  i due  termini  qualsivogliano  at  ed  ak*t  > »• 


avrk  s= 


04», 04  04  + * — 04 


m+i  m+i  ra+i 

II.  Viceveria,  se  in  nna  progressione  che  ha  per  differenta  8 si  pren- 
dono de’  termini  ad  eguale  intervallo  , questi  formeranno  una  nuova 
progressione  , la  cui  diflerenza  è 8r=S'(m  + i),  essendo  m il  numero 
de’  termini  intermedi.  ...  . . 

Perchè  se  in  questa  nuova  progressione  s’ inseriscono  tra  i suoi  ter- 
mini m medi,  ne  risulta  la  progressione  primitiva. 

Sia  per  es.  la  progressione  i i . 3 . 5 la  cui  differenza  è a.  Pren- 

dendo I termini  di  tre  in  tre,  si  ha  la  pn^ressione  i i .7 .i3. 19. . . . 
la  cui  differenta  è aX3  = 6. 

ni.  Se  si  sommano  aaaa,  a3a3,.... amami  termini  di 
nna  progressione  , si  avrà  un’  altra  progressione  la  cui  differenta  è 

8'  = 8m*.  .....  / m— In  „ 

Infatti  la  somma  de’ primi  m termini  e (2)  mia, +8.—^  I, quella 

de’  secondi  m termini  , di  cui  il  primo  è a,  mS  , sarà 

„,^a,  + m8-f-8.^^Ì-Ii-^ -,  quella  de’ terzi  m termini  consecutivi  sarà 

m ("•  + amS-(-8.  ; e in  generale  la  somma  di  m termini 

consecutivi  al  termine  Am  sarà  m ^ Oj  + hmi  8. — ^ Facendo 

in  questa  espressione  A = i , —a,  = 3,  — ec.  ne  risulta  una  pro- 
gressione che  ha  per  differenza  8m*. 

Per  es.  nella  progressione  i t.3.5.'] . . . . sommando  i termini  a 2 
a 2 si  ha  la  progressione  i 4.12.20. . . . che  ha  per  differenza  2.2’=8. 
IV.  Viceversa  , i termini  di  una  progressione  ia  .a  .a^ che 


„ /•  , 8 m — IN.. 

Essendo  giusta  1 ipotesi  a,  = mi  o.  + — ) 1 »i  ricava 

^ j\  , j * \ * ‘ m 2 ' 

b ~ i . Conoscendo  il  primo  termine  A,  eia  differenza 

* 2TO* 

8',  si  potrà  stabilire  la  nuova  progressione. 

Sia  per  es.  la  progressione  ; 8. 14.20.26  ....  Volendo  considerare 
ogni  termine  come  la  somma  di  tre  termini  di  un’  altra  progressione  , 

62  3(16 — 6) +6 

si  ha  m =3 , 8'  = - = .j,  e i,  =: = 

9 

nuova  progressione 


18 


= 2 : e si  avrà  la 


2,1  . a - > 

2.2J.3-  .4.43.53 


^ ^ 2 1 
.G.6-.7-  ec. 
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nella  quale  i termini  lommati  a tre  a tre  danno  la  progressione 
proposta. 

3o8.  Gli  espmti  teoremi  trovano  la  loro  applicazione  nel  problema 
seguente. 

IV.  PROB1.EJCÀ.  Due  mobili  partono  da  due  punti  diversi  nel  mede- 
simo istante  e per  la  medesima  direzione  : il  primo  là  a miglia  nel 
primo  giorno  , a -f-  S nel  secondo  ; 1'  altro  £i  af  miglia  nel  primo 
giorno  e a'  S'  nel  secondo,  amendue  camminando  in  progressione  per 
differenza.  LÀ  distanza  de'  punti  di  partenza  è p.  Si  domanda  dopo 
quanti  giorni  s' incontreranno , e il  numero  delle  miglia  che  avranno  a 
percorrere  per  incontrarsi. 

Siccome  i mobili  partono  nel  medesimo  istante , il  numero  di  giorni 
richiesto  corrisponde  a’  termini  delle  due  progressioni.  E la  quistione  ri- 
dncesi  alla  seguente:  Date  due  progressioni , in  una  delie  quali  il  primo 
termine  è a e la  differenza  i , nell'  altra  il  primo  termine  è e la 
differenza  ìf  , si  tratta  di  trovare  qual  numero  di  termini  bisogna 
prendere  in  tutte  due  , affinchè  le  somme  che  ne  risultano  abbiano  per 
differenza  p.  Chiamando  s,  s' le  somme  corrispondenti  alle  due  progres- 
sioni , che  in  questo  caso  sono  gli  spazi  percorsi , si  avrà  (a) 


« — I , , « — a . 

s=an4*n. i,  ess,a'n^n, 8*. 

a a 

E secondo  la  condizione  del  problema  si  ha 

n(n—i)  y , n(n — l)  .\ 

da  cui 


a S — S>—\\2  S — — 


(a3) 


Se  i due  mobili  partissero  dal  medesimo  luogo  e andassero  per  la 
niedaima  direzione,  bisognerebbe  lare  />=o.  Risulta  allora 


a ( a — a'  ) 

«—I 1 _i. 

S—9> 


(4) 


Se  i mobili  andassero  in  ilirezione  contraria  , cioè  1’  uno  incontro 
all'altro,  si  avrebbe  I' etpiazione 


n(n — i)  , n(n — lì  , 

+ -i Ì3  + a'rt+  = < 
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" “ 3 « + «'■*■  V V5  + S'  2 j ^ 6 + S' 


(25) 


Paiagouando  fra  loro  le  forinole  (23)  e ('j5)  si  vede,  clic  1 una  ricavasi 
dall’allra  cambiando  ì segui  di  a'  e E di  lallo  quando  il  secondo  mobile 
cambia  di  direzione  , s'  deve  cambiar  di  segno;  siccome  /z  non  jino  esser 
uegalivo,  il  cambiaineulo  di  segno  di  s'  porla  quello  di  a'  e 5 . 

Eseupjo.  Per  fare  un’applicazione  della  foimola  (24)  , sia  a — 17, 
S=;  I , a'  = 7 , S'  = 4-  Si  trova 


e quindi 

s = s'=  I55-. 

9 

Applicando  gli  stessi  dati  alla  formola  (23)  , e supponendo  di  più 
71=  i5  miglia,  si  avrà 


cioè  n — 6,  ed  n— 


1 

3‘ 


11  secondo  valore  dà 

4—28  - , 5*  = t3  - , il  primo  dà  s = 117  , s'=i02. 

9 9 

Da  ciò  risulta  che  i mobili  s’  incontrano  due  volle.  Prima  dopo  mi- 
glia i3  - dal  punto  di  partenza  del  secondo  ; indi  si  abbandonano  c 

si  raggimigoiio  alla  distanza  di  miglia  102  dallo  stesso  punto. 
l‘cr  applicare  la  formola  (u5)  si  supppouga 

a = 3,  o'=4,  « = 2»  »'=>  . P=  >46g; 


SI  ricava 


4 

cioè  s’ incontreranno  dopo  giorni  8 i di  viaggio.  Quindi 


* = 80  4 


s'=G5£, 
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È da-  osaervarsi  che  nell’  applicazione  delle  formole  (23),  (a4),  (^S), 
ad  eccezione  di  uno  de’ valori  di  n dati  dalla  forinola  (24),  si  sono 
avuti  per  n valori  frazio-  ari.  Ora  sembra  condizione  essenziale  che 
il  numero  de’  termini  di  una  progressione  debba  esser  iniero.  Si  rifletta 
però  che  ogni  termine  di  una  progressione  si  può  decomporre  in  m 
termini  di  un’  altra  progressione  , la  cui  somma  faccia  il  termine  dato 

(n“3o7, IV).  Supponiamo  che  sia  Si  de- 

componga ogni  termine  della  progressione  data  in  r termini  , è presi 
di  .jnesta  nuova  progressione  un  numero  /ir +17  di  termini , la  somma 
che  ne  risulta  saia  eguale  a (jut-lla  di  n termini  della  progressione 
primitiva.  a 

Prendiamo  a considerare  il  primo  esempio  , che  ha  dato  n =:  7 

Le  due  progressioni  di  cui  si  tratta  sono 

T 17  . iS  . ig T 7 . 1 1 . i5 

Decomponendo  ciascun  termine  in  tre  si  lianiio  le  alice  progressioni 

?5-.5  -.5  I I 3 -.6.6-  I 6- 

9 9 9 I 9 9 1 9 


8 3 7 
7 I -.a-. 2 i. 

9 9 9 


3Ì.3  14- 

9 3 9 


(26) 


Di  ciascuna  ùi  (jticsle  progressioni  prendendo  23  termini  si  ha 
s — s'  — i55  - , come  sopra. 

Esaminando  più  da  vicino  la  natura  del  problema,  si  vedrà  che  es.- 
sendosi  presi  gl’  iutcrvalli  a giornale  , I’  inconlro  non  può  succedere 
alia  (ine  precisa  di  un  intervallo.  Ma  prendendo  per  intervallo  il  terzo 
di  una  giornata  , si  ha  n intero.  Perciò  il  problema  dovrebbe  enun- 
ciarsi l Due  mobili  partono  nel  medesimo  tempo  dallo  stesso  punto  e 
vanno  per  la  medesima  direzione  \ il  primo  nel  primo  terzo  eli  gior- 

. . 5 6 

nata  percorre  miglia  5 - , nel  secondo  terzo  di  giornata  miglia  5 - ; l’al- 
tro percorre  miglia  1 - nel  primo  terzo  di  giornata  c miglia.  2 - nel  se- 
condo terzo  , amendue  in  progressione  per  difll-renza.  Si  domanda  dopo 

5 

ijuanto  tempo  s’incontreranno.  Fatto  nella  formola  (24),  a— 5 ~ 

» ‘ w 4 • , -j  1 ^ 

«'  = t - , S = SI  ha  n=uS  come  doveva  essere., 

9 9 9 

E evidente  ancora  ehe  se  si  prendesse  per  intervallo  1’  ora  , drcom- 
ponendo  ciascun  termine  delle  ]>rogressioni  (26)  in  otto  , e fatte  le  so- 
stituzioni in  (a3)  si  avrebbe  «n:i!s4-  Itati  ijucsli  casi  si  ha  se-mpre 

s = i55-. 

9 
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La  stessa  interpetrazione  deve  darsi  ai  valori  frazionari  di  n riail- 
tanti  dalle  applicazioni  delle  altre  formole  (a3)  e {^5), 

Riguardo  a queste  due  ultime  formole  è necessario  avvertire , che  se 
la  quantità  sotto  il  radicale  non  è un  quadrato  , il  valore  di  n sark 
irrazionale.  In  questo  caso  possiamo  concepire  il  valore  di  n rappre- 
sentato da  una  frazione  che  ne  diflerisca  tanto  poco  per  quanto  voglia- 
mo ; e allora  riceverà  la  stessa  interpetrazione  precedente.  Ma  volendo 
stare  alla  forma  irrazionale  , un  risuliameuto  di  questa  natura  là  co- 
noscere che  per  quanto  piccolo  si  prendesse  l' intervallo  tra  un  termine 
e l'altro  della  progressione,  non  si  potrebbe  mai  ottenere  che  rincon- 
tro corrispondesse  ad  un  numero  esatto  di  termini  della  progressione. 

Del  resto  è da  osservare  che  il  valore  di  n non  serve  che  per  tro- 
vare s.  Essendo  n irrazionale , sarà  s ancora  irrazionale  e ti  potrà  de- 
terminare con  queir  approssimazione  che  si  vorrà. 

ART.  III. 

Delle  progressioni  per  quoziente. 


5og.  Diccsi  progressione  per  quoziente  una  serie  di  ler- 
mini  tali  che  dividendo  un  termine  qualunque  per  quello 
che  lo  precede  si  ha  un  quoziente  costante.  La  progressione 
è crescente  o decrescente  , secondo  che  questo  quoziente  è 
maggiore  o minore  dell’  unità.  11  quoziente  della  progres- 
sione chiamasi  anche  ragione. 

Per  cs.  i termini  a , 6 , i8  , 54  , ec.  formano  una  pro- 
gressione crescente  ; gli  altri  73  , 36  , 18,  g,  cc.  compon- 
gono una  progressione  decrescente. 

Per  indicare  che  i termini  n,  , a,  ....a,  for- 

mano una  prrgressione  per  quoziente  si  è convenuto  di  scri- 
verli cosi  : 


H a,  ; ».  : «s  : a,  ; ....  : 

3io.  Sia  q il  quoziente  della  progressione;  sarà 


d’  onde 

= "s  = «.V  ) ».=«s<7 7. 

Alettendo  il  valore  di  a,  in  quello  di  si  ha  a^  = a^q^  , 
questo  valore  sostituito  nell’  eguaglianza  che  segue  rende 
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a4s=a,y\  Per  la  legge  di  corrispondenza  fra  l’indice  e l’e- 
sponenie  di  g si  La  in  generale 

(0 

Questo  chiamasi  il  termine  generale  delle  serie  , perchè 
iàiio  n = i,  =3,  =3,  ec.  si  hanno  tutti  i termini  della 
pn^ressione.  Per  esempio  l’ottavo  termine  della  progressio- 
ne-ÌT3l6li3,ec.  è 

a,  =3.  a’  =384- 

3ii.  Scrivendo  in  vece  di  ec.  i valori  che  ri- 

sultano dalla  forinola  (i)  , la  progressione  si  presenterà  sotto 
la  forma 

H «.  : 0.7 : 0,7*  : o.g». . . .a.7— , 

e sopprimendo  il  fattore  comune  a tutti  i termini , e scri- 
vendo in  vece  di  i , si  ha  1’  altra  progressione 


i termini  delia  quale  sono  le  potenze  successive  di  una  stessa 
quantità 


5i3,  Per  aver  una  progressione  per  quoziente  non  è ne- 
cessario che  gii  esponenti  di  una  stessa  quantità  sieno  i nu- 
meri naturali , richiedendosi  solo  che  questi  esponenti  sieno 
in  progressione  per  diSierenza  ; giacché  per  aver  un  quoziente 
costante  dividendo  un  termine  per  quello  che  lo  precede , 
basta  che  gli  esponenti  abbiano  una  uifierenza  costante.  Per- 
ciò i termini  q\  (j“',  y’,  y'“,  ec.  (ormeranno  una  progressione 
per  quoziente  mentre  gii  esponenti  ne  .'ormano  una  per  dif- 
ferenza (*).  Se  dunque  i primi  due  termini  di  una  progres- 
sione si  potessero  esprimere  per  mezzo  delle  potenze  di  una 
medesima  quantità  , sarebbe  fàcilissimo  esprimere  allo  stesso 
modo  tutti  gli  altri.  Per  es.  se  i primi  due  termini  fossero 
1 e 8 , siccome  8 = a’ , questi  termini  possono  esser  espressi 
da  a®  , a’  ; in  conseguenza  i termini  'seguenti  saranno  a‘  , 
a’  , ec. 


(*)  Se  gli  esponenli  fossero  in  progressione  per  quoziente,  si  .ivrebbe 
Miin  serie  che  fu  cliiamnia  ipergcoineirica , pecciò  cite  geometrica  era 
tlella  quelbi  degli  espoiiciilL 
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3i3.  Dalla  natura  di  questa  progressione  risulta  che  se  in 
una  progressione  che  ha  per  quoziente  q si  moltiplicano  tutti 
i termini  per  una  quantità  costante , si  ha  una  nuova  pro- 
gressione che  ha  pure  per  quoziente  q.  Parimente  se  tutti  i 
termini  si  elevano  alla  medesima  potenza  it,  si  ha  una  nuova 
progressione  che  ha  per  quoziente  q''. 

3i4<  Essendo 


* 2S2  dn—ifj  ^ Ah— I Ah— i ^ *0»— j SZ  j CC 

ne  segue  che 

i— J I — AjAn— a A_^Ah— 3 — — CC. 

cioè  i prodotti  de’  termini  estremi  e degli  equidistanti  dagli 
estremi  si  eguagliano , 

. 3i5.  Scritta  la  progressione  nel  modo  seguente 

a a I atj  I aq'  I oy"-'  , 

si  vede  che  il  primo  termine  sta  al  terzo , come  la  seconda 
potenza  del  primo  alla  seconda  potenza  del  secondo  ; il  primo 
ed  il  quarto  stanno  fra  loro  come  le  terze  potenze  del  primo 
e del  secondo  ; c in  generale  il  primo  termine  sta  all’  ra.""'’ 
come  le  potenze  n — i del  primo  e del  secondo  (*). 

3i6.  Si  chiami  « la  somma  di  n termini  della  progres- 
sione 


H n.  : a.  :as «»-■• 

Sommando  per  ordine  le  eguaglianze 

> “j  — “.7  > n^  — a^-iq 


(*)  Secondo  r antico  linguaggio  il  rapporto  del  primo  termine  all'n.""-’ 
si  compone  di  tutti  i rapporti  iiilermcdi  , cioè  del  primo  al  secondo  , 
del  secondo  al  terzo  , del  terzo  al  <|iiarto  , ec.  E siccome  (jucsti  rap- 
porti son  tutti  eguali  , perciò  il  rapporto  di  a ^ ny""*  è compaio  di 
n — i rapporti,  tutti  eguali  ad  a'.aq. 


Digitized  by  Google 


( a33  ) 

si  avrà 

+«5  + “*  + • • • • + = ? (o,  + «.  + “s  + • • • ■ 

ossia 

s — a.  =7(*  — aj  , 

da  cui  si  ricava 


\^q  — 


Mcllcndo  in  questa  forinola  il  valore  (i)  di  a , si  avrà 


forinola  che  poteva  ricavarsi  diretiainenle , mettendo  la  pro- 
gressione sotto  la  forma 

H O.  : a, 7 : «.7’  : «,7'-  • • «.7*" 

e rammentandosi  che 

, o" 1 

J + 7 + 7*  + 7 + + 7"“'  = ^ 

Per  es.  la  somma  de’  primi  selle  icnnint  della  progressione 
, 7.(y  — I ) 

18....C  ^ = 3-  — 1=7^8. 

Quando  y=i,  la  formola  (2)  dà  « = -.  Ma  abbiamo  ve- 
duto (n°  123,  IV.)  ebe  il  vero  valore  di  ^ quando  </=i  è 

n ; perciò  s — an.  Infatti  la  progressione  essendo 
H n In  * a ; a.  . . la  somma  di  n termini  è appunto  an. 


317.  Le  eguaglianze  (l)  e ('z)  cunteiigono  cinque  quantilà  , cioè 
perciò  date  Ire  di  esse  si  possono  trovar  le  alire  due.  Ma  la 
lisoluzione  delle  equazioni  alle  quali  si  perviene  non  è cosi  semplice 
come  nelle  progressioni  per  difTeieiizn  , giacché  la  ricerca  di  q in  al- 
cuni casi  dipende  da  un'  equazione  di  grado  n , e quella  di  n di[icnde 
dalla  teorica  de’  logarìltni  , di  cui  ci  uccuperetno  nell'  articolo  seguen- 
te. Ecco  intanto  le  formole  , alle  quali  si  perviene  con  l' cliininazione 
ne'  diversi  casi  che  si  possono  presentare. 
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5i8.  La  forniola  (2)  messa  sollo  la  forma 


fa  conoscere  che  (lessa  si  compone  di  due  parti  , la  prima 
(istante,  la  seconda  che  varia  con  n.  Se  _fi_  cre- 

scerà indefìnitamcnie  con  /z  ; ma  se  jr  •<  i , la  parte 

avrà  un  valore  numerico  tanto  più  piccolo  quanto  più  grande 
è n.  Rappresentando  per  s„  la  somma  di  n termini,  i valori 

di  a,,  ec.  tanto  meno  differiranno  da- 


a * — 9 

più  grande  è n.  Per  poter  aver  a= si  deve  fare  />=oo  . 

^ 1 — ^ 

L’  espressione  ^ è perciò  il  limite  verso  il  quale  le  somme 

de’ termini  delle  progressioni  decrescenti  si  vanno  avvicinan- 
do. Chiamando  L questo  limite,  si  ha 


quanto 


L = - 


1—7 


Si.i  per  es.  la  progressione  H l- sari 

3 9 


1 I I 

= ‘ + + .... 
3 9 a; 


L’ errore  che  si  commette  fermandosi  al  termine  è espresso 
A “9"  • • . 3/  • 

da , cioè  da  - ( - ) . 

1 — 9’ 

Sia  ancora  1’  altra  progressione  ’H'  l . . . . , si  avrà 


1 I I 

+ “ +■>  + + 

a 4 16 


Si  abbia  in  line  la  progressione 


io"  • IO*" 


che  esprime  evidentemente  una  frazione  decimale  peripdica, 
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nella  quale  è il  numero  delle  cifre  del  periodo.  Si  ha 


Z = 


IO  — 1 


Ma  il  denominatore  di  questa  frazione  è un  numero  compo- 
sto di  tanti  9 per  quante  unità  contien  n,  ed  n contiene 
ialite  unità  per  quanti  posti  occupa  il  numero  it;  dunque- 
il  limite  di  una  trazione  decimale  periodica  è una  frazione 
ordinaria  che  ha  per  numeratore  le  cifre  del  periodo  e per 
denominatore  un  numero  composto  di  tanti  g per  quante 
sono  le  cifre  del  periodo.  ( Aritm.  n"  io3). 

Si  osservi  che  questo  limite  è di  un  genere  diverso  da 
quello  stabilito  nel  n"  ig;  ivi  il  limile  può  esser  sorpassato 
c dare  origine  a quantità  di  un’  altra  specie;  perciò  non  è li- 
mite che  sotto  la  condizione  di  aver  sempre  grandezze  della 
stessa  natura.  Questo  di  cui  ora  si  tratta  è un  limile  assoluto, 
giacche  non  può  esser  mai  oltrepassalo  per  quanto  grande  si 
faccia  la  quantità  variabile  n. 

3ig.  Se  si  esegue  la  divisione  dell’ espressione  si  ha 


= a + a(]  -p  aq'  + «</*  + .... 


Questa  eguaglianza  che  si  verifica  quando  q , condur- 
rebbe ad  assurdo  se  fosse  y >•  i . Per  os.  se  y = -j , sarebbe 


— I — 1 d*  ec.  , 

# 

risultamcnto  assurdo.  A spiegarlo  varrà  l’ osservare  che  il 
resto  della  divisione  prolungata  fino  ali’  « lerniine  è ; 
quindi  1’  eguaglianza  esatta  è 

a aq" 

— +aq'  ■+,_-• 

Quando  y >•  i , il  trascurare  il  resto  fa  commettere  un  errore 
tanto  più  grande  quanto  piìi  si  prolunga  la  divisione.  Nel- 
r esempio  precedente  supponendo  la  divisione  icriuinata  al 
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quarto  tennine  e lenendo  conto  del  resto,  si  ha  identicamente 


— 1 1 + a + 4 + 8 <-j-  — - i + a + 4”l’®~  i6  ss—  i . _ 


530.  La  formola  (i)  serve  a risolvere  il  seguente  prò- 
blema. 

I.  Problema.  Fra  due  numeri  dati , a e 6,  inserire  m medi 
proporzionali. 

Si  tratta  di  trovar  g.  Nella  formola  (i)  facendo  a.  = 6, 
a,  =sa  , n = m-)>3,  si  ha  g e la  progressione  sarà 


H ala\J^  : ayjt: Ib. 

7 

Se  a=5,  b = 384,  m = 6,  sarà  g=\J^=i  yTòà  =a; 
e si  ha  la  progressione 

H 3 : 6 : la  ; 24  : 48  ; 96 : 19^  : 384. 


3ai.  Da  ciò  risultano  i teoremi  che  seguono. 

. I.  Se  fra  tutti  i termini  di  una  progressione  per  quoziente 
-H  a,  J a,  J O3 di  cui  la  ragione  e q i'  inseriscono  m medi  pro- 

porzionali , si  avra  una  nuova  progressione  , che  avrà  per  ragione 


Per  es.  sia  data  la  progressione 


H 1 :8:c4:6ta; .... 

Inserendo  Ira  isuoi  termini  due  medi  proporzionali,  saràm=a,7'=8’=a  ; 
onde  la  nuova  progressione  sarà 

H 1 : ^ : 4 : 8 ; |6  ; 32  ; 64. . . . 

II.  Viceversa  , se  i termini  di  una  progressione  che  ha  per  quo- 
ziente 7'  si  prendono  ad  eguale  intervallo  , si  avrà  una  nuova  pro- 
gressione il  cui  quoziente  sarà  essendo  m il  numero  deter- 

mini che  si  tralasciano. 

Per  es.  se  nella  progressione  fS3  * 6 * 12  * 24  J 48  ; <j6  ; 192  ...  .1 
si  prendouo  i termini  di  tre  in  tre  , si  avrà  la  progressione 
H J 3 * 24  ’ 192. ...  il  cui  quoziente  è 2’  = 8. 
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Saa.  La  forinola  (a)  «erve  a dimostrare  due  altri  teoremi, 
m.  Se  si  soniiiiano  a aaa,a3a3....aina/ni  termini  di 
una  progressione  H «,  I »,  I «s  • • • • che  ha  per  quoziente  q si  avrk 
una  nuova  progressione  che  ha  per  quoziente  a"*. 

d 

Iniàtti  la  somma  de'  primi  m termini  è (a)  L , quella  de'  se- 

^ o oTo"*—  I ì 

ooodi  m termini  , essendo  il  primo  termine,  sarà  ' * i,  la 

n lì  ^ 

somma  degli  m termini  consecutivi  sarà  • i , e cosi  di  se- 

V— I 

guito.  E si  vede  che  questi  termini  formano  una  progressione  che  ha 
per  quoziente  q”. 

Sia  per  es.  la  progressione 

H a.*4:8:  i6:3a....  _ 


Sommando  i termini  a tre  a tre  si  ha  la  nuova  progressione 


H i4:  112:896.... 

la  quale  ha  per  quoziente  sr  8. 

IV.  Viceversa  i termini  di  una  progressione  H <*i  I T I • • • • 
che  ha  per  quoziente  n si  possono  considerare  come  somme  di  m ter- 
mini di  un'  altra  progressione  H I ^s  * ■ • ■ • primo  ter- 

I 

mine  è la  somma  di  m termini  è a,  e il  quoziente  è q'  = q*'  Si 


ha  perciò  a.  = — ; : = , da  cui  si  ricava». =r— *• 

> q>  — I 1 ’ ’ q—i 


7 — ' 

Conoscendo  il  primo  termine  e la  ragione , si  potrà  stabilire  la  pro- 
gressione. 

Sia  per  es.  la  progressione 


H la  : 36  ; to8 


Considerando  i suoi  termini  come  le  somme  de'  termini  di  un'  altra 
progressione  presi  a tre  a tre  , sarà 


T'  = 3’. 

sarà 


A.  = 


»a(5^  - I ) 
u 


e la  nuova  progressione 


f » I • I i 2.  * *1 

H6(a ’-.i):6(3  *— 3 *);6(3-.3’ ):1 18  (3’ -1);  i8(3 ’-3’):  i8(3^ ’j:  |ec. 

dove  ti  vede  che  la  somma  de' primi  tre  termini  c la  , quello  de' se- 
condi tre  termini  è 36  , er. 
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3a3.  Ecco  altri  problemi  nelle  progressioni . destinati , come  quelli 
de'  n.‘  180  e seg.  , a mostrare  quanto  una  giudiziosa  direzione  nel  cal- 
colo algebrico  contribuisca  a render  più  semplici  e più  eleganti  i ri- 
sulta menti. 

II.  Problema.  Trovar  cinque  numeri  in  progressione  per  quozien- 
te , conoscendo  la  somma  a*  de'  quadrati  de'  termini  di  posto  impari 
e la  somma  S*  de'  quadrati  de'  termini  di  posto  pari. 

Sieno  x,y,t^t,u  i cinque  numeri  richiedi.  Si  avranno  le  cinque 
equazioni 

X*  4.  a*  +M*=a*  , jr*  , y*=x*  , »*=s/jr  , t*r=«E. 

Aggiungendo  e sottraendo  a ciascun  membro  della  seconda  il  doppio 
della  quarta , e poi  estraendo  la  radice , si  ha 


=Y6*  4.az‘ , y — < = VA*  — a**} 

da  cui 

y = \ VA’  + «*  + iy**— a**  > *= ^VA*+m*  — a**- 

Dalla  terza  e dalla  quinta  si  ha 


S ostitnendo  per  y t t ì valori  trovati  si  ha 


i*+Vi«_4,A  A*— VAA-4z* 

4f  — : u— : 

OS  az 


E sostituendo  questi  valori  nella  prima  si  ha 


A'»— ai' 

; + a’  = o*  , ovvero  a'  + a*a*  s=  A'; 


da  cui  si  ottiene 


a = io*  +i  Va^+4A*  j 


e da  questo  i valori  d'at,  y , I , u.  Facendo  per  semplicità 

a*  + 4A*  =:  I da  cui  Va*  + 4A*  = m*  , " V"*’  “ &cil- 
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mente  si  ottiene 


y zzi-^b^—a'  +m’  +-V**  + ®‘ i 


: = V=^-. 


< = -V*‘  — O*  + m* Vi*  + a*  — m*  , 

a * ^ 


ni.  Problema.  Trovare  quattro  numeri  in  progressione  per  qu^ 
ziente  conoscendo  la  loro  somma  a e la  somma  de  loro  quadrati  b . 

Sieno  x,y,z^u  i quattro  numeri  richiesti.  Si  avrk ..  secondo  le  con- 
dizioni 

« 4.^4.  z + H = o,  **  +J'*  +**  + u‘=i‘  , x%z=iy*  , yu=i**. 

L’ eliminazione  fra  queste  quattro  equazioni  riuscirebbe  complicatissima. 
Ma  facendo 


si  ha 
e quindi 


y + * = at,  jr  — »=ar, 
y = t +r,  z=  t — r 


/ — r ' t+r 

Sostituendo  questi  valori  nelle  prime  due  equazioni  si  ottiene 
, t’+r*  ,<*+r*  t'^+6/V+r' 

= 4-,Tir7 

dalle  quali  si  ricava 

a t*  + 6/*r’+r’  ,,  ^ , a — 4< 

- . — ■—  o • r —I  > ''  , • 

I t'  — r*  a + 4< 

Mettendo  questo  valore  di  r*  nell' altra  equazione,  si  ottiene 

n*-8/*  A*  A*  . a*— A’ 

— — — = — , d onde  <*  + — r=  — rj — , 

u 4-  4<  o ” 
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_ — A*  + V(a*  - A*)*  + a» 


Va  + 4f’ 


sark 


^ aa  + aya’  — 1 6t’ 


a + — Va*  — i6t* 


aa  — aya*  — i6t* 

« = t- — 1 

a +4i+ya*  — 16<* 


^=‘(‘  ■*-Vh^)’*='('-Vh^)> 


nelle  quali  espressioni  bisognerà  sostituire  il  ritrovato  valore  di  t. 

3a4.  Molti  utili  problemi  potrebbero  proporsi  sulle  progressioni  per 
quozieute  e in  particolare  i problemi  d' interesse.  Ma  di  questi  parleremo 
dono  aver  esposta  la  teorica  de’  logaritmi. 

Intanto  se  si  volessero  risolver  su  le  progressioni  per  quoziente 
problemi  analoghi  a quelli  esposti  su  le  progressioni  per  differenza 
(n°3o8),  si  perverrebbe  ad  equazioni  esponenziali  complicate,  perle 
quali  c insufficiente  ancora  la  teorica  de'  logaritmi.  In  effetti  se  nel  pro- 
blema del  n°  3o8  si  suppone  che  i due  mobili  camminino  in  progres- 
sione per  quoziente,  che  l'imo  faccia  a miglia  nel  primo  giorno,  aq  nel 
secondo  , 1'  altro  a'  miglia  nel  primo  giorno,  a'q'  nel  secondo  j si  avran- 
no pc’  tre  casi  ivi  contemplati  le  equazioni  : 


a(7"-'  - 1) 


equazioni 

7-_i 


7-  » 

9'_t’ 


le  quali  si  riducono  in  generale  alla  forma 

Aq‘  + Bq'^  = C ; 

o anche  ad  una  form.a  più  complicata  se  q c q'  son  numeri  frazionari, 
lu  effetti  ritenendo  [lel  primo  caso  gli  stessi  dati  numerici  del 

11°  3o8  , cioè  a iq , q =z  a'  = q , = si  ha 


18"—  17"  11"— 7" 

17"-*  4'7*“* 


= i5. 


Parleremo  altrove  del  modo  come  si  risolvono  queste  equazieui. 

16 
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ART.  IV. 

De’  Logaritmi, 

§.  I.  Orìgine  de’ logaritmi  e loro  proprietà  generalt. 

325.  Delle  equazioni  clic  dicoiisi  esponenziali  ( n°prec.) 
la  più  semplice  è 

a’  = b. 

Kel  n°  l35  esaminando  la  nanna  dell’  incognita  in  questa 
equazione  , aLùiamo  condì iuso  che  ad  eccezione  del  caso  in 
cui  a c b contenessero  gli  stessi  fattori  primi  , e che  gli 
esponenti  degli  stessi  fattori  fossero  in  un  rapporto  costante, 
in  tutti  gli  altri  l’ incognita  a;  dev’essere  una  quantità  irra- 
zionale. Quando  dunque  x è irrazionale,  ecco  il  primo  mezzo 
che  si  presenta  per  ottenere  il  suo  valore  approssimato. 

Sia  m il  numero  intero  immediatamente  minore  d’  x ; si 

potrà  fare  x = m-\ — -,  e si  avrà  = d’onde  o*  = 

e —a.  Si  faccia  — = a,,  sarà  — a , Cffuazione  simile 

alla  proposta.  Facendo  x'  = n -|-  , e poi  — „ = si  otterrà 

a\  — a,.  Parimente  mettendo  x"  = p e — = , si 

....  . ^ . 
avrà  Oj*  = a,.  E cosi  si  prosegue.  La  serie  delle  erjuazioni 

x = m+^,  x'  =n  + ^,  , x-"=p+ 

dà  origine  alla  frazione  continua  ( ii"  ji  ) 

1 

r =m  H — 1 

« H — 

/'  + • 


Per  far  di  questo  metodo  un’applicazione  in  numeri,  consi- 
deriamo l’equaziunc  io'  = 2.  Essendo  x compicso  lia  u c i. 
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perchè  io°=l  e lo'=io,  si  farà  * = ^ > g loT'  =a, 

d’onde  a*'=  io.  Essendo  a’=8,  e a'=i6,  si  farà»'=5-l-  ^ ; 

I I 

e a * = IO,  d’onde  a = |,  = a.  Il  valore  d’*" 

è pure  compreso  fra  3 e 4 > facendo  perciò  a;"  =54- 

otterrà  potenze  successive  di^^, 

si  scoprirà  che  x'"  è compreso  fra  ^ e io  ; posto  perciò 
x'"  = g 4-  ^ , si  opererà  nello  stesso  modo.  Rimontando 
ora  dal  valore  di  x"*  a quello  d’  a: , si  ha 


3 + ‘ 1 

+ 9 + ec. 


Spingendo  più  innanzi  l’approssimazione  e convertendo  in  deci- 
mali la  frazione  ordinaria  risultante  dalla  frazione  continua,  si 

>0103 

ha  prossimamente  a;=o,5oio3,  e quindi  io'°  °”’:=a  presso 
a poco.  Per  interpcirare  questa  eguaglianza , bisogna  conce- 
pire che  se  si  elevasse  io  alla  potenza  3oio3"*"  e poi  da  que- 
sta si  estraesse  la  radice  looooo""*,  si  avrebbe  un  numero 
pochissimo  diverso  da  :ì. 

Questo  metodo  che  per  la  sua  lunghezza  non  piccini  ri- 
tardo apporterebbe  nella  risoluzione  de’  problemi,  riuscirebbe 
quasi  impraticabile  nel  caso  die  a a b fossero  numeri  molto 
grandi.  Ma  alcune  proprietà  dell’  eqUiizione  a*=3  bau  sug- 
gerito il  modo  come  evitare  questa  fatica. 


oab.  Primieramente  è da  notare  che  nell’equazione  a*  =6 
ritenendo  per  a un  valore  costante  c facendo  variare  x si 
possono  ottenere  per  b tutti  i numeri  possibili.  In  fatti  , 
supposto  a ]>  1 , si  diano  ad  x tutti  i valori  possibili 
positivi  e negativi.  Quando  a;  = o si  ha  ò = i;  facendo  cre- 
scer x crescerà  il  valore  di  b , si  che  per  ogni  valore  di  x 
maggiore  di  zero  corrisponderà  un  valore  di  b maggiore  di 
1 ; e siccome  non  vi  è limite  all’aumento  d’  x , b potrà  ri- 
cevere un  valore  tanto  grande  quanto  si  vorrà.  Dando  ad.f 
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Valori  hogativi  , 1’  efjiiazionc  diverrà  -!-  = i j po.  allora  ai 

avranno  per  h frazioni  lanio  più  pircolc  qnaiiio  più  gran- 
de è il  valore  d’ a:  ; siccliò  facc’iido  crescer  x negalivamen- 
le , b potrà  divenir  tanto  piccola  cpianlo  si  vorrà.  E sic- 
come faxrendo  variare  l’esponente  per  gradi  insen.sihili  anche 
la  potenza  varia  per  gradi  insensiLiii  (ii'^lSo), non  vi  è numero 
positivo  -b  pel  quale  non  esista  il  corrispondeme  numero 
e viceversa.  Se  si  ha  et  i , a’  valori  positivi  d' a:  corri- 
8j)oiuleranno  per  b i valori  mirrori  di  i , c a’  negativi  i v;i- 
lori  per  b maggiori  di  i ; il  che  s’  intende  f.icilaienic  per- 
chè la  potenza  di  una  frazione  è tanto  più  piccola  quanto  più 
grande  è l’esponeme  (n"  1 28).  Sta  dunrjue  a maggiore  o minore 
di  1 , 1’  equazione  a'  = ò potrà  , facendo  variar  convene- 
volmente X , fornir  per  h tutti  i numeri  possibili.  Bisogna 
escludere  il  caso  in  cui  fosse  «=  i , percliè  allora  per  qua- 
lunque valore  d’  x il  primo  membro  è sempre  1 , e l’equa- 
eione  a’  — b sarebbe  illusoria.  •’i 

L’  espressione  «* , in  cui  a è quantità  positiva  , dando 
valori  positivi  , <[tialunque  valore  , positivo  o negativo  , si 
dia  ad  x , 1’  equazione  a'  — — b non  può  esser  soddisfatta 
da  niuii  valore  reale  d’  x.  lii  conseguenza  la  x non  può 
esser  che  uu  simbolo  immaginario.  .Sarebbe  impossibile  for- 
marsi un’  idea  positiva  di  una  quantità  elevata  ad  un  espo- 
nente imntaginario;  ma  possiamo  tioncepire  ciò  clic  non  è , 
e riguardarla  come  uii’  espressione  dovuta  alla  combinazione  . 
de’  segni  , la  quale  combinazione  non  è limitata  nè  dalla  pos- 
sibilità delle  operazioni  indicale,  nè  da  quella  dell’  esistenza 
delle  quantità  su  cui  si  opera  (*). 

Poiché  essendo  a costante  , 1’  espressione  a*  può  dare  lutti 


(*)  Nell’  equazione  a*  — b ^ oltre  un.  valore  reale  che  vi  soddisfa 
esistono  innnite  altre  espressioni  algebriche  iinmaginarie  che  parimente 
vi  soddisfanno.  Per  intender  ciò  , conviene  osservare  che  se  a:  c irra- 
zionale , il  suo  valore  non  potrebbe  esser  espresso  che  da  una  frazione 
decimale  composta  d’  infinite  cifre.  Or  l'esponente  frazionario  indicando 
■un’  estrazione  di  radice  e un  radicale  avendo  tanti  valori  (pianto  è 
H numero  delle  unita  contenute  nel  suo  indice  (n“  a5o)  , il  numero 
de’ valori  d’ a;  dev’ esser  infinito.  Questa  proprietà  che  riesce  evidente 
quando  x b irrazionale  , jier  una  conseguenza  della  geiirralilu  che  co- 
stituisce il  carattere  e la  natura  delle  espressioni  algeliriehe  , si  veri- 
fica ancora  (juaudo  x e razionale  e (jiiniido  c iinmagiiiario , siccome 
sarà  Diostrato  a suo  luogo. 
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i numeri  possiliiii,  possiumo  line  a‘ =y.  la  questa  equazio- 
ne X eJ  variimo  ìii.sicine;  per  modo  clic  ad  0"iii  valore  d|y 
corrisponde  nn  valore  diverso  per  x , e viceversa. 

Si  è convcmilo  di  chiamar  x il  lop;ariimo  d*j^,  e di  scri- 
verlo a questo  modo  : ar  = Io^.  ^ (*).  Per  conseguenza  il  lo- 
garifniiì  di  un  numero  è V esponente  delia  potenza  alla 
quale  bisogna  elevare  un  numero  invariabile  per  ottenere 
il  numero  dato. 

Il  numero  invariahilc  si  chiama  base,  e tulli  i logaritmi 
relativi  alla  stessa  base  formano  un  sistema. 

'5-2'j.  Vi  possono  essere  inlìniii  sistemi  di  logaritmi  ; ma 
liuti  haruio  delle  proprietà  comuni  cd  indipendenti  dalla 
hase._ 

/"  In  falli  consideriamo  due  numeri  i cuf  rogaritini 

sieno  A-  od  .v' ; si  avrà  a’  = y , a‘‘  z=.y'.  Moltiplicando  per 
ordine  queste  due  equazioni  si  avrà  o*"*' = Ora  secondo 
la  eoineuzionc  falla  si  ha  .r -f- a:' = log.  , e quindi 
y — trova  pur  facilmente  che 

+ ^o‘A-y'  + log.  r"+  log.y"-!-. . . . = ^og.yy'y'y" ... 
Perciò  il  logaritmo  di  un  prodotto  è uguale  alla  somma 
de’  logaritmi  de’ fattori. 

a"  Dividcodo  per  ordine  le  due  equazioni  a’—y,  a''  =y*, 

• • - y * y 

SI  oliienc  u^‘  = •i-:  e secondo  la  convenzione  x — a:^=log.^ 

y y 

ovvero  log.ji'  — ^*^0' ^ j il  Jogarilmo  r/e/^uo- 

ziente  di  due  numeri  è uguale  al  logaritmo  del  dividendo 
meno  quello  del  divisore. 

3"  Llevando’  alla  potenza  wi""*  ciascun  memhro  dell’ equa- 
zione —y  , si  avrà  a”^  =y’' , e quindi  mx  = Wj,. y“  , 
ovvero  z/tlog.  ^ = log.^"'.  Dunque  il  logaritmo  dcllti  potenza 
di  un  numero  è tignale  al  logaritmo  dello  sles.so  numero 
moltiplicato  per  l’  esponente  della  potenza. 

Se  ili  véce  di  m si  scrive  -,  si  avrà  — lo^.  y = log.  y« 

— ^og’  logaritmo  della  radice  è uguale  al  lo- 

garitmo del  numero  diviso  per  V indice  del  radicale. 

(*)  Logaritmo  significa  misura  del  rapporto;  e«l  .r  si  chiama  il  lo- 
garilmo  di  n‘,  perché  nel  rapporlo  di  1 J n'  .v  è la  misura  del  tHimero 
de’  rapporti  semplici  1 * a dio  sono  necessari  per  formare  il  rapporlo 
composto  I ; o'  (V.  la  nota  al  11"  3l5), 
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5*  Se  X =o  è y = 1 ; d’ onde  segue  che  il  logaritmo  del- 

V unità  è sempre  zero. 

Se  x = i è a ; perciò  la  base  ha  per  logaritmo 

V unità. 

Dunque  se  si  ha  uu  sistema  de’ logaritmi  e si  va  cercando 
la  Lase , Lisogna  trovare  quel  numero  cui  corrisponde  il  lo- 
garitmo 1. 

7°  Nell’ eiiuarione  a’ =zy  in  cui  si  suppone  n > i crescendo  y cresce 
anche  x j allorché  y diviene  infinito  , sar'a  x anche  infìniloi  e perciò 
il  logaritmo  dell’  infinito  è anche  V infinito . 

Quando  x è negativo  , più  piccolo  c y , più  cresce  x negativamen- 
te ; allorché  y è divenuto  iniuore  di  qualunque  quantità  assegnabile  , 
X dev’essere  una  quantità  negativa  maggiore  di  qualunque  quantità  as- 
segnabile. É in  questo  scuso  che  dicesi  che  il  logaritmo  di  zero  è l’ in- 
finito negativo. 

Si  verificherebbe  il  contrario  se  fosse  a ^ i. 

SaS.  Queste  proprietà  de’ logaritmi  rendono  l’uso  de’ me- 
desimi proprio  non  solo  per  risolver  l’ equazione  a‘  = b 
(n°3a5),  ma  anche  per  abbreviare  mirabilmente  i calcoli 
nunterici.  Di  fitto , supponiamo  che  fossero  formate  delle 
tavole  per  un  dato  valore  di  a,  nelle  quali  per  ogni  nu- 
mero y si  trovasse  notato  a fianco  il  numero  .x  corrispon- 
dente, le  moltiplicazioni  si  ridurrebbero  a somma,  le  divi- 
sioni a sottrazioni , le  elevazioni  a potenza  a moltiplicazioni', 
e le  estrazioni  di  radici  a divisioni.  Cosi  per  avere  il  pro- 
dotte! mn,  siccome  log.  = log.  z/z-j-log./t,  basterebbe  som- 
mare i logaritmi  di  m e di  n , questa  somma  darebbe  il  lo- 
garitmo del  prodotto,  al  lato  dei  quale  si  troverebbe  nella  ta- 
vola il  numero  corrispondente.  Lo  stesso  si  dica  per  le  di- 
visioni , elevazioni  a potenza,  cc, 

^ion  potendosi  applicare  i logaritmi  che  a 11’ espressioni  com- 
poste di  fattori  , sarebbe  utilissimo  se  tutte  le  espressioni  al- 
gebriche che  debbonsi  calcolare  in  nuiiieri  si  potessero  tras- 
formare in  altre  composte  di  fattori.  Ma  queste  iraslorma- 
zioni , quando  sono  possibili  , richieggono  molta  sagacia  e 
un  grande  esercizio  nel  calcolo  algebrico. 

Ecco  alcuni  esempi  per  mostrare  come  si  applicano  i lo- 
garitmi alle  formolo  algebriche. 

7°  ìog.abcd=\cg.a  -f  log.i  -|-  log.c  -p  log.r/; 

3°  log-'^^log  n-f  log  ò + log.c  — log.<f  — log  c; 
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J*  log.  (a*  — d*)=log.  (a  4- &)  log.  (a  — 

ab” 

4"  log  pr=log-“  + «log-^  — mlog.  c; 

5°  log.a'=xlog.a  ; 

a*  Va’ — A’  _____  6 ___ 

^ ^°g- — ~ ~ =2log.aVa*  — A*— log.AVc*<f* 

A 

=2Ìog.a  + - log.(a+A)+-log.(a — A)— log.A — -log.e — ;log.  d, 
7*  La  foriuola  (io)  del  n°  Si/  dà 

r-= — — ; 

«„7  - ^7  + » 

ed  applicando  i logaritmi  si  ha 

(rt  — i)  log.  9 = log.  a,— log.  (aj—sg  +s), 
d'onde  risulta  la  formola  (la). 

Allo  stesso  modo  dalla  formola  (?)  si  ricava  la  (t6),  dalla  (i)  la 
(8),  e dalla  (a)  la  (19).  / 

320.  Sia  X il  logaritmo  d’  y per  la  base  a,  ed  x*  quello 
dello  stesso  numero  per  la  base  e , si  avrà  a'  , é"'  =y , 
d’onde  a = e”.  Indicando  rispettivamente  per  ìy,  ì'y  que- 
sti due  logaritmi,  sarà  ; e prendendo  i logaritmi  nel 

sistema  che  ha  per  base  e,  siccome  l'e=:i  , risulta 

lyl'a  = Vy  , d’  onde  I7  =:  Vy  , 

cioè  dati  i logaritmi  relativi  ad  una  data  base , si  hanno 
quelli  relativi  ad  un’  altra  base  moltiplicando  i primi  pel 

I 

numero  costante  77-. 

l'a 

Da  ciò  risultano  le  altre  due  proprietà  generali  contenute 
nelle  formole  seguenti  : 

t°  ,—  = 7/^  ; 2“  essendo  a la  base  , 
l/l  l'/i 


35o.  Quantunque  si  possano  stabilire  infiniti  sistemi  di  lo- 
garitmi , non  si  fa  uso  che  di  quelli  che  hanno  per  base 
2,7182818  , detti  naturali  e ad  onor  dell’  inventore  nepe-^ 
riani  (*),  e di  quelli  che  hanno  per  base  10,  chiamati 


(*)  Si  dicono 
mata  iperbole. 


anche  iperbolici  per  ima  rel.a7.ione  con  la  curva  cliia— 

* 
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ordinari  o comuni.  Fallo  a = io,  ed  <'  = 3,7182818,  si 

trova  l'io  = 2,3o2585i  , e ~ = 0,4342945.  Quindi  i loga- 

rilmi  neperiani  si  convertono  in  ordinari  moltiplicandoli  per 
0,4343945  , e viceversa  gli  ordinari  si  mutano  in  neperiani 
dividendoli  per  o,45429'i5 , ovvero  moltiplicandoli  per 
3,5o3585i.  Il  numero  0,4542945  si  chiama  il  modulo  del  si- 
stema ordinario. 


5.  II.  Formazione  delle  tavole. 

3^1.  Il  metodo  dato  nel  11“  39.5  per  risolver  l'equazione  a"  = b 
non  può  ceilameiile  esser  seguito  nell."»  formazione  delle  tavole  (11°  SaK), 
perciò  elle  , come  dicemmo  , riuscirebbe  iiiipralicabile  sopra  numeri 
molti  grandi.  Koii  potendo  qu'i  esporre  i diversi  melodi  propri  a rag- 
giunger più  o nien  prontamente  quest'  oggetto  , daremo  un'  idea  di 
quello  adottato  dagl'  inventori. 

Se  nell' espressione  a’  si  danno  ad  x valori  in  progressione  per  dif- 
ferenza , i numeri  corrispondenti  saranno  in  progressione  per  quoziente 
(n®  3ia).  Possono  dunque  i logaritmi  definirsi  ancora;  esser  numeri 
in  progressione  per  differenza  corrispondenti  ad  altri  numeri  in  pro- 
gressione per  quoziente.  Questa  propriet'a  , che  risvegliò  la  felice  idea 
di  sostituire  nel  calcolo  i logaritmi  a'  numeri  , serv'i  pure  a comporre 
le  prime  tavole.  Iin|)croechè  stabiliti  due  termini  di  una  progressione 
il  cui  quoziente  pochissimo  differisse  da  1 , e stabiliti  i termini  cor- 
rispondenti deir  altra  progressione  , si  andarono  nell'  una  e nell'  altra 
cercando  gli  altri  termini  fino  ad  incontrarsi  col  nuineru  di  cui  si  vo- 
li'Vn  il  logaritmo.  Àffìuchì:  jierò  abbian  luogo  le  propriet'a  dimostrate 
al  n°  327  , è necessario  che  la  progressione  per  quoziente  contenga  il 
termine  1 cui  corrisponda  nell'  altra  progressione  il  Icrinine  o.  Ecco 
un  cenno  più  distinto  del  lavoro  eseguito  su  queste  tracce. 

33a.Nepero,  Barone  Scozzese, cui  è dovuta  l'invenzione  (Ic'logaritmi,  con- 
cep'i  due  progressioni , una  per  (quoziente  l'altra  per  differenza.  Ala  siccome 
i numeri  naturali  sono  equidifferenti , affinché  potessero  trovarsi  tutti  fra  i 
termini  di  una  progressione  per  ([uozieule,  bisognava  formar  questa  pro- 
gressione in  modo  che  i termini  variassero  di  una  quantifa  picciolissi- 
ina.  Stabilì  dunque  per  primi  termini  della  progressione  per  quozien- 
te i e 1,0000001  , e per  primi  della  progressione  per  differenza 
o e 0,0000001.  Determinando  poscia  tutl' i termini  susseguenti  delle  due 
progressioni  , si  trova  che  il  numero  a nella  progressione  per  quoziente 
è il  6931479"”'  della  serie  , ossia  che  al  numero  2 della  progressione 
per  quoziente  corrisponde  o,6q3i479  in  quella  per  difl'crenza  , e per- 
ciò 1.2  = 0,6931472.  Parimente  al  numero  10  della  progressione  per 
quoziente  corrisponde  il  2,3o25!)5l  nell'  altra  progressione  , e si  ha 
1 . IO  = 2,3o2565i . E siccome  al  numero  1 della  progressione  per  dif- 
ferenza corrisponde  il  termine  9,71112618  nella  progressione  per  quo- 
ziente, sarò  questo  numero  la  base  del  sistema  ( 11“  327,6"). 
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Le  due  progressioni  scelte  da  Ncpero  offrono  il  vantaggio  clic  i ter- 
mini della  progressione  per  differenza  danno  iniinediatainente  gli  espo- 
nenti de’  termini  dell'  altra  progressione.  In  fatti  chiamando  i e t x 
i (lue  primi  termini  della  progressione  per  cjnozientc  , i corrispondenti 
nell’  altra  progressione  saranno  espressi  da  o , x j sicché  le  due  pro- 
gressioni saranno 

« 1 ( » + + »)’i  (»  + *)%•  ••(»+»)"; 

o X 9x  3x  nx 

e si  vede  che  1’  esponente  n di  nn  termine  qualunque  della  prog«es- 
sione  per  quoziente  non  è che  il  termine  corrispondente  della  progres- 
sione per  differenza  moltiplicato  per  looooooo. 

Se  per  primi  termini  della  progressione  per  differenza  avesse  preso 

0 e jS  , essendo  fi  una  qnaiiiita  qualunque  , siccome  si  [luò  supporre 
^ = (iyx  , le  due  progressioni  sarebbero 

> 1 (»+»)')(  I + * )■  r (>+»)’,■•■•(  I + » )'• 

o M*  aMx  3M»  nMx 

Paragonando  quest’  ultima  progressione  alla  prima  , si  vede  , che 
se  si  hanno  i logaritmi  nel  primo  sistema  per  aver  quelli  relativi  ad 
un  altro  sistema  , basta  moltiplicare  i primi  per  un  numero  costante 
M , che  si  chiama  il  modulo  del  sistema.  Si  trova  il  modulo  , cer- 
cando nella  progressione  per  quoziente  il  termine  ( i -f-  x )*  che  è 
uguale  alla  nuova  base  ; il  termine  corrispondente  della  progressione, 

per  differenza  dovrà  essere  i , perciò  si  avrà  Ir,!/»  = i , e 3/—  ^ j 

cioè  il  modulo  si  ottiene  dividendo  f unità  per  il  logaritmo  della  nuova 
base  preso  nel  primo  sistema:  risultainento  cunl'urme  a quello  del  n"  Sag. 

Sebbene  il  sistema  de’  logaritmi  calcolati  da  Nepcro  sia  ntilissinio 
pel  calcolo  algebrico  , non  è tale  pe’  calcoli  numerici.  Ravvicinando 

1 logaritmi  al  sistema  di  numerazione  si  conobirc  che  per  aver  il  si- 
stema più  vantaggioso  bisognava  prender  per  base  lo.  Esamineremo  nel 
§.  III.  le  proprietà  particolari  di  ipiesto  sistema. 

Dopo  Nepero,  i logaritmi  por  la  base  io,  sebbene  potessero  aversi 
raulliplicando  quelli  ottenuti  da  Ne(>ero  pel  modulo  di  lo  , furono 
calcolati  di  nuovo  da  Briggs  e Tjlacq.  1 quali  si  valsero  della  me- 
desima proprietà  delle  progressioni,  ma  seguirono  un  cammino  opposto  J 
perchè, stabiliti  due  termini  lontani  nelle  due  progressioni, ottennero  quelli 
intermedi  inserendo  fra  essi  un  sufficiente  numero  di  medi  proporzio- 
nali (*). 


(*)  Se  avessero  voluto  seguire  lo  stesso  metodo  tenuto  da  Nepcro  , 
riicneiido  per  primi  termini  della  progressione  per  differenza  o e 
0,0000001  , quelli  della  progressione  per  (piozicntc  dovevano  essere  t 
e I ,onoooo73o9,  . . . . essendo  2,3o7. ....  il  logaritmo  di  lo  nel  primo 
sistema.  In  fatti  nel  primo  sistema  si  ha  i jocooooi’’"’*”’' = io  j nel 
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Per  dare  un  esempio  di  questo  metodo,  supponiamo  che  si  voglia  tro- 
vare il  logaritmo  di  a.  Siccome  a è compreso  fra  i e io  , i cui  lo- 
garitmi sono  o e I , si  trovi  il  medio  proporzionale  fra  i e io  che  è 
3,16327766  , e il  medio  tra  o e 1 che  e o,5oooooo  -,  si  ha  quindi 
o,5oooooo  = log.  3,16237766.  Siccome  3,16227766  è maggiore  di  2.  fra 
questo  numero  e 1 si  trovi  un  altro  medio  proporzionale  che  è 
1, 177827941,  e prendendo  il  medio  fra  o e o,5oooooo  che  è o,25ooooo 
si  ha  0,2600000  = log.  1,7782794.  Siccome  questo  numero  è minore 
di  2 , fra  esso  e 3,16227760  si  trovi  un  altro  medio  proporzionale,  e 
il  medio  fra  o,5oooooo  c o,a5ooo<io  Continuando  questa  operazione  Gno 
a die  si  trovi  fra  i successivi  medi  proporzionali  un  numero  che  non 
differisce  da  a che  neirollava  cifra  decimale  , il  medio  corrispondente 
deir  altra  serie  sara  il  logaritmo  di  2.  ■ 

Le  serie  lianno  offerto  in  seguito  altri  metodi  per  ottenere  i lo- 
garitmi prontamente  e con  molta  approssimazione.  Bisogna  però  non 
dimenticare  che  basta  calcolare  i log.iritmi  de’  numeri  primi  , perchè 
quelli  de’  numeri  composti  si  ottengono  sommando  quelli  de’  fattori  ■ 
(‘n*  327  , 1“  ). 

///.  Proprietà  de’  logaritmi  ordinari  , e uso  delle  Tavole. 

333.  I logaritmi  ordinari  essendo  quelli  che  hanno  per 
base  IO,  se  nell’ espressione  10'  si  fa  successivamente 
*=:0,i,2,3,4,cc. si  hanno  i numeri  1,10,  100,  1000, 10000, ec. 
i cui  logaritmi  sono  o , 1 , 2 , 3 , 4 , ce.  Da  ciò  si  raccoglie 
che  i logaritmi  de’  numeri  compresi  fra  1 e 10  sono  com- 
presi fra  o c 1 ; che  tutti  i numeri  tra  10  c 100  hanno  i loga- 
ritmi compresi  fra  2 c 3 ; e cosi  di  seguilo.  Perciò  i loga- 
ritmi saranno  in  generale  composti  di  una  parte  intera  che 
si  chiama  caratteristica  , e d’  una  parte  decimale  chiamau 
da  alcuni  mantissa.  La  prima  proprietà  di  questo  sistema 


secondo  chiamando  x il  secondo  termine  della  progressione  , deve 
aversi  10 -,  onde  = (1,0000001  e quindi 

* = (1,0000001  )>.»»•••••  = ( 1 -1- 0,0000001  E sviluppando  que- 

Sto  biaomio  con  la  forinola  di  Newton  j e arrestandosi  al  secondo  ter- 
mine , si  ha 

* 1 + 2,3o2  ....  X 0,0000001  = 1 ,0000002302 .... 

Se  avessero  ritenuti  per  primi  termini  della  progressione  per  quo- 
ziente I e 1,0000001  , quelli  della  progressioue  per  differenza  dove- 
vano essere 

o , e 0,0000001  X— = 0,00000004342945. 

’ ’ 2,3o258oi 
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è che  i numeri  composti  del  medesimo  numero  di  cifre 
intere  hanno  la  stessa  caratteristica. 

334.  L’  altra  proprietà  è die  i lo^'ariinii  tlccupli  1’  uno 
deli’ altro  hanno  la  stessa  mantissa  c variano  nella  caratteri- 
stica. In  cffelti  essendo,  loff.  09.2=2,99651 17,  sarà  log.  9920  = 
log.  992  + log.  10  = 3,9965117.  Si  avrà  por  la  stessa  ragione 
log.  99,2=  1,9965117  , e log.  9,92  =0,99651 17. 

335.  Dividendo  per  10  il  numero  9,92,  si  ha  log. 0,992= 
0.9965117  — 1 = — 0,0034883.  Per  non  far  uso  di  logaritmi 
negativi  , si  è preso  il  partito  di  non  eseguir  la  sottrazione  e 
di  scriver  la  caratteristica  col  segno  — al  di  sopra  per  indicar 
che  solamente  la  caratteristica  dev’ esser  sottratta;  perciò,  se- 
condo questo  modo  di  scrivere,  sarà  log.  0,992  = 1,9966117 . 
Parimente  si  ha  log.  0,0992  = 2,9965117,  log.  0,00932  = 
5,9965117  ; ec. 

A fin  di  evitare  interamente  l’uso  delle  quantità  negative  si  è 
convenuto  di  aggiunger  10  unità  a questi  logaritmi  ; il  che 
facendo  , rimane  invariata  la  parte  decimale  e in  vece  dcdla 
caratteristica  negativa  si  scrive  il  di  lei  complemento  a lò  ( A- 
ritm.  n"  17  ).  Perciò  sarà 

log- 0,992  —9,9965117, 

log-  0,0992  =H,9yGjl  17  , 
log.  0,00992  =7,9965117  , cc. 

356.  Si  vede  da  tutto  ciò  che  tanto  per  gl’interi  quanto 
pc’ decimali  la  caratteristica  dipende  solo  dall’ordine  dell’u- 
nità della  prima  cifra  ( a sinistra  ) del  numero  dato,  men- 
tre la  mantissa  dipende  dal  valore  assoluto  delle  cifre  che  lo 
compongono.  La  caratteristica  deve  aver  tante  unità  per  quanti 
zeri  sono  necessari  per  esprimere  la  denominazione  della 
prima  cifra  a sinistra  del  numero  dato;  c sarà  positiva  o ne- 
gativa secondo  che  la  suddetta  cifra  a sinistra  si  trova  dalla 
parte  degl’  interi  o de’  decimali.  Cosi  quando  la  prima  cilra 
e ccntinaja,  siccome  100  ha  due  zeri  , la  caratteristica  sarà 
2 ; se  è diecine  di  migliaja,  siccome  10000  ha  quattro  ze- 
ri , la  caratteristica  sarà  4 ; se  è eentc-simi , la  caratteristic.a 
sarà  — 2 ovvero  8 ; se  milionesimi,  — 60  pure  4 j e cosi 
sempre. 
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537-  Calcolando  un’  espressione  frazionaria  col  mezzo  de’ lo- 
garitmi, risultano  negativi  tiiit’i  logaritmi  delle  quantità  che  si 

trovano  al  denominatore.  In  effetti  essendo  lo".  — = loe.  m 

" 

— log.  n,  il  logaritmo  di  questa  frazione  risulta  dalla  somma 
de’ due  logaritmi,  -j-log.zzi, — Jog.zi.  Or  un  logaritmo  nega- 
tivo si  può  riguardare  come  appartenente  ad  una  frazione 
che  ha  per  numeratore  1’  unii.'i  e per  denominatore  il  nu- 
mero corrispondente  al  logaritmo  dato,  senza  tener  conto  del 

.segno.  In  effetti  essendo  0,4771212  = log.  3 , sarà  log. 

log.  1 — log.  3 = — log.  5= — 0,4771212. 

Per  evitar  1’  uso  de’  logaritmi  negativi  , e ridurre  tutto  il 
ealcolo  logaritmico  a somma,  si  è convenuto  di  aumcnlarli  di 

10  unità.  Cosi  log.-^  con  io  unità  di  più  è 10 — 0,4771212  = 

g. 6228788.  Quest’ultimo  risultamcnto  essendo  il  complemento 
aritmetico  tli  log.  3 (Arit.  n°  17),  ne  segue  che  in  vece  de’lo- 
garitmi  negativi  si  possono  introdurre  i loro  eumplemcnii  arit- 
metici, purché  nella  somma  da  farsi  de’ logaritmi  che  en- 
trano in  calcolo  si  tolgano  laute  diecine  quante  se  ne  sono 
aggiunte  per  effetto  de’ complementi.  Si  ha  quindi 

log.  - z=  com.  log.  3 = 9,6228788. 

IN’elIc  frazioni  decimali  essendo  negativa  la  sola  caranerì- 
stica, di  (»sa  sola  si  prende  il  eomplcmenlo  e la  mantissa  è 
la  vera.  Ma  tanto  i logaritmi  delle  frazioui  decimali  quanto 
quelli  delle  altre  frazioni  si  dehhono  seniprc  riguardare  come 
logaritmi  che  superano  i veri  di  10  unità. 

338.  Dato  un  logaritmo  con  10  unità  di  più,  per  trovare 

11  numero  corrispondciilc  si  può  considerare  come  conipJc- 
niento  o rimerò  logaritmo,  o la  .sola  caraneristica.  Aven- 
dosi per  cs.  il  logaritmo  g, 6020600  , che  si  sa  contener 
lo  unità  di  pili , si  può  riguardare  come  complemenio  la 
•v)la  caratierislica  , e allora  trovando  il  numero  corrispoudeiUC 
alla  mantissa  , la  prima  cifra  a sinistra  dovrà  esser  decimi  , 
e il  numero  corrispoiideule  sani  o,.4-  Se  si  considera  cotne 
complemento  tutto  il  logaritmo,  ripassando  al  logaritmo  ne- 
gativo , si  ha  — o,5g7gioo.  Questo  numero  , falla  astrazione 
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dal  segno,  è il  logariimo'cli  a, 5;  perciò  la  frazione  corrispon- 

I > * 1 o a 

deiiic  Sara  — -z=.  i 

3,5  25  a 

Da  ciò  segue  che  il  coiiipleinento  di  un  logaritmo  negativo 
soiniiiinisira  iininedlaiameiue-  la  frazione  decimale  che  egua- 
glia una  frazione  ordinaria  data. 

33q.  Se  si  ha  una  frazione  si  ha 

mnp 

log. = Iog.o  + log.i+log.c — log.wi — log.«— log», 

mnp 

ovvero 


log.  = log.a-}-loo'^  + l'’t?'*^+‘'®'’'dog  m4*coin. log. n •f-cotn.log.il. 

mnp  ' 

Or  se  tutte  le  lettere  a,  /j,c,m,n,p,  rappresentano 
numeri  maggiori  dell’ unità,  i logaritmi  c.ssendo  tutti  positi- 
vi , dalla  somma  hi.sogna  toglier  3 diecine  corrispondenti 
a’  tre  complementi  adoperati.  Ala  se  alcune  di  queste  lette- 
re fossero  frazioni  decimali  , prendendone  i logaritmi  con  la 
caratteristica  complemento  , se<;ondo  la  regola  del  n“  536  , 
nel  far  il  conto  intorno  al  numero  delle  diecine  da  togliersi 
nella  somma,  è d’uopo  considerare  come  complementi  i logaritmi 
delle  frazioni  decimali  che  sono  nel  numeratore,  e come  loga- 
ritmi veri , i complementi  de’ logaritmi  delle  frazioni  che  sono 
nel  denominatore.  In  dfeiti  .se  — c rappresenta  la  caratteri- 
stica vera  ed  l la  mantissa  del  logaritmo  di  una  frazione  deci- 
male , il  logaritmo  di  questa  frazione  sarà  io  — c-}-/;eiI 
suo  complemento  sarà  io  — (io — c-f-/)  = c — /;  c ben  si 
vede  che  con  la  seconda  operazione  si  distrugge  la  diecina 
di  più  che  si  era  aggiunia. 


340.  Quando  si  tratta  di  calcolare  co’  logaritmi  le  potenze 
delle  frazioni,  bisogna  moltiplicare  il  complemento  per  l’espo- 
nenic  rn  della  potenza.  Con  questa  operazione,  venendosi  a 
moltiplicare  per  m anche  il  10  di  più  che  vi  si  trova,  nel 
risultamento  bisogna  togliere  m — 1 diecine,  e quello  che 
resta  sarà  il  logaritmo  della  potenza  con  una  sola  diecina  di 
più.  Per  e.s.  log.  (0,992  )*  = 2 log.o,g92=  2 X g.qgCòi  17  ^ 
19,9930254  ; si  sopprime  una  diecine  e si  ha  log. (0,992)^  = 
g,993o234'  Parimente  si  ha  log.  ( 0,0992  )' =5,9860468. 
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Per  una  ragione  contraria  quando  il  complemento  del  lo- 
garitmo si  deve  divider  per  m , perciò  clic  dal  numero  cor- 
rispondente si  deve  estrarre  la  radice,  bisogna  prima  aggiun- 
gere m — 1 diecine  alla  caratieiisiica  , e poi  eseguir  la  di- 
visione. In  fatti  se  il  logaritmo  9,9893351  che  contiene  10 
unità  di  più  si  deve  divider  per  5 , bisogna  supporre  die  la 
caratteristica  sia  39;  c fatta  la  divisione  si  ba  9,99(16117 
che  è il  logaritmo  della  radice  terza  del  numero  cui  corri- 
sponde il  logaritmo  9,9893561. 

I logaritmi  non  essendo  esatti  ma  approssimati  , allorché 
si  tratta  di  elevazione  a potenza  , il  prodotto  delle  cifre  che 
si  trascurano  per  1’ esponente  della  potenza,  potrebbe  influire 
sull’  ultima  cifra  del  logaritmo  ; è necessario  in  questo  caso 
avere  i logaritmi  con  qualche  cifra  di  più  per  esser  .sicuri 
deir  esattezza  delle  prime  sette  cifre.  Non  cosi  quando  si  tratta 
di  estrazioni  di  radici  , mentre  1’  errore  che  potrebbe  risul- 
tare dalle  cifre  che  si  trascurano  diminuisce  con  la  divisione. 

541.  Se  nella  forinola  da  calcolarsi  co’ logaritmi  entrassero 
quantità  negative  , si  considereranno  tutte  le  quantità  come 
positive,  si  troverà  il  valor  lidia  quantità  richiesta,  e poi  si 
darà  ad  essa  il  seguo  che  le  compete  a tenore  del  numero 
de’  fattori  negativi  che  vi  entrano.  Per  es.  si  abbia  il  pro- 
dotto ahc  da  calcolare  co’  logaritmi  , in  cui  a =3  3 , 

6 = — 3,  c— 7 ; si  ha 

log.  a=:o,3oio3oo 

log.  3 ==  o,47'>iai3 

log.  7 =:  o,tl4  jopSo 

soiiiiiia  i,Ga3a4yi  = log.  4* 

perciò  il  prodotto  ridiiesto  è — 

Si  faccia  attenzione  a questo  caso  nel  (|ualc  i logaritmi 
servono  solamente  di  strumento  per  trovare  con  piii  facilità 
il  valore  dell’ e.spressione  data,  indipendentemente  dal  segno 
da  cui  dev’  essere  affetto. 

349.  Per  poter , dopo  la  teorica  esposta  , eseguir  un  cal- 
colo per  mezzo  de’  logaritmi  , ci  rimane  a dir  qualche  co.sa 
intorno  al  modo  di  servirsi  delle  tavole. 

E primieramente  è da  osservarsi  che  siccome  la  caratteristica 
si  fissa  dall’  ordine  dell’  unità  cui  si  riferisce  nel  numero  dato 
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la  prima  cifra  a sinistra  , è inutile  nelle  tavole  metter  la  ca- 
ratteristica. E perchè  il  logaritmo  di  7000  , quando  non  si 
ticn  conto  delia  c.irnlteristica  , è uguale  a quello  di  700,  di 
70  e di  7 , quelle  di  65oo  è uguale  a quello  di  65o  e di 
65  , c così  per  lutti  i numeri  terminati  da  zeri  ; non  sono 
necessari  che  i logaritmi  de’  numeri  contenuti  nell’  ultimo 
ordine  di  unità  cui  si  estendono  le  tavole.  Perciò  se  queste 
arrivano  fino  a 10000,  sono  inutili  i logaritmi  de’ numeri  da 
1 a 1000  ; se  fìno  a 100000  , sono  superflui  quelli  da  1 
a 10000. 

345.  Supponendo  che  si  abbiano  le  tavole  finca  aoooo, 
con  queste  si  può  ottenere  immediatamente  il  logaritmo  di 
un  numero  espresso  da  quattro  cifre;  e dato  un  logaritmo  che 
si  trova  nelle  tavole,  si  avrà  il  numero  corrispondente  espresso 
da  quattro  cifre. 

mndimeno  le  stesse  tavole  danno  il  mezzo  di  trovare  il 
logaritmo  di  un  numero  che  ha  piu  di  quattro  cifre  ; e vi- 
ceversa , dato  un  logaritmo  che  non  si  trova  nelle  tavole  si 
può  trovare  il  numero  corrispondente  espresso  da  più  di 
quattro  cifre. 

11  principio  di  cui  bisogna  far  uso  è , che  ne’  numeri  molto 
alti  e molto  vicini  i logaritmi  crescono  in  proporzione  de’  nu- 
meri corrispondenti  ; cioè  se  si  hanno  tre  numeri  molto  alti 
e molto  vicini, le  loro  differenze  sono  proporzionali  alle  differen- 
ze de’  logaritmi  corrispondenti.  Così  se  n ed  n -|-  1 sono  due 
numeri  consecutivi  ecf  « -f-  rf  un  numero  intermedio,  si  avrà 
la  proporzione 

(n+i)— «:  (n  + d)  — n:;log.  (n  + i)— log.n  .*  log.(n+d)— log./i; 

e facendo  log.(/*4‘i) — log.n=3,  log. (ra-|-rf)  — log.72=3', 
si  ha 

1 : d 

Per  conseguenza  se  si  vuole  5',  si  ha  5'  = rfJ  ; e se  si  cerca 
d , si  lia  d = — . 

O 

Nelle  tavole  in  un’  apposita  colonna  si  trova  notato  il 
5 che  è la  differenza  de  logaritmi  corrispondenti  a due 
numeri  consecutivi , e che  chiamasi  ordinariamente  diffe- 
renza delle  tavole  ; il  d .si  ottiene  staccando  dal  numero 
dato  con  la  virgola  tante  cifre  decimali  sì  che  la  parte  ri- 
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masia  a sinistra  sia  un  numero  dell’  ordine  il  più  elevalo 
di  quelli  clic  si  trovano  nelle  tavole.  Per  cs.  se  si  cerca  il 
logaritmo  di  i35,738q  e si  hanno  le  piccole  tavole,  si  stac- 
cheranno quattro  cifre  a sinistra,  e si  ha  d = o,38q  , e il 
S si  troverà  nelle  tavole  fra  i logaritmi  di-  i357  c i358.  Da 
ciò  risuluno  le  seguenti  regole  pratiche. 

Per  trovare  il  logaritmo  di  un  numero  supcriore  a quelli 
compresi  nelle  tavole,  ridotto  questo  numero  ad  aver  tante 
cifre  dal  lato  degl’  interi  quante  ne  sono  necessarie  alRnchè 
quel  numero  cada  fra  quelli  dell’  ordine  il  più  elevato  con- 
tenuto nelle  tavole , si  moltiplicherà  la  differenza  delle  tavole 
per  la  parte  decimale  dei  numero  dato  ; il  prodotto  ottenuto 
si  aggiungerà  al  logaritmo  del  numero  prossimamente  mi- 
nore , e si  avrà  il  logaritmo  richiesto. 

Per  trovare  il  numero  corrispondente  ad  un  logaritmo  che 
non  si  trova  nelle  tavole  , la  differenza  fra  il  logaritmo  dato 
c il  prossimamente  minore  si  dividerà  per  la  dìScrenza  delle 
tavole  ; le  cifre  ottenute  nel  quoziente  si  scriveranno  alla  de- 
stra del  numero  corrispondente  al  logaritmo  prossimamente 
minore. 

Esempi.  Si  cerchi  il  logaritmo  di  0,367482.  Ecco  il  tipo 
del  calcolo  , supponendo  che  si  abbiano  le  piccole  tavole. 


Numero  dato 0,307483 

log.  0,3574  =9,553 1545 

diff.  delle  tavole  13  i5 
p.irte  decimale  del  numero  0,83 

prodotto 99G 

log.  0,3574  83  = 9,5533541 

Si  cerchi  il  numero  corrispondente  al  logaritmo  2,7756426 


log.  dato  = 7735436 

log.  prosa,  min.  = 7734939 

diff.  487 

diff.  delle  lav. 

Quoziente 

3,7735436 


= log.  593  6 

ili 

0,66 

= log.  5g3,6  66 


Si  può  far  a meno  nella  proporzione  di  considerar  le  dif- 
ferenze ne’  logaritmi  come  decimali , perchè  il  rapporto  non 
cambia  moltiplicando  i suoi  termini  per  xoooooo  : e così  si 
è fatto  negli  esempi. 
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344*  Nella  proporzione  stabilita  per  ottenere  il  logaritmo 
di  un  numero  ebe  non  si  trova  nelle  tavole  , si  è fatta  en- 
trare la  dififerenza  fra  il  numero  prossimamente  minore  e il 
dato  , e ciò  ad  oggetto  di  sommare  la  parte  proporzionale 
col  logaritmo  prossimamente  minore.  Ma  è chiaro  ebe  se  s’in- 
troducesse la  differenza  fra  il  logaritmo  prossimamente  mag- 
giore e il  dato,  si  otterrebbe  il  logaritmo  richiesto  sottraendo 
la  parte  proporzionale  dal  logaritmo  corrispondente  al  nu- 
mero prossimamente  maggiore.  Così  se  sieno  n ed  n L i 
due  numeri  che  comprendono  n-i~d  , chiamando  p , p'  le 
parti  proporzionali  prese  ne’  due  modi  indicali , sarà 

log.  (n  + d)  = log. n -P /> , o pure  log.  (n+<^)=  log.  (n-l-i) 

Si  osservi  che  p'  si  ottiene  moltiplicando  la  differenza  delle 
tavole  pel  complemento  aritmetico  della  parte  decimale  del 
numero  dato. 

Volendo  il  complemento  di  log.(n4-^)>  si  ha 

c.log.(n-|-d)=io — log.n — p,  o pure  c.log.(n+t/J=io— log.(/»-pi)-f^'} 

il  che  fa  vedere  che  si  può  ottenere  il  complemento  richie- 
sto , o sottraendo  dal  complemento  del  logaritmo  del  numero 
prossimamente  minore  il  prodotto  della  differenza  delle  ta- 
vole per  le  cifre  decimali  del  numero  dato  , o aggiungendo 
al  complemento  del  logaritmo  del  numero  prossimamente 
maggiore  il  prodotto  della  diffQrcnza  delle  tavole  pel  com- 
plemento aritmetico  delle  cifre  decimali  del  numero  dato. 

Per  aver  sempre  somme  a fare,  siccome  quando  si  cerca 
il  log.  (n+d)  bisogna  far  uso  della  prima  espressione, 
deve  darsi  la  preferenza  alla  seconda,  quando  si  tratta  di  com- 
plementi. 

Esempio.  Si  cerchi  il  complemento  del  logaritmo  di 

5,37426. 

Numero  dato -*>,374  aG 

c.  log.  5,375  = 9,2696215 

dlfT.  delle  tavole  6 oG 

coiu.  arit.  di  0,26 0,74 

prodotto ■ . . 5<)!> 

c.  log.  5,37426  =:  9,2696813 

17 
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345.  Aggiungiamo  un  esempio  si  per  l’applicazione  dell’es- 
posta teorica,  che  per  offrire  un  modello  del  modo  come  può 
disporsi  il  calcolo  logaritmico. 

Si  debba  calcolare  per  mezzo  de’  logaritmi  1’  espressione 


. /(n,oo3.‘i8473)’X(oi97^584)* 

V a X(o, 7453^9)  X (5,43836)**  ■ 

Ecco  il  tipo  del  calcolo. 


Jog.  o,oo3584 
2 log.  o,oo3584 
3 p.pr.=3Xo, 73X1212 
log.  0,9725 
log.  0,9725 

2p.  pr.=aX 0,84X44? 

coin.  log.  2 
coro.  log.  0,7454 
p.  pr.  0,71  X 583 
com.  log.  5,439 
3 coni.  log.  5,439 

4p.pr.=4Xo,64X799 

5 log.  X 


7,5543680 

12  12 

4 47 

— 

5,1087360 

2654 

0,73 

= 

3f)  36 
848  4 

17  88 
35^ 

95997^*^9^^ 

88.',, ;G 

375,48 

= 

9)997««96 

2634,28 

750  96 

= 

751 

5 83 

7 M 
064 

9,6989700 

0,71 

— 

0,1276106 

5 83 

3i  96 

— 

4>4 

408  1 

4T9_4_ 

9,2644909 

4 1 3 <j3 

5i  1,36 

4 

— 

7,7934727 

2045 

ao4b,44 

=39,5440138  ( La  somma  delle  caratteristiclic  è 
69}  ma  siccome  si  dovrebbero  to> 
glier  6 diecine,  e poi  aggiongerne 
4 per  far  la  divisione  per  5 , si 
tolgono  due  diecine,  e si  scrive  3<j 
per  caratteristica  ). 


log.  £=  7,9088027 

log.  pros.  min = 7,9o875'3o  = log.  o,oo8io5 

<lili’ 4l)7l 

(lifT.  delle  tavole | 536 

(|nozictitc 0,92 


7,  9088027  =: log.  o,oo8io5  92 


e (juiudi  X =0,00810592. 


346.  Per  render  più  sensibile  1’  utilità  de’ logaritmi , e per 
mostrare  con  quale  rapidità  crescono  i termini  di  una  pro- 
gressione , per  poco  che  il  quoziente  superi  I’  unità  , ripor- 
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tcremo  il  seguente  problema  tratto  di  peso  dal  Francoeur 
( Coura  dea  mathématiquea  etc.  ) 

Problema.  Si  racconta  che  un  Sovrano  volendo  ricompen- 
sare Sessa , quale  inventore  del  giuoco  degli  scacchi , gli  ac- 
cordò un  dono  che  la  sua  generosità  trovava  troppo  scarso; 
e questo  dono  consisteva  in  un  acino  di  grano  pel  primo  qua- 
dretto dello  scacchiere,  3 acini  pel  secondo,  4 per  il  terzo,  8 
per  il  quarto , e cosi  raddoppiando  sempre  lino  ad  esaurire 
tutti  li  64  quadretti  ne’  quali  è diviso  lo  scacchiere.  Quanto 
grano  avea  promesso  il  Sovrano  ? 

E evidente  che  Sessa  dovea  ricever  tanti  acini  di  grano  , 
quante  sono  le  unità  contenute  nella  somma  della  progres- 
sione ec.  estesa  sino  al  64"“  termine.  Essendo 

a,=  i , y = a , n=  64  > dalla  formola  (2)  del  n°  3i6  si 
ottiene  a==  — 1 , da  cui  log.(s  -|-  1 ) = 64  log.  3.  Ma 

64log.  3 = 19,2650200,  per  cui  il  numero  richiesto  è com- 
posto di  20  cifre.  Trovanao  il  numero  corrispondente  al  loga- 
ritmo a65g200,si  ha  «=1844677  seguito  dai3  altre  cifre. 
Ora  un  chilogrammo  di  grano  contiene  presso  a poco  36i5o 
acini  ; e si  sa  che  un’  ettara  ( 10000  metri  quadrati  ) non 
produce  più  di  1760  chilogrammi  di  grano  che  formano 
45762600  acini.  Dividendo  a per  questo  numero,  si  trova  che 
la  promessa  corrispondeva  al  prodotto  in  grano  di  4o3  bi- 
lioni di  ettare  all’  incirca  , cioè  quanto  potrebbero  produrre 
8 intere  superficie  terrestri  comprendendovi  i mari , i laghi , 
i deserti , ec. 

ART.  IV. 

Problemi  cC  interesse  composto. 

347.  I.  Problema.  Una  somma  a data  a interesse,  quanto 
diverrà  dopo  n anni  lasciando  accumulare  gl’  interessi  su 
gl’  interessi. 

Sia  r l’interesse  che  produce  il  capitale  1 dopo  un  anno, 
sarà  ar  1’  interesse  corrispondente  alla  somma  a.  Questo  ca- 
pitale dopo  un  anno  sarà  divenuto  a-j-ar;  sicché  chiamando 
a,  ciò  che  diviene  la  somma  a dopo  un  anno  , si  avrà 

«,  = a(  I + r). 

Se  la  somma  a,  , continua  a restare  in  mano  del  debitore 
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e si  chiami  a,  ciò  eh’ essa  diviene  dopo  un  anno,  ossia  ciò 
che  diviene  la  somma  a dopo  due  anni  ; sarà 

a,  = I + r),  ovvero  ( 1 + r)’. 

Parimenie  chiamando  «j  ciò  che  diviene  la  somma  a,  dopo 
un  anno,  o la  somma  a dopo  ire  anni , sarà 

«j  — < > +»•)’• 

In  generale  indicando  con  il  valor  della  somma  a dopo 
n anni  , si  avrà 

«»  = “(*+'•)"•  (') 

Quindi  per  avere  il  valore  di  una  somma  dopo  n anni,  bi- 
sogna moltiplicarla  per  la  n.”"*  potenza  di  1 4-  e per 
avere  il  valor  di  una  somma  esigibile  dopo  n anni,  bisogna 
dividerla  per  P indicala  potenza  di  1 -j-  r. 

Dunque  si  può  riportare  ad  un’epoca  diversa  una  somma, 
cambiando  il  suo  valor  nominale  ; e per  paragonare  il  va- 
lore di  diverse  somme , bisogna  riferirle  tulle  allU  .stessa 
epoca.  Si  tenga  presente  questa  osservazione  dalla  quale  di- 
pende la  risoluzione  di  tulle  le  ipiisiioni  relative  all’  inte- 
resse composto. 

348.  Nell’ eguaglianza  (j)  date  tre  delle  quattro  quantità 
« , a. , r , « si  può  trovare  la  quarta. 

Per  es.,  una  somma  a dopo  i5  anni  si  c triplicala;  a quanto 
riviene  1’  interesse?  Sarà  /j  = i5  , a,5=3a  , e 3=(i-j-r)‘* 

d’  onde  log.  ( i -f-  r)  = ^ log.  5 = o,o3i8o8i  , e quindi 


* + 1,07590896  , ed  r“o,076  in  circa. 

34g*  Se  il  tempo  dopo  il  quale  si  deve  ritirare  una  somma 
non  termina  alla  fine  dell’anno,  per  maggior  semplicità  si 
calcola  l’interesse  corrispondente  alla  frazione  dcH’anno  pren- 
dendo dell’  interesse  annuo  una  eguale  frazione.  Cosi  essendo 

hr  ^ 

la  frazione  dell’anno,  sara  — l’interesse  ad  essa  risponden- 
te; in  guisa  che  la  somma  a dopo  « anni  diviene  n(i e 
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questa,  lasciala  ancora  ad  interesse  per  una  parte  dell’  anno 
espressa  da  - , diverrà 

a 


33o.  Bisogna  però  osservare  cFie  in  (ulti  i problemi  <!'  interesse  si 
suppone  sempre  che  Ja  somma  data  in  prestito  non  produca  l'ruUo  se 
non  a periodi  di  un  anno  1’  uno.  Allorclic  dunque  non  c ti  ruiinalo 
ranno,  bisognerebbe  o supporre  die  nel  tempo  minore  di  un  anno 
la  somma  non  ubbia  prodotto  frutto  , o considerare  che  1'  interesse  si 

accumuli  a periodi  più  brevi,  ed  espressi  dalla  frazione  di  anno  — . 


Facendo  il  calcolo  in  questa  ultim.a  ipotesi,  riuteressc  aumenterebbe  alcun 

I 

poco.  Ili  efletti  la  somma  a nell' intervallo  espresso  da  — produce  l'interes- 
7*  /r  ^ 

se  5 e nel  tempo  n + ■ essendovi  /i5  k periodi  , diverrà 


“(*+i)  “[(' +i) J(‘ +f)  ’ 

e sviluppando  con  la  furmola  del  binomio  , si  ha 


kr  i)  r* 


‘ + T + 


- + ec.),  (3) 


la  quale  espressione  è evideiilemenle  maggiore  della  (a). 

Se  diiiiipie  c stabilito  che  1'  interesse  sia  r per  l all'  anno  , prcn- 
r * 1 

deiido  - per  l’ interesse  corrispondente  al  tempo  - , la  ragione  deU'tu- 
S 5 

icrcsse  viene  ad  aumentare. 


35 1.  Sia  Ir  = u ; sarà 


• (4) 

ciò  che  diviene  la  somma  a dopo  « anni  , supponendo  che  l’ interes- 
se si  accumuli  per  ogni  intervallo  di  tempo  espresso  da  -. 

* 352.  Sviluppando  il  binomio  ^ i -1-  con  la  furmola  di  Newton 
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( n*  1 13  ) , r espressione  (4)  diviene 


e ben  si  vede  che  il  suo  valore  cresce  con  S , ossia  tanto  più  grande 
diviene  quanto  più  brevi  sono  gl'  intervalli  nc'  quali  si  suppone  accu- 
mularsi r interesse.  11  limite  dell'  aumento  di  questa  espressione  si  ot- 
tiene facendo  8 = co  , d'onde  ^=^=-  = ,..,  = 0,  e la  formola 
precedente  diverrà 


■1 + 

’^2.3^2.3.4 


+ 


n 


Ma  la  quantità  tra  parentesi  è lo  sviluppo  di  e'  , essendo  e la  base 
de'  logaritmi  neperiani  ( n°  33o  ) , perciò  il  limite  dell’  aumento  della 
formola  (4)  è rappresentato  da 

ac"^  (5) 


La  quale  formola  esprime  ciò  che  diviene  la  somma  a dopo  n anni 
allorché  l' interesse  si  accumula  iu  ogni  istante  infinitesimo. 


353.  Supponendo  ora  che  l’ interesse  si  aggiunga 
espresso  dalla  frazione  di  anno  ^ , si  cerchi  il  suo 

O 

alla  fine  dell'anno  produca  l'interesse  r. 

Sarà 


per  ogni  intervallo 
valore  x , affinchè 


(i  +x)^  = I + r, 

d*  onde 


X 


= (i+r)*_ 


1. 


(6) 


Per  dare  un  esempio  supponiamo  che  per  una  data  somma  siasi  con- 
venuto r interesse  al  5 per  100  annuo  ; quale  sarà  la  somma  da  pa- 
garsi mensilmente,  affinchè  la  diminuzione  dell' interesse  sia  compen- 
sata dal  vantaggio  dell'anticipazione? 

Sarà 

(i  +*)”  = i,o5  , 

d'  onde 

log-  (i  +*)  = j^log.  j,o5=o,ooi;G577  , 

c quindi 

• + * = 1jOo4o74i  , e loox  = 0,40741. 
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354*  II.  PnoBLEM'V.  Sia  a un  canone  pagabile  alla  fine  dì 
ogni  anno.  Se  questa  somma  rimane  senza  esser  pagaia  per 
n anni,  quanto  dovrà  il  debitore  per  conto  delle  somme  ar- 
retrale e degr interessi,  compresavi  anche  la  somma  eVe  scade 
dopo  n anni? 

E chiaro  che  la  somma  a che  dovrebbe  esser  pagata  alla 
fine  del  primo  anno,  restando  in  mano  del  debitore  per  n — i 
anni  , alla  fine  dell’  anno  diverrà  La  som- 

ma a che  doveva  esser  pagata  alla  fine  del  secondo  anno  , 
diverrà  per  la  stessa  ragione  a(  i e così  per  le  al- 

tre. Chiamando  s 1’  ammontare  di  tutte  queste  somme,  sarà 


I termini  del  secondo  membro  formando  una  progressione 
per  quoziente,  sarà  ( n°  3i6) 


r 


(7) 


355.  IH.  Pnonr-EMA.  Viceversa  , sia  p un  capitale  che 
dev’  esser  rimborsato  per  mezzo  di  n pagamenti  eguali  ad  a 
cll’eiluati  alla  fine  di  ogni  anno.  Si  cerca  p. 

Li  n pagamenti  eguali  ad  a ellclluaii  alla  fine  di  ogni 
anno  formando  dopo  questo  tempo  una  somma  espressa  dal 
secondo  membro  dell’  equazione  (y)  , bisogna  eguagliar  que- 
sta somma  al  valore  che  riceve  il  capitale  p dopo  n anni. 
Sarà  perciò 


dalla  quale 


a ( I + r)"  — a 


a\(^+ry-i] 

r(.+rf 


(«) 


350.  Nelle  due  equazioni  (7)  e (8)  date  tre  delle  cinque 
quantità  che  visi  contengono,  si  possono  trovar  le  altre  due. 
Date  s,  r,  ed  Zi  , si  ha 


rs 


f'j) 


Digitized  by  Google 


( a64  ) 

]a  quale  forinola  serve  per  convertire  una  somma  pagabile 
dopo  n anni  in  un  canone  da  durare  n anni. 

Se  sono  date  , r , « , si  ha 


_pr{  I +r)" 


(io) 


che  serve  per  convertire  in  canone  annuo  da  durare  n anni 
una  somma  attuale  p. 


357.  Se  nell’  equazione  (7)  si  suppone  che  a sia  l’ inte- 
resse corrispondente  ad  una  data  somma  a,  il  quale  interesse 
non  vien  pagato  per  n anni  , facendo  a=.a.r  ^ e aggiungendo 
il  capitale  primitivo  a. , si  avrà 


«r[(i  +r)"-.l 
r 


+ * > 


ovvero  «(1  + r)" 


(•) 


che  è ciò  che  diviene  la  somma  * dopo  n anni  (n°347)* 

358.  Se  il  canone  si  deve  pagare  in  perpetuo,  e si  ccrc.a 
il  valore  attuale  del  capitale  ad  e.sso  corrispondente , nella 
forniola  (8)  si  farà  «=oo,  e si  avrà 


P = ;,  00 

che  esprime  il  capiule  producenlc  1’  annua  rcndiu  a. 

359.  Sia  a una  somma  data  ad  interesse,  la  quale  ogni 
anno  si  rinnuova  Si  vuol  sapere  ciò  che  sarà  divertuto  Tam- 
nioiuare  di  tutte  queste  somme  insieme  con  griniercssi,  a capo 
di  n anni. 

E evidente  che  nella  formola  (7)  bisogna  mettere  a ar 
in  vece  di  a , e si  avrà 

a(i +r)(i  + r)"— I 

, (,,) 

060.  Se  le  somme  da  pagarsi  alla  line  di  ogni  anno  non 
Mno  eguali , chiamando  a„  oj . . . . a„  le  somme  pagabili 
dopo  il  primo,  il  secondo,  il  terzo,  ec.  anno,  l’amrnontaie  di 
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lune  queste  somme  riunite  con  gl’ interessi  sopra  gl’ interessi 
sarà 

*=«, +o.(i+r)' -f  n5(i+r)*+a.(i+r)*+ ....  +a„(i+r)"-.  (i3) 

E sea,,a^,us cc.  esprimono  le  somme  date  in 

prestilo  ogni  anno  c lasciale  in  inano  del  debitore  insieme 
con  gl’  interessi  , sarà 

* = +O5(‘+0*  + •••• +®,(»+0"-  (*4) 

36i.  IV.  Problema.  Un  debitore  dovendo  pagare  le  somme 
a^,  a,,  a,  . . . . ec.  alla  fine  di  ogni  anno  , vuol  estinguere  il 
debito  con  un  solo  p.agamento  p elTetiuato  alla  fine  del  tempo 
/,  in  modo  da  non  pregiudicare  nè  sè  stesso,  nè  il  suo  cre- 
ditore, lenendo  conto  dell’ interesse  sopra  l’ interesse. 

Per  risolver  la  quistione  , bisogna  cercare  il  valore  di  que- 
ste somme  riportate  alla  medesima  epoca  , che  può  esser 
quella  attuale.  Ora  è chiaro  che  le  somme  a,,a^,a^. . . . esi- 
gibili dopo  il  primo  , secondo  , terzo  , ec.  anni,  varranno  at- 
tuai mente 

I +/■’  (i  +r)‘  ’ ■ ' ■ ' (i  +r)”  ’ 
e la  somma  p pagabile  dopo  t anni,  varrà  attualmente 

P 

(i+r)'* 

E facendo 


log./>  — log.«y 

log.(i+r)"‘ 


Digitized  by  Google 


( 266  ) 

Si  può  prender  p = a,  -J-a,  -f-  a,  4*  • • • • ® maggiore  o 

minore  di  questa  somma;  ma  dev’ esser  ncccssariamcnie  (J- 
Se  a,  =a.  =rtj  . . . . = a„  sarà 


a[(i  +rr-i] 
r(,  +r/‘  ’ 

(8) 

e 

_n[(i  +r)"— I 1 
^ r ( 1 + r)"~* 

C'7) 

Supponiamo  />  = ««;  sarà 

_pl (i_+r)l-i 

(i+r)'  r(i+r)"  ’ 

(i8) 

e 

__  log.n  + log.r + «log.(i  -f  r)  — log[(»  + 0"  i] 
iog.  (i  + r) 


362.  V.  Problema.  Un  debitore  per  una  somma  ricevuta/) 
dovrebbe  pagare  l’annuo  interesse  pr,  ed  in  vece  paga  a;  si 
vuol  sapere  quanto  dovrà  il  debitore  al  creditore  dopo  ra  anni. 

La  somma  p dopo  n anni  diverrà  p(*  “J”  canone 

annuo  a pagato  per  n anni  corrisponde  dopo  1 anno  ad 

una  somma  ~ — . Cbiamando  d ciò  che  il  debitore 


rimane  a dare,  si  avrà 


d = p{y  +r)"~ 


n[(i+rr-«] 


(»9) 


nella  quale  formola,  date  quattro  delle  quantità  che  vi  son  con- 
tenute , si  conoscerà  la  quarta.  Se  o si  ha  la  forinola  (8). 


363.  Esempi. 

I.  Supponiamo  che  uno  sia  debitore  di  scudi  loooo  , 
pe’  quali  deve  pagare  l’interesse  al  5 per  loo  annuo.  Si  vuol 
sapere  quanto  deve  pagare  annualmente  aQincIiò  il  suo  debito 
dopo  IO  anni  si  riduca  alla  metà. 

Si  ha  /7  = lOooo  , n = IO  , r=o,o5  , d = 5ooo  ; c fatte 
le  sostituzioni  nella  formola  (ig)  , si  trova 

5oo  X i,o5'° — a5o 
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Fallo  i,o5'°  = i , si  ha  log.  A=  10  log.  i,o5  = o,aii8q3o  e 
A = i,6a88g5.  Poi  si  ha  i,o5‘“  — 1=  0,628896, aXijoS"" — 1 
= 2,367790  ; e infine 

a5o  X 2,^57790 

0,6-2  8t}y5  ’ 

log.  a = log.  a6o -f-log.  3,267  790-hc.log.  0,628896= a,963o454i 
e quindi 

“ = 897,53. 

II.  La  popolazione  di  uno  Sialo  è allualinenie  di  aooooo 
anime  ed  aiimenla  ogni  anno  di  — ; quella  di  un  altro  Stato 
è di  260000  cd  aumenta  ogni  anno  di Dopo  quanti  an- 
ni le  due  popolazioni  saranno  eguali  ? 


Si  ha 


d’  onde 


cd 


1 “ 1 " 

aooooo  f 1 + ^ =a6oooo  | i H 1 

V 100/  V 120/ 

(101  laov" 

— X — ^=1,3; 

100  121/  ' 

log. 1,3  o, 11394^35  


log.  1 ,Ol  -|-log.  120 log  121  0,0007172.5 


169  anni  circa. 


III.  Tizio  deve  pagare  a Cajo  ducati  6000  ogni  7 anni , 
e Cajo  deve  pagare  a Tizio  ducali  7000  ogni  10  anni.  Vo- 
gliono entrambi  sciogliersi  da  questa  reciproca  obbligazione 
con  un  sol  pagamento  effettuato  sull’  istante.  Si  vuol  cono- 
scere quale  de’  due  è debitore  verso  l’ altro  e qual  somma  è 
necessaria  per  assolvere  il  debito  calcolando  l’ interesse  al  5 
per  100. 

Per  risolvere  il  problema  è necessario  convertire  il  credilo 
di  ciascuno  in  un  annuo  canone , trovare  i capitali  corrispon- 
denti , e prenderne  la  differenza. 

Sia  a il  canone  perpetuo  corrispondente  alla  somma  6000 
esigibile  ogni  7 anni  , cd  a'  il  canone  corrbpoudcnic  alla 
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rendita  7000  da  riscuotersi  ogni  10  anni.  Ciò  che  l’ uno  derc 

pagare  all’  altro  sarà  espresso  in  generale  da  — j;—  » e sarà 

Gijo  il  debitore  o Tizio  secondo  che  quella  espressione  ri- 
sulta negativa  o positiva. 

Facendo  le  debite  sostituzioni  nella  formola  (6)  si  ottiene 


5ooo  X o,o5  f 7000  X o,o5 

i,o5^—  I ’ ** 

a — af  5oooo  70000 

r i,o5’ — 1 i,o5'° — I 


Per  mezzo  de’ logaritmi  si  trova  i,o5’  = 1,407100, 
l,o5"’  = 1,638895.  Sicché  sarà 


a — af  5oooo 
r 0,4071 


70000 

0,628895 


= 13281,99  — 11  i3o,63=:  I i5i,36  -y 


e questa  è la  somma  che  Tizio  deve  pagare  a Caja 
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CAPO  VI. 

DI  ÀLCVSB  ALTRE  PROPRIETÀ’  De’ NUMERI  DI  GRAND*  USO  PER  LA 
RISOLUZIONE  DELLE  EQUAZIONI  INDETERMINATE. 

ART.  I. 

Frazioni  continue. 

564-  La  forma  generale  scilo  la  quale  si  rappresenia  una 
frazione  conlinua  è 


“ + 


■ c+' 


(0 


e+ec. 


Abbiamo  vedalo  (n°  71  ) che  quando  si  vuol  esprimere 
per  approssimazione  una  frazione  ordinaria , si  dà  luogo  ad 
una  operazione  per  mezzo  della  quale  si  converlc  la  frazione 
data  in  una  frazione  conlinua  nella  quale  i numeralori  /3, 
sono  lutti  eguali  a j.  Lo  stesso  avviene  quando  si  vuol 
esprimere  in  numeri  una  quantità  irrazionale.  In  eflelli  sia 
X una  qualunque  quantità  irrazionale  che  voglia  valutarsi  per 
approssimazione.  Si  chiami  a il  massimo  iniero  contenuto  in 

X ; si  potrà  fare  x = a-\-  Poiché  a:' >■  1 , chiamalo  b il 

or 

massimo  intero  che  vi  è contenuto , si  potrà  fare  xf  = 
b Parimente,  chiamando  c il  massimo  intero  contenuto 

in  x",  si  faccia  =r  c così  proseguendo  si  darà  luogo 

alle  seguenti  eguaglianze  : 


v'=b+~,  — x">=d  + -^,  ec.(a) 


da  cui  si  ricava  facilmente 


^d+. 


(3) 
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Quando  la  quanlith  x c una  frazione  razionale , fra  le 
quanlilk  x' , x" , x"' . . . . se  ne  deve  iucoiurarc  iieccssaria- 
mente  una  che  sia  uguale  a un  intero  , e la  frazione  con- 
tinua finirà  a questo  termiuc.  In  effetti  supponendo  c=x", 

sarà  ~=o^  e la  frazione  sarà 


“+J+Ì-- 

C 

La  supposizione  c = x"  porta  d=oo . Ma  se  trattasi  di  quan- 
tità irrazionale  la  frazione  continua  si  prolungherà  all’  infì- 
nilo. 

Si  voglia  per  es.  convertir  in  frazione  continua  yig-  Poi- 
ché V19  é compreso  fra  4 c 5 , sì  farà 

I 1 Vhi+4 

* (=Vi9)=4+^  * =y7ì=4=  3~’ 


3 

V^9  + »_  I 

^ 5 — 1 


==V^3^3+1. 


x" 


Viq+  3 1 

,,.  = V^=:.+_ 

^=y;£±i=,  + j- 

3 »" 

^..  = -Vj9±Ì=8  + -i- 

I 


3 _yi9-|-a 

Y19—  a 5 ’ 

x">  ——È—  = Vì9_+3 

V'9— 3 2 ’ 

j..-  =»  -V'9  + 3 

V19-3  - 5 ’ 

5 _Vi9  + a 
* V'9 — ^ 3 ’ 

3 V'9+4 


V'9— 4 ‘ 

I _V'9  + 4 

V'9-4  3 ’ 


dopo  questo  punto  ritornano  gii  stessi  quozienti  3, 1, 5, 1,  3,8, 
e cosi  all’infinito;  per  cui  si  ha 


V'9  = 4 + - ' 

*+r^« 

a +-  I 

=^  + ti+- 
T2  + 
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Con  un  sistema  di  operazioni  simili  a queste  abbiamo  nel 
n°  525  espresso  in  frazione  continua  il  valore  d’  x nell’  equa- 
zione a’==b  , e più  particolarmente  nell’altra  io' = 2. 

565.  Vi  sono  altre  espressioni  algebriche,  che  danno  luogo 
alla  frazioni  continue  della  forma  (i).  Ma  queste  non  es- 
sendo di  grand’  uso  nell’  analisi  , non  ci  occuperemo  per 
ora  che  delle  proprietà  di  quelle  in  cui  x = fi  = y . . . .=i. 

Di  più  fa  d’  uopo  avvertire  che  quando  per  a,  b,c,d, 
cc.  si  prendono  i numeri  immediatamente  inferiori  ad  x , a:', 
x" , ec.  i denominatori  ù , c , d , ec.  risultano  tutti  positi- 
vi. Ma  se  per  alcune  di  essi  si  prendesse  il  numero  intero 
immediatamente  più  grande , la  frazione  continua  avrebbe  i 
suoi  denominatori  in  parie  positivi  e in  parte  negativi. 

Questa  circostanza  dando  luogo  ad  alcune  eccezioni  nelle 
proprietà  delle  frazioni  continue , eccezioni  che  ne  rendono 
r uso  più  limitato  , noi  prenderemo  da  prima  a consi- 
derare le  frazioni  continue  composte  tutte  di  termini  po- 
sitivi. 


566.  Le  frazioni^,  quali  vien  composta 

la  frazione  continua  si  chiamano  frazioni  integranti.  Le  quan- 
tità a , b , c . si  possono  chiamare  quozienti  incom~ 
pleti , e le  altre  x',  x",  x'",  ec.  quozienti  completi.  S\  irò-' 
vci  à la  ragione  di  queste  denominazioni , osservando  che  se 
si  ha  la  frazione 


X = rt  + 


I 

b — 1 


(3) 


sostituendo  il  quoziente  completo  all’  incompleto  si  riproduce 
esailumenic  il  valore  della  quantità  sviluppata.  In  effetti  met- 
tendo x " in  vece  di  d,  si  avrà  esallamenle 


I 
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I quozienti  completi  rinchiudono  adunque  tutta  la  parte  ri- 
manente della  frazione  continua  ; e si  ha 


-=“+»+■. 

e + 


567.  Trattasi  di  trovare  le  frazioni  ordinarie  che  risultano 
dalla  frazione  continua  limitata  al  primo , al  secondo  , al 
terzo  , ec.  termine.  Ora  è chiaro  che  se  si  ha  la  frazione  or- 
dinaria corrispondente  al  quoziente  b,  si  avnà  quella  che  cor- 


risponde al  quoziente  c , scrivendo  1 + - in  vece  di  b.  Pa- 
rimonte  da  questa  si  passa  alla  seguente  scrivendo 
vece  di  c ; e così  di  seguilo.  Si  avrà  dunque 


_ a 


I 4-  I 


.1  g(^A+I)  + i + + « 

t ì : bc  4.  I 


b + - 


“+?+- 


C + 


i(c+.l)  + 


+ a 


[(gt  + i ) c+g]r/+g/'+i 
■ [l>c+i)d+b  ’ 


ccc. 


Queste  frazioni  si  chiamano  le  ridotte.  Osservando  atienla- 
nienle  la  loro  composizione  si  conoscerà  che  il  numeratore 
di  ciascuna  risulta  dalla  somma  del  numeratore  della  ridotta 
precedente  moltiplicalo  per  1’  ultimo  quoziente  incompleto  e 
del  numeratore  semplice  della  frazione  penultima;  c che  il 
denominatore  è formato  allo  stesso  modo  per  mezzo  de  de- 
nominatori delle  due  ridotte  precedenti.  Per  assicurarci  che 
questa  legge  di  dipendenza  ha  luogo  per  tutte  le  ridotte  , 
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supponiamo  che  sia  stata  verificata  sino  alla  ridottó  — ris- 

L IH  ^ 

pondente  al  quoziente  n.  Sieno  2»  ’ ridotte  che 

quella  precedono  e che  corrispondono  a’  quozienti  l,  m\  sarà 
N^Mn^L,  iV'  = Mn  + Z. 


p 

Chiamando  -p,  la  ridotta  seguente , e /7  il  quoziente  incom- 
pleto che  ad  essa  corrisponde,  è chiaro  che  si  passerà  dalla 
N P iV  . I 

ridotta  all’altra  — sol  che  nel  valore  di  — si  scriva  n-\ — 
iV'  P'  N'  p 

in  vece  di  n.  Si  avrà  cosi 


Mi  il  j I* 

^ V py  (Mn+L)p+M  _Npi‘  M 


Da  ciò  si  vede  che  la  ridotta  —,  si  compone  per  mezzo  delle 

due  ridotte  precedenti  secondo  1’  indicato  metodo.  Siffatta 
dipendenza,  verificau  per  le  prime  ridotte , avrà  luogo  per 
tutte.  Siccome  ciascuna  ridotta  dipende  dalle  due  prece- 
denti , questa  legge  non  comincia  ad  aver  luogo  che  dalla 


terza  ridotta.  Per  assoggettarvi  anche  la  ridotta 


oi  + 1 


bi- 


sogna supporre  che  la  prima  sìa-.,  la  quale  non  fa  parte  della 


frazione  continua  data.  Scrivendo  in  linea  orizzontale  i quo- 
zienti, si  formano  con  la  massima  facilità  le  ridotte,  siccome  si 
vede  qui  appresso  praticato. 


Quozienti  a , & , c , 


Ridotte  — 
o 


a ab-{-i 

7’  ~b~ 


d , e 

abc+c-\-a  abcd-^^cd■^■ad■^^ab-^‘l 
ic+i  ’ bcd-\-d-^b 


Per  farne  1’  applicazione  in  numeri , prendiamo  i quozienti 
di  y'ig.  Si  avrà: 


Quozienti 

Ridotte 


4ai  3 ia  8 a i 

t 4 9 i3  4^  170  i4^>  3oia 

0’1’a’  3’  li’  14’  39’  3a6  ’ 691  ’ 

18 
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Scrlue  le  due  prime  frazioni  numeratore  di  cia- 

scuna frazione  a cominciar  dalla  terza  si  ottiene , moltipli- 
cando il  numeratore  della  ridotta  precedente  per  1’  ultimo 

Suozicnte  e al  prodotto  aggiungendo  il  numeratore  semplice 
ella  penultima  ridotta  ; e si  forma  il  denominatore  di  cia- 
scuna operando  allo  stesso  modo  sui  denominatori  precedenti- 

ABC 

368.  Rappresentando  per  —,  , ec.  le  ridotte  cor- 

rispondenti a’  quozienti  a , h , c,  ec. , si  possono  stabilire  le 
seguenti  eguaglianze  : - 


A z=a  A'  — i 

Bz=bA  \ B'=ib 


C ~ cB  + A 
D — dC+B 
E = eD  C 
cc. 


a = cB<  + A> 
D>z=:dC>  +2?' 
E'  = eD'  + C 
ec. 


(4) 


Se  la  quantità  da  valutarsi  fosse  minore  di  i,  si  avrebbe 
a=o,  e la  prima  ridotta  sarebbe-. 

36g.  Essendo  a , b , c , d. . , . numeri  positivi,  le  quan- 
tità B,  C,  D,. . . come  pure  le  altre  jd',  B',  . . 

andranno  crescendo  , in  modo  che  sarà 

B>  A , C>Z?,Z?>C,ec. 

, o pure  > a>B',  D'><y  , ec. 

Questa  legge  sarebbe  soggetta  ad  eccezione  se  i numeri  a, 
b , c,  ....  non  fossero  tutti  positivi. 

370.  Consideriamo  tre  ridotte  consecutive  — , — — 

11.  ..,  . L”  AB’  E'  > 

delle  quali  la  terza  corrisponde  al  quoziente  n.  Sarà 
2V  Af  n + L ri  j j 1 l'/r  /.  N 

W~'APrrf£?'  ■*^^*‘-‘”“cndo  la  differenza  fra  la  ridotta  — e 
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quella  che  la  precede , si  avrà 

N ^ Mn  +L  M 

A'  M!  M'n  + V Tv  ’ 

d’  onde  risulta 

M<N  — MN*  ==  — ( MU—  M'L). 

Del  pari  se  ^ è la  ridotta  che  precede  ^ , si  avrà 

* JLà 


MV  — M'L  = — {LI'  — W ). 

E così  rimontando  fino  alle  due  prime  ridotte  - A 
. ^ I ’ A ’ 

SI  trova  (aA+  i)x  i — aò=-j-  i ; c quindi  si  avrà 


5^'  — yiB>  = + I , 
CB>  - BC'=i—  I, 
DC—  ciy—  + I , 
ED'--DE'=z  — ì, 

ec. 


(5) 


d’  onde  segue  in  generale  che  moltipllcando  in  croce  i ter- 
mini di  una  ridotta  — per  quelli  della  ridotta  che  la  precede, 
la  diflferenza  sarà  eguale  a ± i , secondo  che  ^ nell’ordine  del- 
le ridotte  trovasi  a un  posto  pari  o dispari. 

371.  Da  ciò  segue  : 

S C 

Che  le  frazioni  —,  — , — ec.,  sono  irrudicibili , per- 
chè se  , per  es.,  i termini  della  frazione  ^ avessero  un  di- 

visore  comune  , il  numero  intero  CB'  — BC  sarebbe  divi- 
sibile per  questo  divisore  comune  j il  che  non  può  essere 
perchè  CB^~BC'  = —i.  ’ 

a°  La  diOerenza  fra  una  ridotta  e quella  che  la  precede 
è uguale  a t diviso  pel  prodotto  de’  denominatori , cioè 
si  ha 

E I C B __  I 

B'~^'~A^'  C>~W 

* 
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e siccome  i prodoiii  jHB'  , B'O  , CD',  ec.  vanno  aumen- 
tando , la  dinerenza  fra  due  frazioni  vicine  va  diminuendo. 


373.  Consideriamo  ora  le  due  ridotte  consecutive  ttì  , -tt; 

e cerchiamo  di  quanto  differiscono  dal  valore  x della  frazione 
continua.  Sia  y il  quoziente  completo  che  corrisponde  al- 
r ultima  ridotta  ; sarh 

_N  y-\-M 

Ora  si  ha 


N Ny  + M N _ MN'  — AFN  _ ± i 

® N>~  N'y  + nP  ~N>  ~~N'{N'y  + flP)  ~P/'(N'y  + AP)  ’ 

(7) 

M _Ny  + AI  M _{  APN~AIN')y  _ :^y 

* AP~~JS'y  + AP  AP~  M'I.N'y-^AP')  ~AP{N'yJ^AP)' 

Da  questi  risultamenti  ricavasi  quanto  segue. 

1°  Le  differenze  fra  il  valore  esatto  x e due  ridotte  con- 
secutive sono  di  segno  contrario.  Perciò  le  ridotte  sono  al- 
ternativamente minori  e maggiori  della  quantità  sviluppata 
jc , il  cui  valore  si  troverà  sempre  compreso  fra  due  ridotte 
consecutive. 

3°  Essendo  y compreso  fra  n ed  n -J-  1 , la  differenza 
Mri.  compre»  ft-»  jV',(JvÌ;  + „•)  ’ 
vero , essendo  N'n  -1-  M'  =P  ' , fra 


+ 1 +1 

A'(P'  + A')* 


(8) 


Queste  due  frazioni  esprimono  i ' limiti  dell’  errore  che  si 

N 

commette  sostituendo  al  valore  esatto  x la  frazione  — ; e sic- 

A' 

come  JV*/*' > iV'*  sarà  Perciò  Terrore  suddetto  sarà 

minore^,  e potrà  molto  semplicemente  essere  rappresentato 

da  , essendo  S una  quantità  minore  di  1. 
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Dall’  eguaglianza  x = ricavasi 

M -A/x 

^ ~ iV'x—  jY  ’ 

Ora  essendo  per  la  natura  delle  frazioni  continuerai  , sarà 
M — MxyN'x  — N, 

ovvero 


E poiché  M'  < iV* , 1’  ineguaglianza  precedente  non  potrà 
sussistere  se  non  è ^ 

il/  ^ JV 

cioè  ogni  ridotta  si  approssimerà  ad  x più  di  tutte  le  pre- 
cedenti. Questa  proprietà  ha  fatto  dare  alle  ridotte  il  nome 
di  frazioni  convergenti. 


373.  Non  solo  ciascuna  ridotta  si  approssima  al  valore  di 
X più  di  tutte  le  ridotte  precedenti,  ma  ancora  di  qualsivo- 
glia (razione  espressa  in  termini  più  semplici.  Supponiamo 


per  cs.  che  la  frazione  - sia  compresa  fra  le  due  ridotte 

— , —,  in  modo  che  sia  B < N’-,  dico  che  la  differenza  x — - 
nf’N'  r ^ ^ 

sar^  maggiore  di  ciascuna  delle  differenze  x —’jfji)  * — 

fatta  astrazione  dal  segno.  In  effetti  si  supponga 


M U 

o che  è lo  stesso 

U = , F:=iN^  — N'i. 

Da  queste  due  eguagUajoze  chuùuando  » c jS  , si  ricaverà 
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iàcUmenic 

( MN—  MN‘  y=.VM  — UN  , 

( M'N^.MN»  y = P'3P  — UN  ; 

ovvero 

+ » = FM—  UN  , ±?  — VM*  — C/iW»,  (9) 

N 

valendo  il  segno  + se  la  rìdolta  —,  è di  posto  pari , e il  — 
se  è di  posto  impari. 

Dalla  seconda  eguaglianza  si  rileva  che  U ^ V debbono 
avere  lo  stesso  segno  , perchè  se  avessero  segno  contrario 
sarebbe 


— + t/A"), 

eguaglianza  impossibile  perchè  /3  N.  Moltiplicando  la  se- 
conda delle  (g)  per  x e sottraendola  dalla  prima  risulta 

(Ai>iV _ MN  )(»  - ^* )=  r ( M—  RPx')-U{N-  N'x). 


Ma  y edi  U hanno  lo  stesso  segno , cd  M — M'x,  N—  N'x 
hanno  segno  contrario,  e dippiù  M'N  MN',  eguale  al- 
l’unità, ha  lo  stesso  segno  di  N — N'x  \ perciò  si  avrà  in 
generale 

— + U{N>x—N). 


Duntpie  non  solo  la  diflcreuza  a,  — |3x  sarà  -maggiore  di  cia- 
scuna delle  due  difTerenze  M — M'x  , N'x  — N , ma  sarà 
per  lo  meno  eguale  alla  loro  somma 

Or  se  , fatta  astrazione  dal  segno  , /3x  — « > N'x  — N , 


sarà  anche  ^ ® ^ 

A N - N 

X — — A'’  frazione  — si  ap- 

prossimerà al  valore  x meglio  clic  qualunque  altra  frazione 
espressa  in  termini  più  semplici,  cioè  che  abbia  un  denomi- 
natore minore. 


3”4-  Dunque  se  si  ha  la  formola  uxz  At  , in  cui  A c quantità  po- 
sitiva , e si  cercano  per  u c t due  numeri  interi  positivi  e primi  tra 
loro,  tali  che  iudipeudentemente  dal  segno  la  rendano  un  minimo,  cioè 
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la  rendano  minore  di  quello  cLe  diverrebbe  sostituendo  per  u e t nu- 
meri più  piccoli  , bisogiicrù  che  u e t sieno  necessariamente  i termini  di 
una  delle  frazioni  convergenti  verso  A. 

3j5.  Le  frazioni  convergenti,  essendo  alternativamente  minori  e mag- 
giori d'  a; , si  potranno  dividere  in  due  serie 


A 

C 

E 

À>  ’ 

c ’ 

¥• 

B 

D 

F 

B'  ’ 

V ’ 

pi 

la  prima  delle  quali  contiene  le  frazioni  minori  d'x,  e la  seconda  le 
maggiori. 

Considerando  ciascuna  serie  in  particolare  , la  prima  da 


C 

C' 

c la  seconda 


' A'~~  A' C ’ £■'■ 


D B 


C 

a 


D 


''  CE'  ’ 


/ 


ec. 


D'  £•  ~ B‘D'  ’ F'  F'D>  ’ 

Supponiamo  che  alcuno  de'  numeri  c , d , e . f. . sia  i , per  cs. 

A C 

c=i;  si  dimostrerk  come  nel  n°  prec.  che  fra — - e — - non  si  potrk 

A'  C* 

inserire  alcun'  altra  frazione  che  si  approssimi  ad  x più  di  quel  che 
facciano  le  due  frazioni  suddette.  Or  quando  c = l , si  ha 

C B A B A 1 .-w  I . 

— = ■■■■;  e — — — — — ; — . Osservando  i nume- 

C'  B'-yA‘  B'^A<  A'  ^'{A>JrB') 

ratori  e i denominatori  di  qnieste  due  frazioni  , si  vedrà  che  i nume- 
ratori hanno  per  differenza  ^ , e i denomin.atori  per  differenza  B' . £ 
poiché  questa  condizione  c sufficiente  per  ottenere  che  la  difl'erenza  fra 
due  frazioni  sia  una  frazione  che  abbia  per  numeratore  1’  unità  , è 
chiaro  che  quando  c non  è eguale  a i , basterà  nell'  espressione 
cE  A ...  ... 

gl sostituire  in  vece  di  c i numeri  naturali  i,  3,  3,  . . . c — i, 
e si  avranno  le  frazioni 


B+A  ^B  + A 3B  + A (c~i)B  + A C 

B'+A<'  iBi^A''  3BÌ^>' C 

tutte  minori  d'  a;  e tali  che  ciascuna  si  approssimerà  ad  x più  di  qua- 
lunque altra  avente  un  denominatore  minore. 

Segue  da  ciò  che  Unto  nella  prima  quanto  nella  seconda  delle  serie 
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(lo)  6Ì  potranno  inserire  tra  un  termine  e l'altro  tante  frazioni  inter- 
medie , per  quante  unitk  sono  ine  — i,d— i,  e — i,  co. 

Di  piu  , siccome  la  seconda  serie  comincia  dalla  frazione  che  è 

I ^ 

uguale  ad  — — — , questa  potrà  esser  preceduta  dalle  frazioni 

^ + i 2// + I + i (A — i)A  + i 

1 ’ 2 ’ 1 A 1 ’ 


tutte  maggiori  d'  x. 

Le  frazioni  di  cui  si  è parlato  si  chiamano  intermedie  o secondarie , 
Bl  differenza  di  quelle  che  risultano  direttamente  dallo  sviluppo  d’x  in 
frazione  continua  cui  si  dh  il  nome  di  frazioni  principali. 

Se  X h irrazionale  , ciascuna  delle  due  serie  si  prolungherà  all'  in- 
finito, perciò  che  tale  è il  numero  delle  frazioni  convergenti  principali. 

Se  X è razionale  ed  uguale  ad  una  frazione  — , una  delle  due  se- 
rie terrainerk  con  questa  frazione  ; ma  1'  altra  potrh  esser  seguita  da 
un  numero  infinito  di  altre  frazioni  secondarie.  In  effetti  supponiamo 

T . . U . ^ 

che  — sia  la  ridotta  che  precede  , cioè  quella  con  cui  termina 

r altra  serie  delle  frazioni  princi^li.  Per  continuare  questa  serie  si  os- 
serverà che  la  ridotta  che  segue  dovrebb’ esser  espressa  da 


giacché  ( n*  364  ) 


co.U  + T 
V'+V 


I 


Dunque  secondo  la  legge  della  formazione  delle  frazioni  intermedie 
T 

la  frazione—  potrà  esser  seguita  dalla  serie 

U ^ T -iU  + T ZU  + T 

L‘+r'  zu'+r 

che  si  prolunga  all'  infinito. 
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376.  Per  fare  un'  applicazione  dell’  esposta  teorica  prenderemo  il  se- 
guente esempio. 

La  durata  dell’  anno  tropico , cioè  il  tempo  che  il  Sole  mette  per  ri- 
tornare allo  stesso  e<minozio  , è , secondo  Laplace , di  giorni 
365,24*2410=365*' o'”'- 4*^' 43'^i  L’anno  tropico  supera  l’anno 

comune  di  5®r-48'  700  lò.  Se  questo  eccesso  fosse  esattamente  di  6 

ore  , è evidente  che  siccome  6 ore  sono  la  quarta  parte  di  *4  ore  , 
ogni  quattro  anni  bisognerebbe  aggiungere  un  giorno  per  far  che 
r equinozio  di  primavera  corrispondesse  sempre  allo  stesso  giorno  del- 
l’anno. Ma  per  conoscere  con  precisione  in  quanti  anni  può  l'indicata 
differenza  produrre  un  numero  intero  di  giorni,  bisogna  trovare  il  rap- 
porto tra  24°''*  e 5°'- 4^*  49** >7001 6.  Per  maggior  semplicità  prende- 
remo per  questo  secondo  numero  5“'''  41^'  49”>7'  Siccome 

864000  ^ 

e 5”-  48',  49*^>7  — ®09*9^S7j  **  rapporto  menzionato  è . Sicché 

bisognerebbe  io  864000  anni  aggiunger  209297  giorni.  Questo  rapporto 
essendo  espresso  in  numeri  tro|U)o  grandi  , si  tratta  di  trovare  altri 
rapporti  più  semplici  la  cui  differenza  dal  precedente  sia  la  minima 
possibile. 

864000  ...  . ..... 

Aiducendo in  frazione  continua,  si  trovano  1 quozienti  e le  ri- 

209297 

dotte  seguenti. 


Quozienti  47*4^^  > S 74 

Frazioni  4 *9  33  161  999  2i5g  3i58  ii633  864000 

convergenti  1 ' 7 ’ 8 ’ 3g  ’ 242’  5z3  ’ 765  ’ 2818  ’ 209297 


Si  vede  da  queste  frazioni  che  l’ intercalazione  di  un  giorno  ogni 
quattro  anni  è la  più  semplice  j ma  che  si  avrebbe  una  maggiore  esat- 
tezza aggiungendo  sette  giorni  in  29  anni  , o otto  giorni  io  33  an- 
ni , ec. 

Siccome  queste  frazioni  sono  alternativamente  minori  e maggiori  della 
proposta  , si  potranno  esse  dividere  in  due  serie.  Considerando  prima 
quella  delle  (razioni  crescenti 


4*6  1 74 

4 ^ 999  3^  864000 

1 ’ 8 ’ 242  ’ 765  ’ 209297  ’ 


si  v^e  che  tra  la  prima  e la  seconda  non  cade  alcuna  frazione  inter- 
media , tra  la  seconda  e la  terza  ne  cadono  cinf|ue , e tra  la  quarta 

e la  quinta  73.  Siccome  999  = 6 X 161  33  , e 242  = 6X39  +8  , 

le  frazioni  tra  2|g  saranno  , iX.6.-|-33 

8 242^*""°  39+8  ’ 2X39+8  ’ 
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. „ 3i58  SGiooo 

runente  «tacile  tra  — — - e — ■ saranno 

765  309197 

ii633  + 3i58  aXn633  + 3i58  3 Xn633 +3t58 

2818+765  ’ 2X3818+766  ’ 3X3818  + 763  ’ 

Considerando  in  segnilo  le  frazioni  decrescenti 


7 4 a 3 

39  161  3159  ii633 

T ’ 3^  ’ SaF  ’ 2818  ’ 


si  vedrà  che  la  prima  può  esser  preceduta  da  sei  altre  frazioni , 

4 + t 3X4  + 1 3X4+'  6X4+1  , 

" ' ) , 2 , ; che  tra  la  prima  e 

la  seconda  cadono  tre  frazioni  intermedie  ; tra  la  seconda  e la  terza 
una  sola  ; tra  la  terza  e la  quarta  , due  ; e che  1'  ultima  può  esser 
seguita  da  un'  inGnità  di  frazioni  , le  quali  sono  ; 


864000  + 11633  2X864000  + 11633  3 X 864000  + ii633 

209397+1818  ' 3 X 109297 +•  2818  ’ 3X209397  + 2818 


Si  avranno  cos't  le  due  serie  compiute  delle  frazioni  convergenti 
verso  la  proposta. 


Fraùoni  crescenti. 


4 35  194  355  ^ 677  838  999  3158 
i ’ T ’ 4;  ’ 86  ’ 125’  Ì64’  2o3  ’ 243  ’ 765 


i47QI  17Q40  21107  864000 

3581’  43^"  ■STTF  ' 209297' 


Fraxioni  decrescenti. 

5 9 i3  17  21  i5  29  61  95  12S  161  1160  2159 
1’  2’  T’  T’  ~F’  '6'’  T’  TS’  33’  FT’  39  ’ 33i  ’ 523  ’ 

5317  8476  11633  875533  1739633  26o3633 
1288’  ao53’  2818  ’ 212116’  421412  ’ 630709 


Se  si  fosse  adoperalo  il  rapporto  esatto 


I 0000000 

2432419  ’ 


si  sarebbero  avuti 
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eli  stessi  quozienti  fino  al  penultimo.  Sicché  la  parte  trascurata  non 
1 1 633 

influisce  sulla  frazione  e su  tutte  le  frazioni  precedenti.  A tteso- 

I 


2818 


che  r ultima  frazione  integrante  è —7,  questa  penultima  ridotta  dovrk  difie- 

tire  pochissimo  dalla  frazione  data.  lu  effetti  convertila  questa  in  un'altra 

• nn  ■ . n633  86400 

che  ha  per  numeratore  86400  , si  ha  —7— 7 = 7 , la  quale 

2818  20929,69999 

perciò  suppone  che  l' eccesso  dell'  anno  tropico  sul  comune  sia  di 
5®'- 48' 49'', 69999  con  una  diflerenza  iu  meno  di  o", 00017,  che  pro- 
durrebbe r errore  di  un  giorno  appena  in  5o8  235  294  anni  (*). 


377.  Le  frazioni  continue  di  cui  ci  siamo  finora  occupati  erano  com- 
poste solamente  di  termini. positivi.  Ma  è chiaro  che  se  in  vece  di  pren- 
der per  a , ò , c , ec.  ( n*  364  ) > numeri  interi  immediatamente  mi- 
nori di  x' , x"  , x"' 1 ec.  si  preudessero  i numeri  interi  immediatamente 
maggiori  , le  frazioni  integranti  risulterebbero  negative.  In  effetti  se  a 
rapppresenta  il  numero  intero  iramediataiueute  maggiore  d'at,  si  avrò 

xz:za — i.  Da  questa  si  ha  a — x ) e siccome  x è compreso 

Xr  ^ j X 

tra  a ed  a — 1 , sara  — compreso  tra  zero  e i , e perciò  x'  > 1.  Rap- 
presentando nuovamente  per  b il  numero  intero  immediatamente  mag- 
giore d'x' , si  avr'a  x'  = A — ; essendo  1 , si  far'a  x"=c — ^ j e 

così  di  seguito.  Dalle  relazioni 


X 


x‘"z=d-—,  ec  (.1) 


(*)  Nel  Calendario  in  vigore  c slabilìlo  di  aggiungere  un  giorno  ogni  quattro 
anni  j)  c questo  anno  di  3G6  giorni  cliianiasi  bisestile.  Ma  siccome  questa  inter- 
calazione Recherebbe  in  eccesso^  si  é convenuto  di  non  far  bisestile  il  primo  il 
secondo  e il  terzo  anno  secolare  ma  solamcolc  il  quarto.  Con  questo  sistema  si 

vengono  ad  aggiunger  97  giorni  in  400  anni.  Or  la  frazione  -^22.  non  Irovan- 

97 

dosi  fra  le  frazioni  convergenti  determinate  di  sopra  , questa  inlcicalazionc  non 
è quella  che  dà  il  minìn>o  errore  , e si  sarebbe  ottenuta  maggior  esattezza  fa- 
cendo uso  della  frazione  — ^ intercalazione  immaginata  da'  Persiani  fin  dal- 
1 undecimo  secolo*  L'approssimazione  sarebbe  stata  grandissima  facendo  uso  della 
frazione  semplicissima  . In  fatti  questa  frazione  dà  appena  un  errore  in  meno 


di  secondo  all’ anno  ; sicché  questa  intercalazione  assai  semplice  richie- 

derebbe raggiunta  di  un  giorno  dopo  1C0411  anni.  Al  contrario  la  frazione 
400  ,, 

da  un  errore  in  eccesso  di  ao"  all'anno. 

Seguendo  l'analogia  si  potrebbe  sopprimere  un  giorno  ogni  anni,  e 

allora  in  vece  della  frazione^ — si  avrebbe  la  frazione  che  dà  appena  un 
* • - • . . 97  OOQ 

errore  di  o ,7  m pm  alP  anno. 
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si  ricava  la  frazione  continua 


(la) 


Se  dunque  nel  cercare  il  valore  approssimato  di  una  quantici  razio- 
nale o irrazionale  si  prendono  i quozienti  tal  volta  maggiori  tal  altra 
minori  de'  veri , ne  risulterk  una  frazione  continua  composta  di  ter- 
mini in  parte  positivi  e in  parte  negativi. 

378.  È da  osservarsi  in  primo  luogo  su  queste  specie  di  frazioni  , 
che  ciascun  denominatore  si  trovi  seguilo  dal  segno  — dev'  esser  di  ne- 
cessiti eguale  a 2 o pur  maggiore.  In  fatti  se  si  ha  x'  = & , sari 

A = ; e siccome  *'  > i , sari  + i-,  ; c perciò  che  b 

Si  X 

dev'  essere  intero , non  può  esser  minore  di  2. 

370.  Una  frazione  continua  composta  di  termini  positivi  e negativi 
si  può  con  faciliti  trasformare  in  un'  altra  che  abbia  tutl'  i termini  po- 
sitivi. lu  effetti  facendo 


si  avrà 


m — +.^. 

n N 


Or  siccome  m ed  M son  numeri  interi  , e ciascheduna  delle  frazioni 

- , 4>  c minore  di  i , sari  necessariamente 
n'  N ’ 


m — 71/ = I ovvero  M — m — i . 


Dunque 


m — -szm — I >1-  da  cui  iV  ^ = i + 


n — I 


n — 1 


e in  fine 


m =m  — 1 A I 

n 1 + 


(i3) 


n — I 
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Applicando  questa  forinola , si  trova  fàcilmente  che  la  frazione  (i3) 

si  trasforma  in 


n-i+— I 


A— 2+ 1 

1 + 


C-2+— I 


d — 1 + . 


(>4) 


Se  in  questa  trasformazione  alcuno  de'denominatori  si  riducesse  a zero } 
la  frazione  continua  diverrebbe  più  semplice.  Supponiamo  che  sì  abbia 
i = 2 , la  formola  precedente  si  cambierà  in 


o — 1 + I 

*+r+i-i 

I-* 


= a — 1 + — 1 

a-t 


c— a+ec.  (i5) 


c — ì+ec. 


38o.  La  formola  (i3)  dando 


1 I 

m + — -1  =m+ I ; — 

^ 1+ ^ n + » 

n — 1 


(i6) 


fa  vedere  che  una  frazione  continua  avente  de’  denominatori  eguali  a 
I può  esser  resa  più  semplice  introducendovi  termini  negativi»  Appli- 
cando la  formola  precedente , si  trova 

I . 1 

a + I = a + 1 — . 

^ 1 +T  Ò + I I 

b 

I I 

fl  + t = o + I — l’ 

I + -_  1 2 + - 

‘+F  * 

ciascuna  delle  quali  contiene  od  termine  di  meno. 

Parimente  si  ha 


a+  — I 


=«  + .-3- . 


b+i 


che  contiene  due  termini  di  meno  , e cosi  per  le  altre. 
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£'  facile  dedurre , che  da  una  frazione  continua  si  potranno  fare  sva- 
nire tanti  termini  quanti  sono  i denominatori  eguali  ai,  purché  non 
si  seguano  5 ma  non  potrebbero  svanire  che  n termini  se  vi  fossero 
2n  — I Q in  denominatori  consecutivi  eguali  a 1. 

Dunque  per  aver  la  frazione  continua  la  più  breve  , e per  conse- 
guenza la  più  convergente  , fa  d’ uopo  prender  sempre  il  quoziente 
più  approssimato  o più  grande  o più  piccolo  del  vero.  In  fatti  facen- 
do X—  a +-J  , e prendendo  il  segno  che  conviene  per  far  che  — ^ sia 

I 1 ^ 

minore  di  - j si  avrà  ; e poi  fatto  x'=b  + — , b non  potrù 

esser  minore  di  3.  In  tal  modo  ninna  delle  frazioni  integranti  potrù  aver 
per  denominatore  1'  unità. 


38i.  Una  frazione  continua  composta  di  termini  in  parte  positivi  e 
in  parte  negativi  senza  dillìcoltà  si  trasforma  in  un’  altra  , tale  che 
il  segno  — ailetti  i soli  denominatori  delle  frazioni  integranti.  Fa  d’uopo 
solamente  avvertire  che  quando  si  trasporta  il  segno — nel  denominatore 
si  deve  ancora  cambiare  il  segno  del  termine  seguente.  Cos'i  si  trova 


a — — I 

b I 

— j — 

a — ec. 


= a + 


— a + ec. 


a — t 
b + — 


: a + 


-b  + 


d -p 


e+ec. 


■ _ 


Da  ciò  segue  che  se  si  prendessero  i denominatori  tutti  più  grandi 
de’  veri  , la  frazione  continua  avrebbe  i denominatori  alternativamente 
positivi  c negativi. 

Si  possono  queste  frazioni  far  rientrare  nella  classe  di  quelle  già  trat- 
tate , ammettendo  solamente  che  i denominatori  possano  esser  positivi 
o negativi.  Vediamo  a quali  eccezioni  nelle  loro  proprietà  dia  luogo 
questa  circostanza. 

38a.  Dalle  relazioni  del  n°  3(i8  abbiamo  ennebiuso  che  quando  i 
numeri  a , ò , c , d , ec.  son  tutti  positivi,  le  quantità 

A ^ B , C , D , ec.  -,  A'  , B' , C , D' , ec.  (17) 

formavano  necessariamente  due  serie  crescenti. 

Ma  se  al<|uanti  de’  denominatori  delle  frazioni  integranti  fossero  ne- 
gativi , anche  nelle  serie  (17)  si  troverebbero  termini  negativi.  Ora  , 
purché  non  vi  siano  denominatori  eguali  all’  unità  , anche  in  questo 
caso  , facendo  astrazione  dal  segno  , i termini  delle  serie  (17)  saranno 
crescenti. 
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la  fatti  si  ba  ( Q**  368  ) 

B ,1  C , A 
2-  — * + -55-  — c+^ 


e chiaro  apparisce  che  i secondi  membri  di  queste  eguaglianze , qua- 
lunque sia  il  segno  di  ciascun  lernaine  , contengono  più  di  una  unitù. 
Perciò  B'^A  ^ C^B,  ec.  Lo  stesso  si  direbbe  delle  quantilù  A'  , 
B',  C'  , ec. 

^ A 

Ma  se  per  es.  fosse  c=s  + i , e dippiù  c e fossero  di  segno  con- 

c 

trario  , sarebbe  evidentemente  ^ < i , e perciò  C ^B.  Ciò  non  per- 
tanto si  ha  D'^B.  Infatti  avendosi  *"=+i+— ^ non  potrebbe  es- 
ser x"  maggiore  di  1 se  ed  a/"  non  avessero  lo  stesso  segno.  Quindi 
anche  c e che  sono  i valori  approssimati  di  x''  ed  avranno  lo 
stesso  segno.  Ma  dalla  relazione 

£_ 

B 

si  scorge  che  , siccome  ^ deve  aver  lo  stesso  segno  di  c,  per- 

C JS  jj 

ciò  ^ e saranno  dello  stesso  segno  e sarù  una  quanbtù  posi- 
tiva. Ma  dalla  relazione 


ti  ottiene 


dunque  i e D'^B,  Da  ciò  si  raccoglie  che  se  nelle  serie  (17) 

si  rinviene  qualche  termine  che  sia  minore  del  precedente  , converrò 
che  il  seguente  sia  maggiore  ; e perciò  la  serie  non  cesserò  di  andar 
crescendo. 

Allorcbò  conviene  introdurre  denominatori  negativi,  si  può  evitar  que- 
sta eccezione  con  l' eliminare  i denominatori  eguali  all'  unitò  (u°  38o  ). 

383.  Dalle  formule  (7)  si  rileva  che  le  differenze  fra  la  quandtò  x 
e le  ridotte  successive  sono  alternativamente  positive  e negative;  e che 
perciò  la  quantità  x si  trova  sempre  compresa  fra  due  ridotte  successive. 
Ma  se  alcuna  delle  quantith  che  compongouo  la  scric  (17)  fosse,  a causa 
de’  denominatori  negativi  , affetta  dal  segno  — , questa  proprietò  non 
avrebbe  più  luogo  ; e due  ridotte  consecutive  non  darebbero  più  due 
limiti  fra' quali  st  trova  racchiusa  la  quantiiò  data.  11  qual  vantaggio 
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deve , quando  altre  ragioni  non  esigano  il  contrario',  iàr  preferire 
r uso  delle  frazioni  a denominatori  positivi. 


3^4-  Consideriamo  una  frazione  continua  composta  di  un  numero  li- 
mitato di  termini  ; e ritenendo  le  denominazioni  del  n°  368  sicno 

AB  N P ^ ^ . , • • . 

— , —, ^ le  ridotte  corrispondenti  a quozienti  a^b. ... 

^2  JS  *V  t 

n ^ p f ii  avranno  le  relazioni 


Sarlt  dunque 


A ~a 
£ ■ Ab  I 
Cz=.Bc  + A 


M = Lm  + K 
N=.Mn  +£ 
Pz=NpJ^M 


P 

P 


A’  = i 
B'=zb 

a =.BcArA< 

M = L'm  + K> 
N'—iTn  + V 
P'=zN'p  + M. 


P'  “'*’*  + 


(4) 


c + 


■ +-. 

p 

Dalle  relazioni  scritte  nella  prima  colonna  si  lia 

P I 

~—P  + - • 

m + . 


• + - . 

a 


Dunque  le  frazioni  — , — saranno  eguali  a due  frazioni  continue 
composte  de’medesimi  termini  scritti  in  ordine  inverso.Per  conseguenza  se  si 
ha  la  ridotta  -p  corrispondente  al  quoziente p , per  aver  quella  di  un’  al- 
tra frazione  continua  composta  dei  medesimi  termini  ma  scritti  in  or- 

N 

dine  inverso  , basterà  cangiare  P'  in  iV,  essendo  p,  la  ridotta  che  pre- 
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P ... 

cede  ~ . Or  se  i quozienti  sono  a,  A,  c....c,  A,  a,  cioè  sono  gli 

stessi,  letti  in  ordine  retrogrado,  sarè  cioè  P'  =zN. 

Allorché  trattasi  di  una  frazione  minore  dell’  unità  , e i quozienti 

N'  P 

formano  una  serie  simmetrica  , sarà  =■^7»  da  cui  P=.N'. 

Viceversa  , quando  queste  condizioni  sono  adempiute  , si  può  con- 
chiudere che  la  serie  de' quoziciui  è simmetrica. 


385.  Osservando  i quozienti  che  dàYi9{n"  364),  si  riconoscerà  che 

essendo  , i medesimi  quozienti  debbono  ritornare  con  lo  stes- 

s' ordine  e riprodursi  all’  infinito.  Queste  frazioni  contiuue  composte  di 
una  parte  che  si  ripete  all’  infinito  son  dette  periodiche. 

386.  Una  frazione  continua  periodica  non  può  esprimere  che  la  ra- 
dice di  un’  equazione  di  secondo  grado. 

Consideriamo  da  prima  una  frazione  continua  composta  del  periodo 
m , n , p che  si  ripete  all’  infinito  , e chiamiamo  y il  va- 

lore di  questa  frazione  ; sarà 


ovvero  y = m+  - . 

rt+. 


(18) 


’ m+ec. 


Quindi 


_Sy  + li 

du  cui 

Sy’+{R'—S)y—R=o. 

Se  questa  frazione  periodica  fosse  preceduta  da  una  parte  che  non  ap- 
partiene al  periodo  i cui  quozienti  sono  a,  A,  c....k,  /,  chiamaudo 
.a'  la  frazione  totale  , sarà 


l 


V 
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OpcranJu  conio  sopra  >i  iruva 
Ly  + K 


.1;=  • 1 <lii  cui  y~  ri T" 

L'y  -y  K'  ' J L'x-  L 

Messo  questo  valore  d’/  ncire<i nazione  (19),  si  l>a  un  equazione  di  se- 
condo grado  che  serve  a deUTiuimire  x. 

387.  Consideriamo  ancora  una  frazione  continua  periodica  composta 
de’quozieuti 

a , A , e m , n , -4-  (I  ; A , r m , zi  , -f  n ; ■ • 

cioè  del  termine  isolato  a c .lei  periodo  b ^ c . ..  • m , n , />  + a -, 

si  avra 


•^="  + -A  + - 

c ■ 


ovvero  X = a +7*  I , 


■ /’-f-c. 


(^tiudi 


_ iV  (/>  + .r)  -h  M 

N {p  -ìr^)  + 


ovvero 


N p-y-  M A'jP  . 

A>+d7lTiYV  ’ 


d’uiiJo  ricavasi 

N'x*  + {_N'p  + M — A )a-  — (A>  + i’/)  = °- 

Or  se  la  serie  a , b , c . . . . m , n , p simmetrica  , si  avr'a  (n“  383) 
iV'/z  + iW  = aV  , e quindi 

N'x'  ~{Np  -y  HI)  = oi, 


perciò  nelle  equazioni  binomie  la  serie  de’ quozienti  saia 

a 5 A , c. . . . e , A , 2e<  ; A , c.  . . . c , b y sa  \ b , c,  ■ . . 

Si  può  riconoscer  questa  legge  ne’  quozienti  già  trovati  per  V'9- 

333.  L’equazione  (19),  di  cui  l’ultimo  termine  c negativo,  ammette 
due  radici  , una  positiva  , 1'  altra  negativa  Supponiamo  , per  bssare  le 
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idee , che  la  delta  equazione  zia  risultata  dall’  espressione 


(ao) 


E chiaro  che  se  la  radice  positiva  corrisponde  alle  frazioni  conver- 
genti che  si  ottengono  prendendo  i quozienti  nelT ordine  p,  q, 
il  valor  numerico  dell'  altra  radice  si  otterrà  dalla  frazione  co  ntinua 
che  risulta  scrivendo  in  (io)—y  in  luogo  d’^.  Quindi  si  ha 


ovvero  yz=z  — p ^ j 

^ a.* 

S + — * T — . 

y 


Da  questa  si  ricava  successivamente 


p-^y 


Il  .1 

-<J  4 , •!  ~ f -T-  1 

r+ec,  y+ -r~ 

/’+y  y 


\ I 

- 1 =—  * + - , 

^ p->ry 


c finalmente 


V = - I 

S + - I 


'■+?+ 


I > 


(ai) 


p+y 


cioè  il  valor  numerico  dell’ altra  radice  si  ottiene  prendendo  i quozienti 
in  ordine  inverso  e supponendo  che  la  prima  ridotta  sia 

Questo  risultamento  coincide  con  quello  del  n°  3^4-  In  effetti  se  ncl- 
1’ equazione  (i6)  si  scrive  — y in  luogo  d’ y , cambia  di  segno  il  solo 
secondo  termine  ; il  che  corrisponde  a cambiare  /{'  in  S ed  S in  /?', 
siccome  deve  farsi  per  passare  dalla  frazione  continua  (17)  alla  (i8). 


Digitized  by  Coogle 


( 39‘-»  ) 

38g.  Se  iu  vece  delle  relazioni  (3)  si  avessero  (|iicsle  altre  ; 
x = 0+^,  x'rrfc  + |j.  x"  = c + = + cc.  (22) 

ne  Sorgerebbe  la  frazione  continua  più  generale 


e + . 


(0 


nella  quale  si  può  pure  supporre  che  « , ^ , 7 , cc.  sieno  posilirc  o 
negative. 

3go,  Le  ridotte  successive  si  ottengono  in  un  modo  analogo  a quello 
esposto  al  n“  36^;  e se  A , B , C , Z?  , ec.  sono  i numeratori  delle 
ridotte  successive  , ed  , B'  ^ C , D'  , ec.  i denomìnalori  corri- 
spondenti , si  troveranqo  facilmente  tra  le  dette  quantità  le  seguenti  re- 
lazioni. 


A — a 
B = Ab  a 
C = Bc  + A/i 

/)  = ai  + By 
E = De  +,  CS 
ec. 


A'  = t 
B'  = A'h 
C = B>c  + A'^ 
D>  = C,V  Jf  B'y 
E<  = D'e  + CS 
ec. 


(23) 


Quindi  sarù  facile  formar  le  ridotte  successive,  siccome  qui  si  vede: 
a b c d e 

I a ai+jS  (aò  + |S)c-pny  {aie ^ ay^d  + [ab  + 

ò’T’  A ’ Ac  + (3  ’ (Acq-^)r/-pA8 

» |S  fy  5 s 

cioè  scritte  le  due  prime  frazioni  ^ ^ , le  frazioni  seguenti  si  formeranno 
mdiipl.'cando  il  numeratore  precedente  pel  numero  sopra  scritto,  c il 
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numeratore  peoultimo  pel  numero  scritto  sotto  , e questa  somma  dar'a 
il  numeratore  ; poscia  il  denominatore  si  formerà  con  la  medesima  re- 
gola applicata  a’  denominatori  delle  due  ridotte  precedenti. 

Infatti  supponiamo  che  questa  legge  sia  stata  verificala  fino  alla  ri- 
dotta che  corrisponde  alla  frazione  integrante  ^ ] sarà 

N Al»  + L-i 

N'  ~ 3Pn+L'iu' 

p 

Per  passare  alla  ridotta  seguente  pj  bisogna  scrivere. in  questa  forinola 

y 

n -1-  ^ in  luogo  di  n.  Si  avrà  cosi 

p {Mn  + Li.)p+.1h  _ Np+M» 

pi  ~ ^ 1 ^ ^ {M'n+L'i>-)p+itPy  ~ N'p+Mn' 

Dunque  la  stessa  legge  ha  luogo  per  tutte  le  ridotte. 

391.  Se  le  frazioni  integranti  son  tutte  positive,  si  dimostrerà  facil- 
mente che  le  ridotte  sono  allernalivamenie  minori  e maggiori  della 
ijuaiiiiià  sviluppala  . e che  C<Z>,cc. 

, o pur  <B’  , B'  <C  , C'  < Z?'  , ec. 

893.  Ora  si  ha 


PN'  — P'N  — — (NM'  — MJV)y. 
Si  troverebbe  parimente 


NJf  — = — ( ML'  — L'iV  ) (X  ; 


e cosi  risalendo  sino  alle  prime  ridotte  si  trova 

BA'  — AB'  — 

CB>—  BC'=z  - 

DC—CD'—  a^Jy, 

(^0 

iV  V'  — MN'z=l  + . . ).;*  , 

PN'  — J\ P' jiiiy . .Xjiv, 
ec. 
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li 

A 

«X 

Ir 

A‘  ~ 

~ A'B'  ' 

c 

B 

"C' 

B'  ~ 

B'C 

D 

C 

D' 

a ~ 

1 

(v5) 


ec. 

e siccome  i denoininatorijaiimentano  rapidaracnle , se  i numeratori  non 
soli  multo  granili  e nou  formano  una  serie  crescente  , la  difl'erenza  fra 
due  ridotte  consecutive  sarh  tanto  pili  piccola  <|uanto  più  lontane  son 
esse  dall’  origine. 

3g3.  Ne’  n'  3"3  e scg.  abbiamo  oper'ato  diverse  trasformazioni  sopra  una 
frazione  continua  , dirette  o a diminuire  il  numero  de'termiui  o a eam> 
biarc.il  segno  de’ denominatori.  Una  frazione  continua  gcncialc  dell.i 
forma  (1)  si  può  anche  trasformare  di  molte  maniere  senza  altcìare 
il  suo  valore,  lliflettendo  attentamente  sul  modo  come  si  compongono 
le  frazioni  continue  , senza  diUicolta  si  troveranno  le  trasformazioni 
che  seguono  : 


+7+  cc. 


z=u  + 


b I 


A “^*3 




«7  aye 


^ + ee. 

«7S 


= o +■ 


» + 


bc 


t .f- 


r 

ni 


i+- 


% 

ile 


> + 


< 


(uG) 


t +ec- 
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3().j.  (guaiuli)  le  radici, (juadiale  de’  iiiiiuitì  si  vogliono  ciUeticre  per 
mezzo  di  una  Irazione  coiilinua  della  Torma  (l)  , il  periodo  sarìi  com- 
posto di  un  sol  termine.  In  clTetli  se  x =z'ya'  -J- « , saih 
* * 

X = « -p  — ir:  a -p  ; per  cui  , 

«-PVn*+» 


X = a -p  — * 

a«-P— - 

2(»  •4- 


2«-P  . 


l'er  cs  Y — V ‘ 


.3 


V'‘J=r4-i  — ^ 3 

«+tTT-ec. 

c coD  la  regola  assegnala  ( n“  5Hp  ) si  ottengono  le  ridollc  seguenti  : 

4 8 8 8 8 8 


I 4 35  -Jo’.  2441  7„.4o4 

ludOUC,  - , - , 7T  » 1 ..  1 -T^. — ^ 

0 i ’ 8 (j^  ’ 5()o  4*‘8i 

1 3 3 3 3 3 


ce 
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ART.  li. 

Teorica  de’  reati. 

395.  Teorema  I.  Se  p fe  numero  primo  rispello  a J , divideiulo 
per  p lu  serie  de' miillipli  di  k , cioè  k , o.k  ^ ok....  i resli  saranno 
diversi  lino  al  multiplo  (p  — i > c poi  si  riprodurranno  periodica- 
mcnle  all'  inlinilo. 

Si  rappreseuii  per  il  quoziente  e per  a,  il  reslo  di  kz  diviso 
per  p , in  modo  che  sia  in  generale 


zk=zKj}+  a,. 


-(•) 


die 

miti 


Or  se  due  multipli  mk  , m'k  minori  di  pk  potessero  dare  lo  slesso 
reslo  , si  avrebbe 

(a)  mk  = Kj>  + o„  , m'k  = Km  p + ; (3) 

e sottraendo  1’  una  eguaglianza  dell’  altra  , si  avrebbe 

{m' —‘m)kz^(^Krn‘ — ■X’„)p  , ovvero  — -k=zKm — K : 

p 

e p,  che  non  divide  k per  ipotesi , dovrebbe  dividere  «1' — m , il 
è impossibile,  per  essere  m'  ed  m minori  di  p.  Dunque  r resti  son 
diversi. 

Di  più,  aggiungendo  npk  ad  entrambi  i membri  dell’ equazione  (a), 
risulta 

(m  + np)k  = (iST,„  + >ik)p  + a„  ; (4) 

cioè  i multipli 

("*  + P)^  ì ("•  ar  ap)k  , {m  + 3p)k  , ec, 
danno  tulli  il  medesimo  resto.  Perciò  la  serie  de’ resli  è periodica. 

39G.  Siccome  i resli  da  k sino  (p  — )k  son  tutti  diversi  e il  loro 
numero  è p — l , essi  conterranno  lutti  i numeri  naturali  da  1 sino  a 
p — 1 , ma  disposti  con  altro  ordine. 

Nel  11°  aSa  si  è dello  che  quando  m è numero  primo  , ed  a è una 
delle  radici  immaginarie  dell’ equazione  — 1=0,  tulle  le  altre  ra- 
dici saranno  le  potenze  successive  di  « , cioè 


“?«*»»> (5) 

Or  se  in  luogo  di  « si  mette  »" , in  vece  della  serie  precedente  si  for- 
merà l'altra 

•*  9 * > * » (6) 
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nella  quale  , ribassando  (;ll  csponenli  al  di  soUu  di  in  , si  riprodiir- 
rauuo  le  stesse  radici  ma  con  altro  ordine  ; risullaineiito  coniuriue  a 
quello  del  n"  256. 


397.  Uu’ espressione  frazionaria  — è sempre  compresa  fra  due  nu- 
meri interi  Consecutivi  + 1.  Ora  è chiaro  che  il  resto  sarà 

positivo  o negativo  seconJo  che  si  prende  per  quoziente  il  numero  iiu- 
incdiatamente  minore  o maggiore  del  dato.  Facendo  uso  de’  resti  ne- 
gativi , si  può  regolare  in  modo  la  divisione  , che  ogni  resto  sia  mi- 
nore àì^p.  Ad  un  resto  positivo  o negativo  si  può  sostituire  un  resto 

di  segno  contrario  , sottraendo  il  primo  resto  da  p.  Cos't  dall’  egua- 
glianza 

nik  = Kj>  -1-  (a) 

si  passa  all’  altra 

— (/»  — «J>  (7) 

nella  quale  il  resto  negativo  h p — a^. 


398.  Supponiamo  che  p sia  impari  -,  p — i sarli  pari.  Or  nella  serie 

di  multipli  di  A;  da  Ir  sino  a^—~k  , non  solamente  non  è possibile  aver 

due  resti  positivi  eguali  , ma  neppure  un  resto  negativo  eguale  in  va- 
lore assoluto  a un  resto  positivo.  In  effetti  se  si  avésse 

mkz=  K^p  -h  , m!k  = Km'p  — , 


essendo  m ed  m'  minori  di  -p , si  avrebbe  sommando 


(m  + m!)k  = (A^  + K^  )p  , 

c quindi  p dovrebbe  divider  m + m'  , il  che  è impossibile  perche 
in  m'  <^p. 

Dunque  tutti  i resti  dati  da’niultipli  di  t,  da  k sino  saran- 
no i numeri  naturali  da  1 sino  a^ , disposti  con  altro  ordine  , e 

in  parte  positivi , in  parte  negativi. 

399.  Sottraendo  da  pk  entrambi  i membri  dell’  equazione  (a)  si  ot- 
tiene 

{p  — m)k  = (k  — KJp  — (8) 

cioè  il  resto  che  db  il  multiplo  {^p  — m'k  è uguale  c di  segno  con- 
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Irario  a quello  die  da  mh.  l'erciù  , supponendo  sempre impili  i , dopo 
il  nuiliiplo^(^ — I )A  riiornerauno  in  ordine  inverso  gli  stessi  resti  col 
segno  candiiato. 


4oo.  TkoremA  II.  Se  il  numero  positivo  p è primo  rispetto  .a  h , 
dividendo  per  p la  serie  delle  potenze  k"  ^ h'  ^ /t’ , A’,....,  nell’ in- 
tervallo tra  ìc°  e V si  deve  neeessarianiente  trovare  una  potenza  h'  elio 
dia  per  resto  1 ; i resti  clic  danno  le  potenze  da  k'"  sino  a k‘~'  divise 
]ier  p soli  tutti  differenti  c si  riprodurranno  periodicamente. 

Indiciiiamo  in  generale  per  A”,  il  quoziente  e per  a,  il  resto  della 
divisione  di  k'  per  p , in  modo  che  sia 

k'-  = K.p  -f  a..  (9) 

Dovendo  essere  il  resto  minore  del  divisore  non  si  potranno  trovare 
piìi  di  ^ — 1 resti  diversi  ; perciò  quando  si  arriva  alla  potenza  k’'  ^ 
bisogna  necessariamente  che  siasi  ritrovato  il  primo  resto  l.  Sia  dun- 
que k la  più  piccola  potenza  di  k che  divisa  per  p lascia  1 per  re- 
sto , cioè  sia 

= (io) 

essendo  t diverso  da  zero  \ dico  che  tutti  i resti  precedenti  saranno 
differenti.  In  effetti  se  vi  fossero  due  potenze  k"  c h""  clic  lasciassero 
lo  stesso  resto  u , essendo  tn  ed  m'  minori  di  t , sarebbe 


k'^  — K^^  p 4"  ri  , k’**  — I\m'p  -f-  n ^ 

d’  onde 


A:"*  — A™  = {K,n — , ovvero  — 1)  = (7w  — ti.jp  > 

per  conseguenza  il  prodotto  — i)  dovrei)!)’ esser  divisibile  pi  r 

p.  Ma  A”'  non  è divisil)ile  per  p , perche  p c primo  con  A ( 11°  79), 
dunque  dovrebb’ esser  A”  — l , cioè  la  potenza  A'"  **' dovrebbe  lasciar 
per  resto  1 ; il  che  non  può  essere  percliè  la  piìi  [liccola  potenza  clic 
lasci.i  per  resto  1’  unita  e A‘  , ed  m'  — m<^t. 

Llevando  alla  potenza  11.“““  ciascun  membro  della  (to)  , si  ha 

^'  = (/v,/)  -f  iy=K,"p"  -I- ...-fi  I , (il) 

iioc  tutte  le  potenze  di  l lasciano  1 per  resto. 

Di  più  se  si  ha 

A™  = K,,ji  -f  tt,„  ( I :i) 

SI  aviù 

A"""'  = k“'  -f  (i„  A ' j 

e per  la  relazione  (ii),' 

A ' Kj, {K,„p  -f  1 ) -f  rt^, ( K ,p  + i)=  Ku  r.,p  -f  ri,„  ; ( 1 3) 
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cioè  le  polciiic 

, 

lasciano  tulle  lo  stesso  resto  ; perciò  lutti  i resti  che  possono  dare 
i Icriuiiii  della  serie 

r , At'  , At*  , P, 

si  presentano  nell’  intervallo  da  k°  sino  a h‘~'  e si  riproducono  perio- 
dicaiucnle. 

4oi.  Si  può  ottenere  il  periodo  de' resti  senza  formare  le  potenze 
di  k.  In  ellelti  , -luoltiplicaudo  la  (12)  per  k si  ha 


A-'-  = KJp  + ajc , 


(4) 


cioè  si  ollieuc  un  resto  qualuiujiie  , dividendo  per  p il  prodotto  del  re- 
sto precedente  iiiolli|)licato  per  k. 

Si  cerchino  per  es.  i resti  clic  rianno  i termini  della  serie  5”,  5*, 
5*....  divisi  per  i3.  11  primo  resto  è 1 , il  secondo  è 5 ; il  terzo 
si  ha  dividendo  5X5  per  i3  , ed  c 12  , il  quarto  è dato  da 


12X5 


i3 

1 


8X5 

ed  è H ; il  quinto  da ed 

5,12.  8. 


quarto 

1.  Perciò  il  periodo  de’ resti 


Se  , si  faccia  kzzzip  ; e sostituendo  in  (i4)  risulta 


A-"-  = K„.,p  + ; (i5) 

cioè  in  vece  di  moltiplicare  i resti  successivi  per  A si  possono  moltipli- 
care per  a,  , e il  periodo  de’ resti  che  dà  la  serie  A“  , A^,  A*  è lo 

stesso  che  <|iiello  dato  dalla  serie  o,’,  a 

Per  es.  SI  cerchino  i resti  che  danno  i termini  del^a  serie  l5° , i5',  i5*, 
cc.  divisi  per  i3.  Il  primo  resto  è i 5 il  secondo  è 2 ; il  terzo,  2X2 
ossia  4 5 il  quarto  ,4X2  ossia  8 ; il  quinto  ,8X12  ovvero  3 ; il  se- 
sto, 3X2“G;  il  setlimo  , 12  j ec.j  il  qual  periodo  di  resti  è lo  stesso 
di  quello  che  avrebbe  dato  la  serie  2“,  2',  2’,  2I,..,. 

402.  Avendosi  in  generale 

= ^.,V  + s = A'  P + a,  , 

saia 


A'»-"  _ +n, J(à;/i  + aJ  = (Ar„,A>  + Aa„-|-A’„a,>-f-n„.o,,. 

Ma  secondo  la  notazione  stabilita  si  ba 


A"'"  = A,.„/i  q-  um-K  ; 
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perciò  si  ha 

= a™.„ 

(iC) 

purché  in  s’intendano  soppressi  i multipli  di  p. 

Essendo  = 1 , sarò  pure 

- 

Qai*m 

(«7) 

Partendo  dell’eguaglianza  (iG)  si  trova  in  generale 

•flji'’ . flm'" . • % • . . 

(i8) 

Dippiù  se  rn  = m'  — m!'  = m'"  — , e il  numero 

sarò 

de’  fattori  è n , 

(0’=««,.=Kr- 

(•9) 

Ora  gl’  indici  di  cui  sono  afTetti  i resi!  sono  appunto  gli  esponenti  della 
quanlitlt  A ; e le  eguaglianze  (i8)  e (19)  fanno  vedere  che  quest- indici 
godono  di  proprietà  analoghe  a quelle  de'  logaritmi.  Donde  ricavasi  : 
che  l’ indice  corrispoudente  ad  un  prodotto  c uguale  alla  somma  de- 
gl' indici  de'  fattori  e che  l’ indice  della  potenza  di  un  numero  ù uguale 
ali' indice  del  numero  moltiplicato  per  l'esponente  della  potenza. 


4o3.  Conoscendo  il  periodo  de  resti , si  può  aver  subito  il  resto  della 

51  s» 

divisione  di  una  potenza  altissima.  Si  voglia  per  es.  il  resto  di  ■ 

Siccome  , cioè  A"'*”  da  lo  stesso  resto  che  l"  , conoscendo 

che  il  periodo  è di  quattro  cifre  si  dividerò  45o  per  4 > ® 

^ » 5*  * 

perciò  il  resto  è uguale  a quello  di  ed  è i a.  Lo  stesso  resto  da- 

( i3a  + 

rebbero  tutti  i numeri  compresi  nella  formula^ . 


4oq.  Le  forinole  (18)  e (19)  servono  a trovare  il  resto  di  una  po- 
leiizu  allissiina  anche  quando  non  si  conosce  il  periodo  de' resti.  Si  cer- 
3309"'““ 

chi  il  resto  che  dà  • Decomponendo  i488  in  fattori,  l’esprcs- 

I 1-  ■ 3aot)’  t;.  3?.o()’ 

sione  d.ita  diviene  ■ ' . . .'Mccoine -c— ; — ila  per  resto  3431  , il 

.'>931  ^1)31 

0.15 1 

lesto  richiesto  saiìi  neiiale  a quello  che  da — ; eguale  al  resto 

^ 3tpl 


2843*  — iG5S^-^' 


di  — = resto  di  — 

f'qii  39)1 


39.1 
= resto  di ■ 


3931 


= resto  di 
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-677^  _ ^ —677  X^7i±l  _ 

5g5i  Syai 

— 677.1046’  _ ^ ^.—677  2675 

5951  5g5i 


,.  — C77  X 102*  5 

(li  = resto 

5951 


j il  quale  ultimo  resto  c 368. 


(li 


405.  Essendo  k‘  la  più  piccola  potenza  di  h diversa  da  die  di- 
visa per  p lascia  per  resto  i , è chiaro  che  se  si  conoscesse  una  po- 
tenza /!•"  la  quale  divisa  per  p lasci.isse  per  resto  i , siccome  le  sole 

potenze  X'*,  , X** sono  quelle  che  lasciano  per  resto  1’ unilù 

( 11“  400  ) , è chiaro  che  X'"  si  deve  trovar  fra  esse , e perciò  t sarà 
o uguale  a IVI  o un  divisore  di 


406.  Si  può  in  ogni  caso  trovare  un  esponente  <h  che  renda  — 1 
divisibile  per  un  numero  qualunque  N , purché  per  x si  prenda  un 
numero  che  non  abbia  nessun  fattore  comune  con  N. 

Sia  primieramente  N =.  p numero  primo.  Si  avra  per  lo  teorema 
di  Fermai  ( n“  ia6,  II.  ) 

xf-'  — 1 -H  pX , (20) 

dove  X rappresenta  un  intero.  Quindi  per  un  valore  particolare  di  .r, 
la  più  piccola  potenza  clic  lascia  1 per  resto  è o p — 1 o un  divisore 
di  ^ — 1 . 

Elevando  la  (20)  alla  potenza  p^-^  si  ha 

a— I a— X * ■ 0—1 

sc^  6>-0  = ( I -k-pXf  = 1 +p=^-'pX-\- P {p2C)'‘ 

Ora  è facile  vedere,  per  la  formula  del  binomio,  che  p’^~^pX  h [ai- 
tore  comune  di  tutt'  i tenniui  che  seguono  il  primo  perciò  sara 


a— I 

ir-')  = 1 ^p<^X> , 

dove  X'  è messo  per  rappresentare  un  intero.  Essendo  dunque 
p^~‘(p — •)  un  esponente  che  nella  serie  ar"  , jc'  , a:’....  diviso  per 
« lascia  per  resto  1 , (jualuiique  multiplo  dello  stesso  esponente  la- 
scera  per  resto  i.  Perciò  si  può  scriver  più  generalmente 


3,-"/  V>)  = 1 (21) 

Sia  N—a“l/^cr....  ; se  si  fa 


r =a*—  (a — {ò — I )cT->  (c—  j ) . . . = 


(22) 


e si  prende  per  x un  numero  che  non  contenga  alcuno  de’  fattori  u , 
X,  c , . . . . , sarù  un  numero  intero. 
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In  effetti , sapponendo  — — i),  dove  m rappresenta  il  pro- 
dotto di  tutti  i Ettori  - i)e5'~'(c — i)...  ,sarii  x" — i divi- 
sibile per  rt“.  Similmente  s«;  si  considera  « come  ugnale  a — i), 

a;"  — I Sara  divisibile  per  ; cc.  Essendo  x" — i divisibile  separata- 
mente per  a“,  , CV, ... . Sara  divisibile  per  il  loro  prodotto  (n“7g,Vlll). 

407.  Nel  caso  particolare  di  a=r2  ed  « ^ 1 , si  nvr'a 

a 

x'  = I -J-  2“A'. 

Ora  dovendo  esser  x impari  , si  potrh  fare  — 1 , e si  avrl» 

*•  =(5j^— »)*  =(4j’-4y+0*  =[4jC>'— 0+']‘*  *• 

Esondo  — 1)  numero  pari  (n°  68  ),  si  potrà  fare  4/(y— i)=a*«  ; 
quindi 

» a—» 

x'  = ( I -1-  a'u)* 

Sviluppando  il  secondo  membro  con  la  formola  del  binomio,  sarà  fa- 
cile ravvisare  che  tutt’  i lerniiiii  , eccettuato  il  primo  , liaiiiio  per  fat- 
tore comune  j perciò  sarà 

a^t 

X*  = I + , 

o pure , scrivendo  * — i in  vece  dia, 

x'  = I +2“ A”'  j (*3)' 

cioè  l’esponente  as  che  rende  x"  — i divisibile  per  2“  è 2*~’. 

408.  Dal  prodotto  (a  — i)(A — ’i)(c — 1)....  contenuto  nella  for- 
mola (21)  si  possono  cancellare  lutti  i fattori  che  si  trovano  in 

. . . . , perciò  che  liasta  , per  rendere  .t" — 1 divisibile  per 
a“  , che  iK  contenga  il  fattore  n*“'(n  — 1 ). 

Sia  per  cs.  iV=  720  = 2'*.  3* . fi.  Secondo  la  formola  (21)  si  avrà 
(b  = 2*.3(3 — i)5'’(5  — i)=:96.  Ora  è chiaro  che  si  possono  soppri- 
mere i fattori  3 — I e 5 — i contenuti  in  2*  , e l’ esponente  » diverrà 
2’. 3=  12.  In  effetti  12  contenendo  il  fattore  2*  , l’altro  3(3  — i ) 
e l'altro  5°  (5  — 1),  x'*  — 1 sarà  divisibile  per  2*,  per  3’  e per 
5;  ossia  per  720  , purché  per  x si  prenda  un  numero  che  non  con- 
tenga i fattori  2 , 3 , e 5. 

409.  Consideriamo  nuovaineiile  il  c.iso  in  cui  p c numero  primo. 
Se  g rappresenta  un  numero  tale  che  g>'~‘  sia  la  più  piccola  potenza 
di  g che  divisa  per  p lasci  per  resto  i , i resti  delle  potenze 

e'  ì s' ì e'  1 g'’^'  (^4) 
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compremleranno  luti’  i numeri  interi  da  i sino  a p — i , ma  non  se- 
condo 1’  ordine  naluralc.  Fra  i numeri  che  adempiono  (jiiesle  condi- 
zioni prendendo  quelli  minori  di  p , hanno  i numeri  che  Eulero 
Ila  chiamalo  radici  primitive  del  numero  primo  p.  Così  2 è radice 
prituiliva  di  i3  , percliè  dividendo  per  i3  la  serie  delle  potenze 
2'  , 2’  , 2^....  si  trova  che  la  prima  potenza  che  lasci  per  resto 
1 è 2’*. 

410.  Essendo 

• . 

+0, 

il  numero  primo  p dovrà  divider  l’uno  o l’altro  de’ due  fattori , cioè 

il  resto  che  lascia  A ’ sarìi  -J-  1 o — 1.  Perciò  g ' lascerh  uecessa- 
riameule  per  resto  — 1. 

4 1 1 . Sia  in  generale 

A ‘ = pK  + I j (25) 

sarò 


r + r 


—pVK±V 


cioè  il  resto  che  lascia  la  potenza  A * sara  uguale  a quello  che  dìi 
A , e dello  Stesso  segno  o di  segno  contrario  secondo  che  il  resto  che 


e-' 

dìi  A’  è+io  — 1.  Quando  dunque  si  vogliono  adoperare  i resti 
negativi  , prendendo  sempre  il  resto  minore  — t)  > dopo  l’ espo- 


nente - — -,  tutti  i resti  ritorneranno  ccl  medesimo  ordine,  ad  ecce- 
2 ’ ’ 

zinne  del  segno.  Così  le  potenze  di  a divise  per  i3  danno  questo  pe- 
riodo Ji  resti  ; 


5). 3,  6,  I,— 2,  — 4>*F5,  — 3j  — 6. 

L’uso  de’ resti  negativi  rende  più  facile  l’operazione  del  n®  ^01,  Ei- 
chiamando  quanto  si  è detto  al  11°  4oa  , se  A non  è numero  primo,  il 

— 1 

J V 

resto  che  dò  A è uguale  al  prodotto  de’ resti  delle  potenze—^ — 
de’ fattori.  Perciò  quando  A è un  quadrato  il  resto  sarò  -f-  l. 

4i2.  Siccome  i termini  della  serie  (24)  divisi  per  p lasciano  per  resto 
tulli  i numeri  naturali  1 , 2,  3,....p  — 1 , il  resto  che  lascerìi  il 
prodotto  g.g'  .g^ . , , .gP-'  barò  uguale  a quello  che  lascia  il  prodotto 
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1 .^.3. . . . (fj — I ).  Ma  c-ssendo  la  somma 

1+2  + 3 + - I =f^l£ZlLl  ( n”  3o4)  sari 

g — g • /?  ’ diviso  per  p lascia  per  resto  — i , dun- 

. fO>-0 

que  anche  g ’ diviso  per  p lasceri  per  resto — i.  Sari  quindi 

i.a.3....(/J — i)=Ep — I , ovvero  i.a.3....(p — i)  + i=J5)r  , (a6) 

essendo  E un  numero  intero  ; d’  onde  ricavasi  il  seguente  teorema  do- 
vuto a Wilson. 

Teorema  III.  Il  prodotto  de' numeri  naturali  da  i sino  a p — i 
aumentato  dell'  uniti  e divisibile  per  p. 

4i3.  Finora  abbiamo  supposto  p o primo  rispetto  uh,  o primo. 
Se  p non  è primo  con  k , può  avvenire  o che  iioii  contenga  niun  fat- 
tore primo  A k o che  ne  contenga. 

Nel  primo  caso  vi  sari  necessariamente  una  potenza  k'  esattamente 
divisibile  per  p , cioè  che  di  per  resto  zero.  I resti  delle  potenze  se- 
guenti k‘*' , /t"*,....  saranno  tutti  zero. 

4i4-  Se  poi  p contiene  de’  fattori  primi  a ^ , si  faccia  p=p'(f  , in 
modo  che  q contenga  i fattori  che  sono  in  k e p'  sia  primo  a k.  Sia 
k’  la  più  piccola  potenza  di  k che  sia  divisibile  esattamente  per  q ; 
dico  che  i resti  di  tutte  le  potenze  che  precedono  X'  non  si  ripro- 
ducono. 

In  effetti  sia  /!"'  una  potenza  inferiore  a X , e sia  se  c possibile 
=pK„  + o„  , t-"  =pK„.„  + i 

sarà 

k”(k^-x)=p'q{K,.,-KJ.  (a:) 

Ora  7 non  dividendo  X"  perchè  m , dovrebbe  dividere  k”  — i 5 
il  che  è impossibile  , perchè  , come  sono  X-  e k'' — i , anche  q e 

A’ — I saranno  primi  tra  loro.  Dunque  tutti  i resti  da  A“  sino  a X^‘  non 

si  riproducono. 

Sieuo  k'  e k'*'  due  potenze  che  danno  lo  stesso  resto-  Sara  per  la  (ay) 
h’(k‘-l)  = p'q{E..,-A\). 

Ora  p'  non  dividendo  k',  perche  è primo  con  A,  deve  ^iividere  X' — 1. 
Perciò  si  avr'a 

k'  =p'K,  + 1 ; (aft) 

cioè  la  potenza  k‘  che  moltiplicata  per  X:'  produce  lo  stesso  resto  che 

dir  k'  è la  più  piccola  della  serie  X-'  , X-’  , X’ , . . . . che  divisa  per 
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p/  lascia  per  resto  1’  unllb.  Dunque  il  numero  de’  termini  del  periodo 
che  db  ^ c uguale  a quello  che  db  vf. 

Con  ragionamenti  interamente  simili  a quelli  del  n°  400  si  pruora 
che  i resti  da  k'  sino  a saranno  dillèrenti  e si  riprodurranno 

periodicamente. 

415.  Essendo  in  generale 

k—=zp'qK,.n  + a,.,  , (ag) 

siccome  h'  h divisibile  per  q , tutt'  i resti  da  n,  in  avanti  avranno  per 
fattore  q. 

416.  Se  in  vece  della  serie  , k'  , . si  avesse  l’altra  Ak°  , 

Ak'  , Ak*  , essendo  A primo  con  p , si  verificheranno  le  mede- 
sime proprielb  dimostrate  precedentemente.  In  effetti  essendo 

sarb 

Ak-=pAK„+Aa„r, 

cioè  i resti  di  questa  serie  si  otterranno  dividendo  per  p i resti  mol- 
tiplicati per  A.  Or  siccome  i resti  comprendono  tutti  i numeri 
1,2,3,...  p — I , o una  parte  di  essi  solamente  (n“  400),  e i resti  che 
danno  i multipli  di  A,  da  A sino  a (/>  -1  )A.,  divisi  per  p son  tutti 
diversi  e poi  si  riproducono  periodicamente  (n°  SgS);  perciò  nella  se- 
rie proposta  avranno  luogo  le  seguenti  proprietà. 

r“  Se  ^ è primo  con  A , vi  sarà  una  potenza  Ak‘  minore  di  Ak^ 
che  lascerb  lo  stesso  resto  A della  prima  Ak"  j tutti  i resti  da  Ak'' 
sino  Ak'~'  saranno  diversi  e si  riprodurranno  periodicamente. 

2°  Se  p e numero  primo , la  piu  piccola  potenza  Ak'  che  lascerb  un 
resto  eguale  a quello  di  Ak"  avrà  per  esponente  o p — i o un  suni- 
mulliplice  di  p — i.  Perciò  quando  l’esponente  è p — i , i resti  com- 
prenderanno tutti  i numeri  da  l sino  a » — i con  lo  stess’ ordine  che 
danno  le  potenze  i’  , A:'  , A:’  , . . . . ma  il  periodo  non  comincerb  da  i . 

3"  Se  p non  è primo  con  A:  ed  è p=.p'q  , il  periodo  comincerb 
dalla  piu  piccola  potenza  . ^A'  divisibile  per  q, 

417.  L’operazione  che  si  fi  in  Aritmetica  per  convertire  in  deci- 

A 

mali  la  frazione  irriducibile  — consiste  nel  divider  prima  A per/?,  poi 

dividere  il  resto  moltiplicato  per  io  , poi  il  secondo  resto  moltipli- 
cato per  lo  , e cos'i  all’ infinito..  Or  ciò  riviene  a divider  per  p i ter- 
mini della  serie 

c 

, io”  , to'  , . to’  , A.ia" , 

20 
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£ siccome  i resti  moltiplicali  per  io  formano  i successivi  dividendi 
parziali , quando  i resti  ritornano  gli  stessi  , anche  i quozienti  ritor- 
neranno i medesimi.  Da  ciò  si  deduce  quanto  segue  : 

t°  se  p e primo  con  lo  , la  frazione  decimale  è periodica  e il  pe- 
riodo comiiiccrà  dalla  prima  cifra  (Arit.  n°  io°)j 

3°  se  ^ è numero  primo  , il  numero  delle  cifre  del  periodo  sarò  o 
p — I o un  divisore  di  p — i (Arit.  n°  70  ) ; 

3°  se  p contiene  de’ fattori  che  sono  in  10,  il  periodo  non  comin- 
cerh  dalla  prima  cifra  , ma  sarò  preceduto  da  un  numero  di  cifre  eguali 
ad  s,  essendo  io*  la  più  piccola  potenza  di  lo  che  possa  esser  divisa 
pe’  fattori  di  io  che  si  trovano  in  p. 

418.  Si  può  parimente  , conoscendo  il  periodo  de’  resti  che  danno 
le  potenze  10°  , 10'  , io*  ....  , trovare  il  resto  della  divisione  di  un 
numero  qualunque  N per  p , senza  eflettuarc  la  divisione  ; e ciò  si  ot- 
tiene moltiplicando  i resti  per  le  rispettive  cifre  del  numero  dato  co- 
minciando dalla  destra^  secondo  si  ù spiegato  in  Aritmetica  (Arit.  n"  70  *). 
Questa  operazione  riesce  anche  più  fucile  , adoperando  i resti  negativi. 
Cosi  il  periodo  che  da  il  numero  ii  essendo  i , io  , se  al  resto  io 
si  sostituisce  —I)  ne  risulta  tosto  la  nota  proprietà  dell'  ii-  \ Arit. 
n“  72  ). 

419.  Queste  proprielò  che  l’ Aritmetica  dimostra  pel  sistema  deci- 
male , r Algebra  fa  conoscere  che  avrebber  luogo  per  qualunque  si- 
stema la  cui  base  fosse  k. 


I ri  lìti  1 


Digilized  by  Google 


( 3o7  ) 

ART.  m. 

Teorema  che  stabilisce  una  reciproca  relazione  tra  due 
numeri  primi. 


430.  Teorema.  Il  resto  che  dh  1* espressione quando  p ò numero 

primo  non  può  esser  che  + i o — 1 (n°  ^ p e k son  tutti 

due  numeri  primi  , impari  ed  ineguali  , i resti  che  dauno  le  espres- 

rzl 

ìt  * P ^ ’ 

sioni  , j — saranno  dello  stesso  segno  , se  uno  de’  numeri  o tutti 

P ^ 

due  son  della  forma  4't  + t i c saranno  di  segno  contrario  Se  sono  amen- 
due  della  forma  4*  3- 

Si  è detto  ( 11°  39*^  ) che  divìdendo  per  p la  serie  de'  multipli 
A,  ail , 3)lr ^ -k  , e prendendo  sempre  i resti  minori  di  si  ot- 


p~  1 

tengono  per  resti  tutti  i numeri  naturali  da  t sino  a . Sia  (*  il 

numero  de’  resti  negativi  ; sarò  evidentemente  , rappresentando  per  AT 
un  intero  , 


il . 3 * . 3* , . . . Jt  =3  + 1 . 2 . 3 . . , — I )'*  , 

orvero 

i.i‘  =A>  + 1.3.3....^ C— >r> 

d’  onde 


R siccome  il  prodotto  1.2.3 ^ non  c divisibile  per  p , 

j>_z; 

k * 

sarò  r altro  fattore  divisibile  per  p , cioè  — lascer'a  per  resto  + i o 

— I secondo  che  (*  è pari  o impari. 

Per  determinare  se  ix  è pari  o impari  , si  osserverò  clic  essendo 

sk  — pK,  + a, , 
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9ar^ 


se  il  resto  è positivo  ; e 


P * 


«A  _ I 

p ’ 


se  il  resto  è negativo.  Nel  primo  raso  si  ha 


e nel  secondo 


32*  ^ 

— -2A.>.. 


Ma  si  ha  secondo  la  notazione  stabilita  — 4- ec.  \ dunque 

K„-aK,  = o,  opure=i,  (i) 

secondo  che  il  multiplo  zìe  lascia  un  resto  positivo  o negativo.  Fa- 
cendo successivamente  z = i , , =3  , e sommando  tutte  le 

espressioni  equivalenti  alla  (i)  , si  avranno  tanti  termini  eguali  a i , 
quanti  sono  i resti  negativi.  Perciò  sark 

t*  — A",  + + Aj  -!• -f-  Kf-x , 

-a(A, +A. +A,+ +A_  ). 

; 0>-*) 


Ma  siccome  non  si  tratta 'di  avere  il  valore  di  i*  ma  di  sapere  se  è 
pari  o impari  , nell’ espressione  di  (*  si  potranno  aggiungere  o togliere 
i multipli  di  i perciò  si  avrk  più  semplicemente 

(t  = A.  + A*  + Aj  + ....  + Ay>_,.  (a) 

Ora  si  ha 


quindi 


ovvero 


(p—  I )*  =/>A,-,  + Of-,  , A =zpK,  + o,  ; 
pk  —pKx  —a,  —pKf-x  + <v_. , 

— » — A,  ) + (p  — n,  )=pKf-,  + a,-, . 
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c 309  ) 

Ma  p — a'  = Of-i  (u“  399  ) , perciò 

Kf-,  =zk—  i—K,. 

Mei  modo  stesso  si  troverà 

= * - 1 -A, , Kj,.iz=k-  I -Ai  , ec.  (4) 

Sia  p = ^n  + I , ovvero  = an  ; la  prima  metk  de'  termini 

ebe  compongono  1’  espressione  (a)  di  in  sarli 

A.+A,  + A,+ +A.„, 

e r altra  metà  in  virtù  delle  formole  (3)  e (4)  si  riduce  a 

(A—*  i)rt  — (A,  + Aj  + Aj  4*  . . . . Am-i  ) j 

e quindi  la  formola  (a)  , dopo  avervi  aggiunto  il  numero  pari 
ai(A,  +A,+A3  + ....A.^.),  si  riduce  a 

= + +A.  + A,+  ....  +A.„.  (5) 

P ^ ^ 

Se  />  = 4^*  3 — ■ = 3«  + t I per  mezzo  di  operazioni 

analoghe  si  otterrò 


(*  — + *)(^  — * ) + -^1  +^«  + + • • " • + A,,., 

Le  quali  formole  (5)  e (6)  si  riducono  a una  sola  che  è 

I*  = 7(A’Ì0(* — 0 + +^. +-^jH 

4 jO»— ) 


(6) 


(7) 


purché  si  prenda  il  segno  ambiguo  iu  modo  da  rendere  ^ + i ) 

numero  intero. 

Quando  kh  numero  impari,  k — i sarò  pari;  e siccome  ^ (/>+ 1 ) . 

è sempre  un  iutero  , si  potrò  sopprimere  il  termine  ^ (le — *)• 
Sicché  fatto  per  brevitò  pzi^is-^-  1 , si  avrò  più  seiiipliceraciite 

,i  = A.  +A, + A,  + ....+A,.  (8) 

Dividendo  per  k la  serie  de'  multipli  di  p , cioè  p ^ 7p , 3p 
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chiamando  y il  numero  de  resti  negativi  , c facendo  in  gc- 

a ' 
nerale 


fatto  anche  si  avrit  similmente 

v = P.  +P.+P,  ■+....  +P..  (9) 

Ritornando  a’inultipli  di  Àr,  sia  compreso  tra  o e 1,^^  * 

li  ^ ^ 

€ a , — i-  tra  a e 3 , ec.  , cioè  sia  (m,  + i)k  il  primo  multiplo  che 

dii  per  quoziente  intero  1 , ( m,  -f-  1 il  primo  che  dà  per  quoziente 

intero  a , ec.  ) e si  avrà 


+ K 

+ ^s  + • • 

• 

+ •• 
1 

4-  ,3  *f  • ■ 

1 

* 

+ K. .. 

» 

% 

» 



+ 

+ ^V. 

*«  ^ ^ ' 

+K 

1 

+ 

t 

« 

Api^*3  "4“  • 

• . + A'. 

• 

Ora  ciascun  termine  della  prima  linea  è o , e il  loro  numero  è m,  ) 
ciascun  termine  della  secouao  linea  è i , e il  loro  numero  ò m, — m,  j 
quelli  della  terza  linea  , ciascuno  eguale  a a , son  di  numero  rus — m,  ; 
cc.  ; finalmente  il  valore  di  ciascun  termine  dell’ultima  linea  è i,  e 
il  loro  numero  è s — m,  ; perciò  si  avrà 

(*=oX«r,  + i(m,— m,)+a(nij—m,)+. iXn‘,—m,-,)+<(s—m,), 
ovvero  , riducendo , 

(*  = + "‘3  + +"«/)■  ('“) 

Ma  si  ha  in  generale 

l P~"m 

nq«  1 

— =* — > ovvero  — ), 
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d'  onde 


( ) 


zp 

T 


o d'  altra  parte  ti  ha 


perciò  c=  P^.  Quindi  ti  ha  dalla  ) 

= +P.  + ^5+ ('0 

ovvero  per  la  forraola  (6) 

jt  = ft  — » , 

cioè 

D—  l k — l , ^ 

y.^vz=.*- (u) 

a 3 

Se  uno  de'  numeri  , o tutti  due  ton  della  forma  4'*  4*  > ^ I*  4*v 
pari  \ quindi  i due  numeri  |x  c v saranno  o tutti  due  pari  o tutti  due 
impari.  Se  poi  i due  numeri  e v son  della  forma  4n  d'  3 , 4*  >’ 

tara  impari  , e i numeri  n e r saranno  necessariamente  1'  imo  pari  e 
r altro  impari.  Le  due  espressioni 

k‘ 

P ’ 

nel  primo  caso  lasceranno  lo  stesso  resto  , nel  secondo  un  resto  di  se- 
gno contrario  ; giusta  1'  enunciato  del  teorema. 

4ai.  La  formola  (7)  somministra  alcuni  teoremi  che  stabiliscono  la 
relazione  di  3 a tutti  gli  altri  numeri  primi.  In  effetti  facendo  Ir  = a, 
tutti  i quozienti  A',  , , fino  a K saranno  zero  ; c si  avrà 


Iz.' 

• 

p 

k 


i^  = 4(/^±0- 


(i3) 


Pergiò  se  p c della  forma  + l , sarà  (i.  ( 8/t  + 1 4.  1 ) = an  ; c 

4 


F-‘ 

a 

quindi lascia  per  resto  + i j se  p h della  forma  8/1  + 3 , sarà 

ez' 

» 

I ^ 

tr  = 7(8/1 + 3+1)=:  2/1+  i , e perciò  — — lascia  per  resto  — i . 
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4aa.  Conosceudo  : i“  che  ( ij”  4o3  ) ii  resto  die  lascia  

P 

f— 

k * 

è uguale  a quello  che  dà ; %°  che  il  resto  ( n°  4°^  ) che  lascia 


^ e:.. 

(mn')  m * 

’ — 0 uguale  ai  prodotto  de  resti  che  lasciano 

P P 


ed  — i 
P 


3°  che  il  resto  che  lascia 


ò sempre  q-  i ( n“  4 ‘ ) 5 4° 


il  resto  che  lascia  e uguale  a i se  è della  forma  8/i  + i , ed 
è — I se  della  forma  8n  + 3 j 5“  che  i resti  che  danno  le  cspres- 

sioni  — j—  e — sono  dello  stesso  segno  o di  segno  contrario , secondo 

che  i numeri  p e k non  sono  tulli  due  della  forma  4«  + 3 , o sono  j 
si  potrà  agevolmente  conoscere  il  resto  che  dà  una  qualunque  espres- 

' ''zi 

k 

sione , essendo  k c p numeri  altissimi. 

P 

3200*9  J * 

Si  voglia  il  resto  che  lascia  — -1 — . Essendo  3aoo  della  forma 

5yai  ^ 

5q5,ic»4 

+ I , questo  resto  sarà  uguale  a quello  di  -i! , ovvero  di 

* 3jqq 

-3^—  , eguale  a quello  J-  3^  • 3—  • ^ Essendo  Saoy 

^1604  ^ 

della  forma  8n  + 1 , il  resto  che  lascia  — è -{•  i , quello  del  se- 
condo fattore  è uguale  a quello  di  ^^2  ed  è — 1 ; quello  del  terrò 

làtloie  c uguale  a quello  di  , eguale  a quello  di  eguale 

2**9  5**9  45t»  ^ ^ 

a quello  di  , eguale  a quello  di  > eguale  a quello  di 

^ , ed  è — 1.  Perciò  il  resto  che  lascia  1' espressione  data  è 
+ I X — 1 X-i  = + 1- 
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CAPO  VI. 

« 

ANALISI  INDETERMINATA  DI  PRIMO  GRADO. 

423.  Allorcbò  le  condizioni  di  un  problema  non  sómmi- 
nislrnno  tunlc  equazioni  quante  sono  le  incognite  che  deb- 
bonsi  ammettere , vi  saranno  iiiGnìti  sistemi  di  valori  che 
possono  soddisfare  alle  equazioni  proposte  ( n°  169  ) , e il 
problema  si  dice  indeterminato. 

Il  numero  delle  .soluzioni  di  un  problema  indeterminato 
sarebbe  realmente  infinito  se  non  vi  si  aggiungessero  delle 
condizioni  che  ne  restringono  il  numero.  La  condizione  che 
si  aggiunge  ordinariamente  ne’ problemi  di  primo  grado  ò 
che  i valori  delle  incognite  sieno  interi  ; qualche  volta 
si  richiede  ancora  che  sieno  positivi.  Le  quali  condizioni  ri- 
ducono spesso  a poche  le  soluzioni,  e in  qualche  caso  può 
il  problema  ammettere  una  soluzione  o nessuna. 

Per  far  intender  come  ciò  avvenga  , proporremo  alcuni 
problemi,  facili  a risolversi. 

I.  Probluma.  Trovar  due  numeri  che  sommati  facciano 
jo.  Chiamando  x ed  jy  questi  numeri  , si  avrà 

d'onde  io — y: 

Se  si  potessero  prender  per  a:  ed  numeri  ad  arbitrio, 
positivi  o negativi , interi  o frazionari , questa  equazione  sa- 
rebbe suscettibile  di  una  infinità  di  soluzioni.  Ma  aggiun- 
gendo la  condizione  che  i numeri  debbano  cssère  interi  e 
positivi  , il  numero  delle  soluzioni  è limitato  ; e si  otten-  ' 
gono  tutte  dando  ad  y i valori  1 , 3,  3...  .g,  e trovando 
i valori  d’  x corrispondenti.  Si  avrà  dunque 

y—^ì  ^ ì ^ } 4 1 5,  6,  j , 8,  9 
* = 95  8,  7,  6,  5,  4,  3.,  a,  i. 

Siccome  x edy  entrano  allo  stesso  modo  nell’equazione,  le 
quattro  ultime  soluzioni  si  debbono  riguardar  come  identiche 
alle  prime  ; perciò  la  quistionc'non  ammette  che  cinque  so- 
luzioni ; cioè  il  numero  jo  non  si  può  dividere  in  due  parti 
che  di  cinque  maniere  dilfcrcnli. 
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II.  Problema.  Dividere  loo  in  due  parti  tali  che  una 
sia  divisibile  per  7 e 1’  altra  per  li, 

A tenore  delle  condizioni  del  problema  , la  prima  parte 
dev’  esser  rappresentata  da  70? , la  seconda  da  1 ijy.  Si  avrà 
così 


loo—  iir 

74:  + iiy=:  100  , da  CUI  » = — 


Ricavando  gl’  interi , si  avrà 
4/— a 


x=  »4— J'  — 


, ovvero  xc=i4 — y — 


a(ajr— 1) 


— 1 , 

Siccome  x dev’  esser  intero , bisogna  che  sir. 

intero.  Si  potrà  fare  perciò  ay  — i=rjz , da  cui 


anche 


■;s  + 1 o . - + * 

y — t , ovvero  y=  iz  + . 

3 ^ 2 

Per  la  medesima  ragione  si  potrà  fare 

z .f  1 = su  , ovvero  » =:  su  — i ; 
d’  onde  ricavasi  per  mezzo  della  sostituzione 
y = 7u  — 3,  xzsig — iiu. 

Qesle  due  equazioni  somministrano  .tutte  le  soluzioni  pos- 
sibili , dando  ad  u lutti  i valori  possibili.  Dovendo  x ed  j' 
esser  positivi  , è necessario  che  sia  ic)>-  ii«;  la  quale  con- 
dizione non  si  può  soddisfare  altrimenti  che  supponendo 
u=ì.  In  fjuesio  caso  il  problema  non  ammette  che  una  .so- 
luzione; e latto  M = 1 , si  ha 

y = 4 , X =3, 

d’  onde 

7a:  = 56,  Iiy=44. 

424.  Il  numero  delle  soluzioni  dipendendo  dalle  partico- 
lari condizioni  assunte  non  inlluisce  sulla  natura  del  pro- 
blema, che  conserva  il  carattere  d’indeterminato  anche  quando 
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non  animèlle  che  una  sola  soluzione.  Nel  n”  a33  si  è riso- 
lulo  un  problema  che  ha  ciato  due  valori  per  l’incognita, 
amendue  socldisfacenli  alle  condizióni  del  problema.  Non  per 
ciò  il  problema  si  può  dire  iiidclcrminaio  , giacché  il  nu- 
mero delle  soluzioni  e limilalo,  e cpicslo  limile  non  dipende 
da  alcuna  condizione  assunta,  ma  dalla  sua  intrinseca  natu- 
ra. Al  contrario  quello  risoluto  precedentemente  , quantun- 
que ammetta  una  sola  soluzione  , resta  indeterminalo  , 
perchè  il  numero  delle  soluzioni  si  è risirello  ad  una  die- 
tro le  condizioni  che  i numeri  dovessero  essere  interi  e po- 
sitivi. 

Premesse  queste  nozioni,  passiamo  alla  risoluzione  di  un’e- 
quazione generale  di  primo  grado  fra  due  incognite. 

ART.  I. 


Risoluzione  di  un’  equazione  di  primo  grado  fra  due 

incognite. 

4a5.  Un’  equazione  di  primo  grado  fra  due  incognite  si 
può  sempre  supporre  ridotta  alla  forma 

ax  — =:  c , ( i ) 

essendo  a,  A,  c numeri  interi.  Allinchò  questa  equazione  sia 
risolubile  in  numeri  interi  , bisogna  che  a c b sieno  primi 
tra  loro  ; o che  se  hanno  un  divisore  comune , questo  di- 
vida anche  c.  In  tal  caso  si  potrà  liberare  1’  equazione  da 
questo  divisore  comune  , sopprimendolo.  Inoltre  , tjuaniun- 
tjue  a c b possano  esser  positivi  o negativi,  si  potranno  con  - 
sidcrare  sempre  positivi  , purché  si  dia  seguo  contrario  al 
valore  d’  x se  a c negativa  e segno  contrario  al  valore  di 
j'  se  b c negativa.  In  generale  basta  saper  risolver  1’  crjua- 
zione  (i)  , giacché  i valori  che  soddisfanno  a questa  equa- 
zione potranno  soddisfare  ad  un’altra  i cui  segni  Ib.ssero  di- 
versi , purché  si  prenda  con  segno  contrario  il  valore  del- 
l’ indeterminata  il  cui  cocllicicnlc  nell’ equazione  data  non  ha 
lo  stesso  segno  che  nell’  equazione  (i). 

426.  Se  a ha  un  divisore  comune  con  c , c un  altro  con 
b,  si  chiami  3 il  divisore  comune  di  et  e c , 3'  quello  di  b 
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e c ",  l’equazione 

avrà  la  forma 

ASx  — BS'y  = Css' 

ovvero 

A .-,—bX=C", 
&•  « ’ 

e facendo 

«'  ' 8 ’ 

1’  equazione  diverrà 

Ax>  — By  = c ^ 

nella  quale  A , H ^ C non  hanno  alcun  divisore  comune. 
Quantunque  non  sia  necessario  che  c sia  primo  con  a e by 
giova  sempre  ridurre  1’  equazione  a questa  Ibrma  per  operare 
sopra  numeri  più  piccoli. 

427.  Supposto  adunque  a , by  c numeri  interi  e positivi 
c a a b primi  fra  loro , si  avrà 

Ajr  + c 

X = — , 
a 


Or  se  per  ^ si  sostituiscono  i numeri  naturali 

si  dovrà  necessariamente  incontrare  un  valore  òH y minore 

di  a che  renda  1’  espressione  ^ un  numero  intero.  In 

clTctti  supponiamo  che  j>er  y si  sostituiscano  i numeri  na- 
turali da  1 fino  ad  a.  Dividendo  per  a le  espressioni 
^ + 0,  26  -f-  c , 3A  -j-  c ab  -j-  c , si  avranno  a resti 

tutti  diifercnti.  Giacché  se  le  due  espressioni  ~ 

desscro  lo  stesso  resto,  essendo  /«  ed  « minori  di  b,  cioè 
so  fosse  bm  -j-  c = JJa  -j-  r , bu  -f-  c — E* a -f*  r , sarebbe 
b{^  m — n)={^E  — E'  )u  , cioè  b(m  — n)  dovrebbe  esser  di- 
visibile per  a , il  che  è impossibile,  perchè  b è primo  con 
a ed  //i  — <C.  «•  flr  avendosi  a resti  tutti  diversi  e mi- 

nori di  a , fra  questi  si  deve  necessariamente  trovare  il 
resto  o. 
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Vi  è sempre  dunque  un  valore  d’ y minore  di  a che 
può  soddisfare  all*  equazione  proposta.  Allo  stesso  modo  si 
dimostrerebbe  ebe  vi  è sempre  un  valore  di  x minore  di  b 
cLc  soddisfa  all’  equazione  data 


4<28.  Basta  conoscer  due  soli  valori  « e /3  , che  possono 
soddisfare  all’  equazione  (i)  per  ottenerli  tutti.  In  effetti  nel- 
r equazione 

ax — byzxc  (i) 

sostituendo  si  ha 


c sottraendo 


a»  — ss  c] 


a{  X — x)  =z  b{y  — p), 


d’ onde 


X — » 6 

y a 


Essendo  - una  frazione  irriducibile , si  avrà  generalmente 
(n-  79,  IV.) 


d’  onde 


x—axx  + mb,  V — +ma  , 


x~x  + mò  y:=p+ma,  (a) 


essendo  m un  numero  indeterminato.  I valori  d’ # e d’y 
sono  equidifferenti,  avendo  i primi  per  differenza  6,  e quelli 
d’jr  per  difierenza  a. 

Se  fosse  »=  qc  , fi  = pc  , sostituendo  nell’  equazione  si. 
avrebbe 

aq  — bpz=ì.  (3) 

Da  ciò  si  conchiude  che  per  risolver  1’  equazione  proposta 
basu  trovar  due  numeri  /?  e or  tali  che  soddisfacciano  alla 
condizione  (3)  ; in  guisa  che  la  risoluzione  dell’equazione 
(i)  dipende  dalla  risoluzione  dell’  equazione 

axf  — bf=i.  (4) 
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Ora  se  si  risolve  in  frazione  coniinna  la  frazione  7 , e si 

b 

chiami^  la  ridotta  che  precede  si  avrà  generalmente 

aq  — , cioè  -}*  1 ^ è di  posto  pari , e — i se  di 

posto  impari.  E moltiplicando  per  + c si  ha 

n X i — b X +7C=  c. 


Si  avrà  dunque 


I = + (^c  , ji  =:  + ;)c  , 


x=^(jc  mh  , y z:z+pc -i- ma. 


(5) 


Queste  forinole  racchiudono  tutte  le  -soluzioni  possibili  dcl- 
r equazione  proposta , potendosi  prender  per  m de’  valori  po- 
sitivi o negativi.  Quando  si  ha  «=-|-yc,  /3=-|-/7c,  per 
avere  i più  piccoli  valori  d’oc  c d’_y,  bisogna  prendere  m 
negativa  , c determinare  il  suo  valore  dietro  le  condizioni 

ZZI  ^ , se  poi  si  ha  x = — qc  -f-  mb,y  — — pc  + ma, 

per  avere  i più  piccoli  valori  positivi  che  possono  soddisfare 
all’  equazione  proposta , si  prenderà  per  m il  numero  positivo 
immcaìatamenie  maggiore  del  più  grande  intero  contenuto 
. qc 

‘"T’ 


e^i. 

a 


439.  Non  sarà  inutile  avvertire  che  è sempre  possibile  per  mezzo 
delle  frazioni  continue  determinar  due  numeri  che  diano 


aq  — ùp  z=  1, 

laefletlise^  c una  ridotta  di  posto  impari  , c per  conseguenza 
aq  — bp  = — I , basterà  considerare  le  frazioni  intermedie  corrispon- 
denti alla  serie  delle  frazioni  minori  ; e chiamando  ^ quella  che  nella 

detta  serie  precede^,  si  avrà  necessariamente 

aq'  — hp/  — I . 
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43o.  Ora  csiendo  p e ì valori  pib  piccoli  che  todditfanno  all’  e- 


quauoDC 

ax'  — - by  S 1 

(4) 

si  avrà  in  generale 

x'  ^q  + mb  y s^p-\-  ma. 

(6) 

Or  siccome  tutti  i valori  d’  ar'  e y , ad  eccezione  di  1 
tengono  facendo  m=i  , — 3,....  si  vede  che  li 

B e </  , si  ot- 
a (razioni 

p + a p + sa  p-p3a 
y-pA’  q + ab  ^ q +^b 

compongono  appunto  la  serie  ioCnita  delle  frazioni  secondarie  che  se- 
guono la  penuliiroa  delle  principali  , cioè 

Se  p e q sono  negativi , si  dovrà  arrivare  ad  un  valore  di  m clic  dia 
nel  numeratore  e nel  denominatore  de'  numeri  positivi  ; dopo  questo 
punto  i valori  continuano  ad  esser  positivi  sicché  un*  equazione  della 
forma  (i)  ammette  sempre  un  numero  infinito  di  soluzioni. 

43i  . Se  si  ha  1’  equazione 

ax  + bjf  = c (7) 

in  cui  a c b son  positivi , i valori  che  vi  soddisfanno  sono 

sr= -p  ^ — fi — ma. 

Ma  trattandosi  di  aver  per  y de’  valori  positivi , bisogna  cam- 
biare il  segno  deir  indeterminata  m , e allora  si  ottiene 

* = « — mb  , = — jS-p  ma  (B) 

Da  queste  formolo  si  conosce  che  quando  si  vogliono  de’ va-’ 
lori  positivi , m non  può  essere  arbitraria  ; ma  dev’  esser 

contenuta  fra  i limiti  Questo  caso  adun- 

que ammette  un  numero  limitato  di  soluzioni. 

43a.  Applichiamo  il  metodo  esposto  a qualche  esempio. 
Riprendiamo  il  problema  risoluto  per  altra  via  nel  n“  433. 
Si  ha 

<]x  + ìiy=  100. 
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Per  risolver  questa  equazione  bisogna  considerar  1’  altra 

jx  — i J_y  = 100. 

Svolgendo  in  frazione  continua  la  frazione  — , si  trova  la  ri* 

dotta  che  la  precede  esser-,  ma  siccome  7. 5 — 11. a=  — i 

sarà  p = — 3,  q — — 3;  e cambiando  il  segno  del  valore 
, si  avrà 

xs=  — 3 X *o  + iim  , — — i.ioo  + 7m 

ovvero 


X = — 3oo  4-  iim  , y aoo  — ym. 

Dovendo  essere  /«>■  —,  < non  vi  è che  il  solo  nu- 
li ’ 7 

mero  38  che  soddisfa  a queste  condizioni  , e sarà 
x = 8,  y — ^. 
come  sopra  si  era  trovato. 

Problema.  IH.  Una  persona  fa  una  compra  di  buoi  e ca- 
valli ; paga  i primi  so  scudi  c i secondi  3i  scudi  1’  uno  , 
e trova  che  il  prezzo  totale  de’ buoi  supera  di  7 scudi  cmcllo 
de’ cavalli  ; quanti  cavalli  c bovi  ha  potuto  comprare? 

Sia  X il  numero  de’  cavalli  ed  y quello  de’  buoi  ; si  avrà 
evidentemente 


aox  — 3iy  ~ 7. 


3i 


Svolgendo  in  frazione  continua  la  frazione  — , e trovando  le 

ridotte , per  quella  che  precede  ^ si  ha  — ; c siccome 
30.14  — = si  avrà 


xr=  14.7 +3i»i  , ^r=9.7+2om; 

i più  piccoli  valori  d’  ar  e d'y  sono  5 e 3 corrispondenti 
ad  m =■ — 5 per  cui  si  ha  più  semplicemente 

x = 5 + 3im,  y=3  + 2om. 
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433.  Vi  sono  altri  melodi  per  risolver  i' equazione  indeterminata  fra 
due  incognite  ; ma  quello  che  abbiamo  esposto  ci  sembra  il  più  sem- 
plice. Nunilimciio  per  mostrare  In  ricchezza  dell'  analisi  esporremo  an- 
cora il  seguente  fondato  sulla  teorica  de’  resti. 

Sia  perciò  l’ equazione 


ax  — by  = c.  (i) 

Poiché  si  tratta  di  trovar  due  numeri  x'  , y'  tali  che  sia 

<tr'  — by‘  = i , (4) 

si  avrò 


Ora  se  s'  indica  per  u un  numero  primo  a b , e per  m un  esponente 

li** I 

che  renda  — — un  numero  intero  , si  potrò  fare  ax'  = «*'.  Ilovcmlo 
b 

esser  u divisibile  per  a , si  può  prendere  u = a , e allora  sarà 

a"' — I 


x' 


£ quindi 


a — I 

X J=  ca*'"'+  «IO,  ^ = c.  — - — -hma. 

0 


(9) 


Conoscendo  il  numero  h , si  può  sempre  trovare  un  numero  « tale 
che  cC — I sia  divisibile  per  b.  Ma  siccome  convien  sempre  scegliere 
per  K r esponente  più  piccolo  , dopo  aver  trovato  1'  esponente  secondo 
la  regola  assegnata  al  n°  406,  prendendo  poi  i summultipli  di  >u  sarò 

IM 

fàcile  verificare  se  alcuno  di  essi  può  dare  a — 1 divisibile  per  h.  Si 
potranno  perciò  in  ogni  caso  determinare  i valori  generali  di  x e d’^. 

Volendo  ricavare  i più  piccoli  valori  positivi  x t p che  soddisfanno 
all'  equazione  proposta  , bisogna  prendere  per  m il  quoziente  intero  di 

■ ; sicché,  chiamando  |x  questo  quoziente,  risulterò 


ah 


« ea““*  — jii  , fi  — c- 


(*a. 


(io) 


434*  Se  a fosse  numero  primo  , si  possono  stabilire  altre  formole  che 
in  alcuni  casi  riescono  più  semplici  delle  (9).  Dall'equazione 


ax'  — by'  i 


(4) 


31 
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Cliiamando  m'  l' esponente  più  piccolo  che  convien  dare  ad  nn  numero  u 

U^'  — I 

non  divisibile  per  a,  alTinchc sia  un  numero  intero,  sarù  (n°4io) 

a 


« +» 


anche  un  numero  intero.  Si  potrù  dunque  prendere 


» *'  = 


b'  + 1 


(«>) 


Ma  poiché  a è no  numero  primo 
mero  intero  j e quindi 


essendo  i un  nu- 


e infine 


+ 1 


+ mA,  y=zc.b 


+ ma. 


(12) 


435.  Le  formole  (9)  e (12)  quantunque  eleganti  sono  molto  meno  sem- 
plici delle  precedenti  , e nella  pratica  riescono  non  poco  incomode  , 
specialmente  quando  a e b sono  numeri  primi  mollo  grandi,  tanto  (ler 
trovare  il  minimo  esponente  1»  , quanto  per  determinare  i valori  d’  x 
e d’jr.  Per  es.  1’  equazione 

j63j:  — 191^=231 
dà 


iGS's”—.  1 

o;=:23i  , i63'“’  + 19IW»  , y = 23i  . + i63m, 


'9‘ 


o pure 


X=  23I 


i(i3 


+ 191/»,  23i  . 191®°  + i63m. 


Per  determinare  il  valore  di  m che  corrisponde  al  minimo  d’a:  e d jr, 

q3i  i63'®® 

bisogna  fare  nelle  prime  forinole  m < ^ — , cioè  prendere  per 
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m il  più  grande  intero  contenuto  nell’  eipressiouo 

numero  è di  43''!  cifre. 

Ài  contrario  le  frazioni  continue  danno  subito 


aSi.iGS"” 


*9» 


> 


il  qual 


»=75.23i  + 191W  , j = 64.23i  + i63;n  , 

ovvero 

X — i35  + igim  ( y — ii4  + i63m. 


ART,  II. 


Risoluzione  di  un'  equazione  contenente  un  numero 
qualunque  d’  incognite. 


436.  Un’  equazione  di  primo  grado  fra  n incognite  può  esser  rappre- 
sentata generai  mente  da 

«l*i=«c5  (0 

in  cui  le  ineognite  sono  Xn-’j, , e i cooiTicienii 

suppongono  quanlitù  positive.  Quando  si 

tratta  di  casi  particolari  si  concepirà  ridotta  l’equazione  a questa  forma, 
e |Kii  per  <|uella  indeterminata  il  cui  segno  non  corrisponde  a quello 
supposto  nell’  e(juazione  generale  , si  cangerìi  il  segno  nel  valore  otte- 
nuto ; siccome  abbiamo  detto  ( n“  4'*^)  doversi  praticare  in  una  equa- 
zione con  due  incognite.  R chiaro  inoltre  che  questa  equazione  non  po- 
trebbe essere  risoluta  in  numeri  interi  , se  i coefficienti  a,,  Hn-ij  ... . 
avessero  un  fattore  comune  che  non  divide  a„.  Supposto  che  abbia 
de’fatlori  comuni  co’coefficienti  ec.,  sieiio  S>--i^....i  ri- 
spettivi divisori  comuni  di  a„-i , ....  con  a„ , cioè  sia  il  di- 

visore comune  di  n„  ed  n.  , S„_i  di  n,i— , e n , ec.  , c sia  a.  = S ò , 

fi  o t «>»  • n n n • 

Ha— I I ^ j 6C  • 6(1  (1^  ■ • • • • • ^1^0  y SI 

potrò  divider  tutta  1’  e([uazione  per  . . . . y c poi  iàceudo 


I 


^/l— » 

? TT  « 7) 

5,  *n-i*«-3  ....  8, 


8 S,_, 8 

r eijuazione  si  troverà  ridotta  a 

^,n„  À,-jW«-a — 
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della  slessa  forma  dell’ equazione  (i)  , ma  nella  quale  A^,cioc  il  Icr- 
niine  noto,  è primo  con  nuli  gli  altri  coeflicienli.  Giova  ridurre  l’e- 
quazione a questa  forma  per  operare  sopra  numeri  più  piccoli.  Del  re- 
sto questa  condizione  non  è necessaria  pel  metodo  di  risoluzione  che 
saremo  per  esporre.  Sicché  riprenderemo  1’  equazione  (i)  nella  quale 
n c o non  c primo  con  gli  altri  coeilicienli  ; ma  questi  si  suppongono 
essenzialmente  positivi  , e non  aventi  alcun  (attore  che  sia  comune  a 
tulli. 


437.  Sia  dn-,  il  massimo  comun  divisore  fra  ed  in  modo  che 
si  abbia  a„=a' , a_.  = Sostituendo  sarà 


^ ^ _ "o  + ■ 

o a n— t ■ 


r/,_. 


Il  secondo  membro  , dovendo  essere  un  numero  intero , si  (aecia  eguale 
a j'n-i.  Si  avranno  cos'i  le  due  equazioni 

a'^x^ — d^,y,-, — a,_3a;,_3— . . . — n,x,=a^. 

Sia  dn-^  il  massimo  comun  divisore  fra  e a„-,  , e sia 
d,-xZ=.d' , Un-,  — al n-xdx-ì  \ si  perverr'a  similmente  alle  altre 
due  equazioni 

t a!  n^ìXix~x  X da — 3^/1— 3 Un— 3X„ — 3 ••••  ® ^ i ' 

Proseguendo  con  la  stessa  notazione , si  arrivcrk  in  fine  all’  equazione 

=“oi 

la  quale  non  può  esser  risoluta  se  r/,  c n,  non  sono  primi  tra  loro  , 
o pure  se  il  loro  divisore  comune  non  divide  anche  a^.  Dal  che  si  ri- 
cava che  i coeificienli  non  debbono  aver  alcun  divisore  comune  , come 
da  prima  si  era  conchiuso. 

Si  oticrramio  adunque  i valori  delle  incognite  risolvendo  la  serie 
delle  equazioni  seguenti  : 


d'„-,y,-x — =j,-3, 

d «— 3^fl— 3 — n q_3Xn— 3 — 4 j 


d,y,  — n.x.  =a„; 
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a»-i 


dfn-. 


J 

5TT, 


(3) 


438.  Cliianiaiirlo  a,,»  .«j, i valori  

?^ì  ^,ì  1*3) • ■ • • i*»-»  • valori  d’y,) y.) ^s) • • • -/.-i  die  soddisfanno  alle 
e<j  nazioni 


«*» o\-iXb-i  — 1 ) (4) 


si  avrìi , cominciando  dall’  uliima  delle  e<{uazioni  (a) , 


».  =«o*.  ) y.  = «oi*.  ) 

± » 

■‘■3  =y.*s  ± . fs=fJi  ±‘»'s"'3  ) 

(5) 

A'ji— s — 3Z«— * •— J^B— 3f^ii— j ^ B— .Win-a  ^ 

-In— I a*ii— > I 5 

»n=J^“-**B  +o'b- iWb-1  ; 

dalle  quali  , con  le  successive  sosliluzioni  de'  vaioli  delle  j-  , risulta 

».  =“o*.  ±<^."‘.  ) 

± ±1^'.'".  . 

»5=«,.ì*.iV>±".^b*5'”.±«'.»s'«,  , 

»,  = «„l*.^./*3*r±".l*.lV4"».  ±“'A*4"*.  ±“'5“b'"3  ) ' 

(“) 

X,_.=n^j3, 

i + «'a-3|5B-aV«B-3Ìrt'B-a»,m„-j+a'»-,mB_,. 

Queste  forinole  danno  i valori  |>ciicrali  delle  incoguitc  per  mezzo 
delle  ri — 1 iiidetcrmiuate  ...ma-..  Lsatniiiandu  allculamcute 
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Ja  composizione  di  qiirsii  valori  , si  scoprirà  facilmente  che  i primi 
Icniiiiii  sono  de' valori  particolari  che  soddisfanno  all' equazione  propo- 
sia  , e che  gli  altri  termini  implicati  con  le  indeterminate  .. . 

debbono  esser  tali  che  sostituiti  ì valori  suddetti  nell'equazione  (i] , si 
distruggano.  Il  che  vuoi  dire  che  tutti  i termini  moltiplicati  per  m, 
debbono  soddisfare  all'equazione  (i)  priva  del  suo  ultimo  lermiue  ; 
quelli  moltiplicati  per  debbono  soddisfare  alla  stessa  equazione  man- 
cante de'due  ultimi  termini’,  e cos'i  di  seguito. 

43g.  AlHnchb  questa  proprietà  apparisca  piu  chiara  e si  conosca  quale 
funzione  esercitano  le  quantith  di  cui  si  compongono  i valori  delle  in- 
cognite, esporremo  la  seguente  analisi. 

Sieiio  7^,  ...  7,  de'valuri  particolari  delle  x che  soddisfanno 

all' equazione  (i)  ; sarh 


a„r„— «"-'y—i  — — o,y , = o„  ; 

e sottraendo  questa  eguaglianza  da  (i)  emerge 

y,,)— y.->) «.(*,  - y,)=o  ^ 

c facendo 

(7) 

si  avr'a 


“ — a e^  — a, * , r=  o , (8) 

Ja  quale  non  c che  la  stessa  equazione  proposta  priva  del  suo  ultiiiiu 
termine.  Da  ciò  risulta  che  se  si  trovano  per  le  z de'  valori  che  sod- 
dislàniio  alle  cquazioui  (^),  sar'a  iu  generale 

^»  = y»±«,  a-,_,  = 7,_.  + j._, , a:,  =7,+*..  (9) 

Si  divida  requaziotic  (8)  per  e si  rappresentino  con  le 
le  incognite  divise  per  z,  , si  avrà 

On~tX  n I — “ — <1^  O , ( t o) 


cr|uazionc  che  ha  un  incognita  di  meno  dell' equazione  (1).  Si  operi  su 
questa  crjuaziotie  come  si  c fatto,  per  la  (1),  e si  rappresentino  per 
7'„,7'«_, ....  de'  valori  particolari  che  la  s ddisfaniio.  Sia  inoltre 


-v',-,— 7'„_.  = +z',_,,  a-Va— y'i.-j  = Ì*'"-» 

— y'>  = ±*'.  i (") 
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c si  faccia  ancora 


( ) 


risullerb  I'  equazione 


I I » 


Ch-,x"^,  — a,x'\  — = 0 , 


cho  ha  un  iucognita  di  meno  della  (io),  o duo  incognite  di  meno 
della  (i).  Cosi  proseguendo  ad  o^K'ruie  c adultaiido  una  notazione  uni- 
forme , si  ai  riverii  fiualmenle  ad  uu'  equazione  con  due  soli  termini  , 
che  sarà 


— a,^.,  = o , ovvero  a,*/*~*)  — 
la  quale  , sopprimendo  il  fattore  cornane  ad  a,  ed  , 


f f fa— ]) 

<*.  ' — = t>. 


Si  avranno  dunque  le  relazioni  seguenti  : 


= o; 

si  riduce  ad 


r.,==*B  » 

<|*_  A/  *“■  * 

Sa— 1 

*’  r'  i*  r'  • 

« 

1 

*. 

or  a— 1 9 

...  - — j:g.,  , 

*1  1 

^pi  1 

1 “ q 

^ n i > 

* " — ar" 

..  -'-a:",- 

— , 

yff  — 

J " n 1 j 

s »— » 

— , 

('3; 

c 

1 

•a 

(»— i)  (»— >)  («— ,)  (*— J)  (n— »)  >) 

X — y —s  ) X — y , 

n n ' «—I  B— I B— I ' 


,(B-0 


. = 


Ì 
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ove  le  y,  y\y",  y'",-  ••  sono  de’valori  particolari  che  soddisfaDiio 

ris{M.'Uivamenlc  alle  equazioni' 

— a^ìXn-i — — > 

a,y„— — o,*'.— a,=;o  , 

— a,_jx",_j  — — a.=o  , 

(»3) 

(«-3)  (.-3)  (n-3) 

—«11-3  = 0 I 

f»-i)  («*“0 

« P— I * 

{«— l)  

— flp-i  o. 


1 valori  di  a^  , , a"j,  che  enlrano  nelle  relazioni  (laj 

sembrano  arbitrari  *,  tali  sono  in  elTctti , ma  però  debbono  soddisfare  aa 
una  condizione  , la  quale  si  scoprirà  facilmente.  £ evidente  che  ope- 
rando su  ciascuna  delle  equazioni  (|3)  come  si  è fatto  a]  n°  43/  per 
risolver  1’  equazione  (i)  che  c la  prima  delle  equazioni  (l.3)  , e ri- 
mettendo per  le  x i rispettivi  valori  in  s , e poi  supponendo  in  cia^ 
Senna  1’ ultimo  termìiie  eguale  a zero,  si  deve  necessariamente  pervenire 
alle  relazioni  seguenti  : 


<^.*.—«.*1  = 0,  d\z\.—  a\z\  = o , = o 


=oj 


('4) 


dalle  quali  si  ricava 


(i5) 


essendo  m,,ni  , r/ij,  . . . . m,-,  quantilh  indeterminate. 

Ciò  posto  , ^alle  relazioni  (ly)  si  possono  con  le  successive  sostituzioni 
trovare  i valori  delle  incognite  .t„,  x„_,,  x,_i,....x,. 

Ma  come  trattasi  ora  non  di  trovar  questi  valori  ma  di  studiare  la  loro 
composizione  , sono  necessarie  alcune  avvertenze  per  ottener  delle  espres- 
sioni più  semplici.  Avendosi  x,_=y,,  y^  -J-  quando  in  que- 

st’ ultima  espressione  si  va  a mettere  per  x'  il  suo  valore , non  è ne- 
cessario prendere  il  valore  cotnpleto  y'^  + , ma  basta  prendere  solo 

y',_  che  e un  valore  particolare  di  x\  , e poi  completare  il  valore  di 
a^„'aeS‘u"gciidovi  a'„.  Si  avra  cosi  x„=y  "+«,  y'„-}-s'„=y„+z,y'„-f*',x"  . 
Sopra  x' „ si  userà  la  stessa  avvertenza  e cosi  per  gli  altri.  Mettendo 
per  s,,  i',,  s'j,. . . . i valori'  (i5),  e osservando  che  le  z possono  avere 
il  segno  + perche  ciò  non  altera  i segui  delle  equazioni  (i3)  nelle 
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quali  »’  intenda  rimesso  t per  x , si  avr'a 


*5=y3±y'5<^."».  ±y"i*i\m,±d\mi  , 

*i±y.±‘^.»«.  i 

le  quali  forinole  fanno  conoscere  quali  sono  le  diverse  parli  che  dcl>« 
bouo  comporre  i valori  delle  incognite. 


44o-  Si  osservi  intanto  ebe  nelle  equazioni  indeterminate  non  basta 
ebe  i valori  delle  incognite  soddisfacciano  airequazione  data,  ma  per  esser 
completi  è necessario  che  contengano  n — i indeterminate  quando  n è 
il  numero  delle  incognite.  In  eflètli  si  può  supporre  che  r e<|uaziooe 
proposta  risulti  dall'  eliminazione  di  n — i incognite  fra  n equazioni 
contenenti  an — l incognite.  Or  se  dalle  n eqii.-izioni  (6)  si  faccia  l’e- 
liraiuazione  delle  n — i indeterminate  m,,. ...  ni,-i,  si  dee  ne- 

cessariamente ritrovar  1'  equazione  ( i). 

44i.  1 valori  (6),  quantunque  completi  e generali,  sono  tali  che  x, 
dipende  da  m,  , x,,  da  rn,  e , Xj  da  ed  , e io  generale 

ogni  incognita  dipende  da  una  indeterniinatà  di  più  dell'  incognita  che 
la  precede.  Si  possono  ottenere  anche  altre  fcrniule  generali  , nelle 
quali  ciascuna  incognita  non  dipenda  che  da  una  sola  indetermina- 
ta , e solamente  x^  dipenda  dalle  n — i indeterminate  che  entrano  nei 
valori  delle  n — i incognite  preceilenti.  Basterà  per  tale  oggetto  tro- 
vare de’ valori  per  le  a che  soildisfanno  all’ equazione  f K)  , e le  rela- 
zioni (^)  daranno  i valori  completi  delle  x , adottanuo  per  le  y i 
primi  termini  de’  valori  (ti). 

Ora  dalle  relazioni  (3)  si  ricava  '■ 

‘•,•=^'nd^-t=a’^d'n-tlU-}Z=a',,d',-,d'„-}d„-^=a'„d\~,d'n-ìd\-^ 
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£ così  pure  operando  per  gli  altri  valori  do' cocfflcicnii  , si  oUieuc 

Ofl  “ 4* . • . 

I — — d^ n-^id^ n—ìd^ > ■ . • d! ^d j 
dn-i  —d'^ìd'n-t- . . . d'ji^a'^,  , 

— d! n^\d' . • . d' ^d^a^n^jy 

(>6) 

«4  = d'id\d,a\  , 
a,  = d\d,a'i, 

«.  = > 

a,  = a,. 

Trovandosi  cosi  il  coelTiciente  decomposto  In  fattori  , c gli  altri 
cocflìcieiili  decomposti  pure  ne’  fattori  di  sara  facile  preiidir  per  le 
X de’  valori  tali  che  sostituiti  nell'  ciniazioiie,  ciascun  icrinine  al>bia  per 
fattore  comune  d' ,^,d' „-id' m-i . . . . d? ^d ^a\.  Si  potrà  dunque  fare 

15,  — d n~.id\^^id  (I— 4«  • • • d ^d^ci  ,wi,  ^ 
s,  = + d' „-,d! ^zd' . . . d'  a\m^  , 

Sj  = + d'i^xd'^ìd'^i ....  , 

(>7) 

s«— t »— j ) 

Ì.-1  = +o'„m„_.  ; 

i quali  valori  sostituiti  in  (8)  danno 

X ^±_a,m,  ttn,  + .... 

/I  1 1 a 4 

Riunendo  i primi  termini  de’  valori  (6)  co’  trovati  valori  per  le  x, 
si  avranno  i seguenti  valori  generali: 

X.  =a„».  +a'  d'm-ad'^j. . . . dd,ni,  , 

®.=  «..^1*.  ±n'y.-.rf'-3 ....  rf'.m. , 

•r*  = • • • d\m,  , (>3) 


a.-,_,  =za„^,j3,^3 +(i',ni,_.  , 
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Questo  forinole  presentano  sulle  (6)  il  vantaggio  di  poter  dare  im- 
mediatamente i miuiini  valori  positivi  clic  possono  prendersi  per  le 
incognite. 

443.  Prendiamo  per  es.  1'  equazione 

&P4  — axj  — 4*.  — — 5. 

Sarli 


c le  equazioni  da  cui  dipendono  le  a e ^ sono  : 

3x,  = i,  — = 3*4— »j  = ij 

dalle  quali  ricavasi 


c iuGne  , sostituendo  questi  valori  nelle  forraole  (i!ì)  si  ottiene 

X,  =5+3.1 .21»,  , X,  = 5.2  + 3m^  , X5  = 5 4 3 + Sw»,  , 
x^=5.2.3+3m,  +3i»,+«i5* 

ìì.  siccome  la  m,  , in  tutti  i termini  dove  entra  , ha  per  fattore  3 , si 
può  scriver  più  semplicemente /»,  invece  di  3m,,  perciò  che  «1,  c inde- 
terminata \ e si  avr'a 

x,=5+2»i,  , a:,=io+3/n, , x5=6o+3mj  , x^=3o+m,+2m,+m3. 

I minimi  valori  positivi  corrispondono  alle  ipotesi  »i,  = — 2 , m,= — 3, 
f»j  = — 19  , c si  avr'a  in  Gue 

x,  = l +2/»,,  x^  = i + 2m,,Xi  = 3 + 3/«i,  x.  = 3-f;n,  +2w,  + w.i. 


Digitized  by  Google 


( 33a  ) 

Pboblbma.  Decomporre  la  frazione  ^ in  frazioni  parziali  che  ah- 

B 

biano  per  denominatori  rispettivi  i fattori  che  entrano  in  B. 

Sia  j?  = ix/SyS  . . . . <u  , si  tratterà  di  fare 


^ . , *1 
■*‘7  » 


B 


ovvero 

A =/3y  ....  ®ar,  + «y ....  ®*_,  + «j3 .. ..  4 1-  «|3y . . . j;,  , 

la  quale  equazione  è sempre  risolubile  in  numeri  interi.  Dunque  quando 

la  frazione  — è numerica,  il  problema  è indeterminato,  e tanto  più 
B 

quanto  maggiore  è il  numero  de'  fattori  che  entrano  iu  £ . Se  però  la 

frazione  r-  c algebrica  , si  possono  dare  altre  condizioni  che  rendono 
B 

il  problema  determinato  , come  vedremo  io  seguito. 


ART.  III. 


Risoluzione  di  p equazioni  fra  n incognite , essendo  n'^p. 

443.  Si  abbiano  fra  le  n incognite  ®^a:ii-i,Xa-i,.  . . . ar,  le  equa- 
zioni rappresentate  da 

1^»— I fl»— a^ii— » . . . • ^ 

~ ...  b^X,—b^, 

— Ctt—ìX^—x  c^—xXh—x  ....  — e^x^  — y 

iXn— I — kit—^Xix—x  — ....  ÌC^X^  ' b ^X ^ 

Si  elimini  successivamente  una  delle  incognite,  per  es.  fra  la  prima 
e la  terza  , la  prima  e la  quarta,  ec. , o altrimenti.  Si  avranno  p — 1 
equazioni  fra  a — i incognite  , che  potranuo  esser  rappresentate  da 

(t^m—iXn—i  — “ d H~iXn—t  ......  U (l  ^ , 

b’.x-xX,-,  b'n-iX„-x — b\x,  — A',x,  = b\  , (u) 

• ^ «— c h^xXh—ì  ......  c ,aq  — c ^ , 


Da  queste  equazioni  si  elimini  x,_,  fra  la  prima  c la  seconda  , Ira  la 
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prima  e la  terza  , ec.  ^ si  avranno  p — a equazioni  fra  n—a  incogni- 
te , die  rappresenteremo  per 

— a"n-ìX^ì  — ....  — a",*,  — ■ o".ir,  = a"  , 

(3) 

- b"^3Xn-3 b",X,  — b'\x,  = , 

ec. 

Continuando  cosi  ad  operare  si  verranno  ad  eliminare  p — i incognite, 
e si  perverrk  necessariamente  ad  un'equazione  sola  fra  n — />+»  inco- 
gnite che  potrà  essere  rappresentata  per 

n — p*i  Xn—p*t  n—pXr^p'^~^ H-p-^lXn — p—t'^^n — p^»Xn—^^%  ...  . 

Quindi  al  sistema  di  equazioni  (i)  si  può  sostituire  il  sistema 


a„x„ — — a,_,x,_,  — — — a,ar,  r=  o„  , 

H — latfl— — ^ , 

a",-,Xn-,  — — o",*.— o",x,=a"„,  (5) 

. ••  *,  •••••<•  • •••*»•  ••• 

^M—p*iXit^p*i  — j4n—^n^p^^An—p—iXn—p—\“^  ....  A^X^^^j4^X^  , 


nel  quale  ogni  equazione  contiene  un'  incognita  di  meno  di  quella  che 
la  precede. 

Risolvendo  1'  ultima  delle  equazioni  (5)  per  mezzo  delle  regole  date 
nell' art.  prec.  , c facendo  per  brevità  n — /i  4*  avranno  in 

generale  de'  valori  della  forma 


ir.=y.+B."»,)®.=y.+«.'«.>^'5=ys+^’5'”s) *>-«  =yr_. 

x^  = y^-\-A^m^+A‘,m^+A’^m^ + A'^-.m^-.. 

Sia 


Sr^tXf*z  — 


■ — ■®.*1  = -®o  (7) 


r equazione  che  precede  l' ultima  delle  '(5)  , cioè  quella  che  contiene 
di  più  la  aTr-i.  Sostituendo  in  essa  i trovati  valori  di  a;,,  x- 
si  avrò  un'equazione  fra  l'incognita  x,-,  e le  r — 1 indeterminate 
m,,  nij,. . . . m,w,  , che  potrò  in  generale  essere  rappresentata  da 


B„,x^,  — — Mr-tnir-,  — ....  — — Af,m,  = .W^.  (8) 

Qui  può  darsi  il  caso  che  tutti  i coefficienti  M^,  , ....  M , M, 

e il  termine  noto  yT/„  sieno  divisibili  per  Br^x  ; allora  effettuando  la 
divisione  si  ottiene  immediatamente  il  valore  di  x.-,  per  mezzo  delle 
stesse  indoterrainate  m,,  ni,,  m,,. . . . m,.,.  Ma  se  tutti  i coefficienti  fos- 
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sero  divisìbili  per  Br,,  senr.a  che  lo  fosso  la  (piantiih  nota  , si 
avrebbe  un  caso  d'  impossibililci  , giacche  la  detta  eijuazione  non  po- 
tendo esser  risoluta  in  nmneri  interi  , il  sistema  di  equazioni  (i)  sa- 
rebbe impossibile  , cioè  non  potrebI>e  ammetter  soluzioni  in  numeri 
interi.  Il  caso  generale  però  è quello  in  cui  i coeiitcieati  dell'  equa- 
zione (7)  non  abbiano  alcun  fattore  comune.  Allora  si  risolverli  V c- 
.quazioue  considerando  m,  ,/n,,  ntj,  ....  mi— t pure  come  incognite.  1 
y valori  che  si  ottengono  [ler  ii-t  5 ntr-i  , nir-,  ....  m,  , m,  saranno  in 
generale  della  forma  seguente  : 

*1-1  — yni  -fr  A/,/,  -4-  + .Wj/j  q-  . . . . + A/i— i/r_i  ; 

-J-  ^r—Jr—i  ) 
tWi— *— tip—»  -4-  2/1— > ^ 


'”.  = (*.+  > 

+?.^- 

Sostituendo  questi  valori  di  m,,  m,, . . . . nelle  formule  (6),  ed  unendo 
a questi  valori  il  ritrovalo  valore  di  a'r.i,  si  avranno  i valori  delle  r-J-i 
incognite  aTj,  a:  . . . . espresse  per  mezzo  delle  r—i  iiidcleriiiinalc 
Ir-i  die  saranno  della  funna 

*.  =y'. » *.=/',+?, '’Ai 

*r—V'r  + ■ • • • + A'r-t^r-llr-f,  (^) 

Xr*i  -4“  A/j/,  *4-  A/^/^  -4-  4“  • • * ' "1*  AX— i^r— !• 

Rappresentando  per 

Cr^jXr*t  Cr*-iXr*i  — ....  C ^ ^ o 

r equazione  che  nel  sistema  (5)  precede  la  (7)  , e sostituendo  in  essa 
i valori  trovali  (g)  per  a;,,x,,arj.  . . . Xr. ,,  si  avrà  uu’ ecpiaziunc  fra 

l'incognita  Xr.,  e le  r — 1 iudelermiuatc  che  potrà 

essere  rappresentata  da 

Cr*xXr*i  Xi— 1/1— 1 — Lir^tlr—i  —,  . • • — 

Operando  su  questa  , come  sull’ equazione  (8)  , se  non  sarà  impossibi- 
le f darà  per  le  / e per  x,.,  de’  valori  della  forma  seguente  ; 

Xr.1  =yr-2  + X,A,  -4-  L' -4-  X'jItj  -4*  • • • • + L'r^ikr-I  , 

ir—t  — ^1— I *4-  — I ) 

X-2  = 1 *4"  4^r— a^r— 1 ) 


^2  + > 

^1  — ^1  + A,!',  i 
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i quali  valori  <11  • ••  soslìtuiti  in  (9)  danno  per  le  incognite 

de' valori  espressi  per  mezzo  delle  indeterminato  Ir,,.,..  Ar-i)  c sono: 


=y"i  > 

*3  —7"i  +-l5?S*’S^3> 


<T, 1^1  • • • . + -lé' i (il) 

Xr*i  *1“  ^ *Ì*  ■ * « • “l*  i , 

aTr*»^^yr.a  "l*  ^ "1*  ....  Ar 

Cos'i  proseguetido  ad  operare  si  troverebbero  tutte  le  incognite 
ìEj  . . . . a:  espresse  per  mezzo  di  n — p indeterminate , <»seado  n il  nu- 
mero delle  incognite  e ^ il  numero  delle  e<]uazioni. 

Qui  fa  d’  uopo  rammentare  ciò  che  abbiamo  gib  detto  al  n°  44*1  •> 
cioè  che  per  esser  completi  i valori  delle  incognite  , debbono  conte- 
nere n — p indeterminate  cioè  tante  quanto  è l’ eccesso  del  numero 
delle  incognite  sul  numero  delle  equazioni.  Di  fatto  si  può  supporre 
che  le  p equazioni  date  sicno  il  risultaraento  dell'  elimin.azione  fra  n 
equazioni  ed  n-\-n — p incognite  ; e i valori  che  si  ottengono  per  le 
incognite  debbono  esser  tali  che  eliminando  le  n — p indeterminate  si 
riproduca  il  dato  sistema  di  equazioni. 

444-  proposto  il  seguente  esempio  : 

3xj  — 2x4  + 41X,  — 7.V,  + 3x,  =8, 

.Tj  — 3x,  + 6x,  + 5x.  — 2x.  = — 7 , (12) 

2*3  — *4  — 3x,  + 2X,  — *,*  = — 3. 

Eliminando  x,  tra  la  prima  e la  seconda  , e poi  tra  la  seconda  c la 

terza  , si  ha 


7x,  + 23x,  — 22X.  + gx,  = 29  , 

5x,  — i5x,  ~ 8x^  + 3x,  = 11. 

Da  queste  eliminando  la  x,  si  ottiene 

iioxj  — 27X,  + I2X,  =34. 

Risolvendo  questa  equazione  per  mezzo  delle  formole  (i8)  del  11°  441 
si  ottiene 

X,  = — 34  + 1 lom, , X,  =4  + iiom,  , Xj  = 5 — izr/i,  + 2;m,. 


(.3) 

(‘4) 
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Sostituendo  questo  valore  nella  seconda  delle  equazioni  (a)  si  ottiene 
= 220  — 5iom,  + I285m,  ; 

e siccome  tutta  l’ equazione  è divisibile  per  5 si  ha  immediatamente 
<e^  = 44  — io2«,  + nS/TO,. 

Sostituendo  i valori  d' nella  seconda  delle  equazioni  (i  i), 
si  ha 

»5  = 7 — '4«*.  + Sgm.. 

I minimi  valori  positivi  si  ottengono  facendo  nelle  formole  m,  = i, 
ITI,  = I j e si  avrk 


= 76  + iiom,  , 

X,  = ii4  + «ioni,  , 

jcj  = 20  — i2m,  + ^ 

*4  = igg  — io2m,  + aS^m,  , 

X5  = 52  — i4m.  + ógm,. 

Facendo  In  queste  formole  m = o,  = i.=32,ec.  si  avranno  tutti 
i sistemi  di  valori  che  possono  soddisfare  alle  equazioni  proposte. 

44^-  1-  Problema.  Si  cerchi  un  numero  x tale  che  le  tre  espressioni 

3x — IO  iix-4-8  i6x— I 

, , — = sieno  numeri  interi. 

o?  . 5 

Si  faccia 


3x — IO  1 IX  4-8 


i6x— I 


■=x. 


(,5) 


Si  ricaverà 

3x — 7x,  = 10,  17X,  — iix=:8,  i6x— 5x5  = 5.  (16) 

Ciascuna  equazione  non  contenendo  che  due  incognite , è inutile  far 
r eliminazione.  Così  cominciando  dall’  ultima  si  ha 

x=zì+5m^  X5  = 3 + i6ffi.  (17) 

Sostituendo  questo  valore  nella  seconda  , si  ha 

17X.  — 55m=i9,  (18) 
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U quale  dk 

X.  z=  7.7  + , m = 8 + 

Sostituendo  questo  valore  di  m ne'  valori  (17)  di  x e x,  , si  ha 

x = 4>  +5.17/», , Xj  =27  + 55m,  , Xj=  i3i  + 17.16AW,.  (19) 

Portando  questo  valore  d'  x nella  prima  delle  equazioni  (16)  si  avrh 
7x,  — 3.5. 1701,  = 1 13  , 

da  cui  si  ottiene 

X, =89  + 3.5.17^/1,,,  //»,  =a  + 7m,. 

Sostituendo  questo  valore  di  /n,  ne’ valori  (19)  si  avrh  in  line 

X =211  +7.  5. 17m,  , 

= 89+3,  5.177»,  , 
a-.=  137  + 5.II.  7771.  , 

Xs  = 675  +7.17.16/7»,. 

Il  più  piccolo  numero  richiesto  è x = 2ii.  Si  poteva  evitare  di  tro- 
vare i valori  di  X,,  X,,  Xj,  risultando  questi  immediatamente  dalle  for- 
mole  (i5). 

446.  n.  Problema.  Dati  i prezzi  a,,  a,,aj,....a„  delle  unitù  di  diverse 
sostanze,  determinare  le  quantità  x,,x,,Xj,  . . . x„  di  materia  di  cia- 
scuna sostanza  , afTìnchc  col  loro  mescuglio  ne  risulti  un  composto , il 
cui  prezzo  per  1’  uuitù  sia  k. 

Essendo  a,  il  prezzo  dell’  unita  della  prima  sostanza  , la  quaiititù 
X,  costerà  a,x,,  e similmente  a,x,,  UjXj,.  . . . o^,x„  saranno  i prezzi  ri- 
spettivi delle  quantità  di  ciascuna  sostanza.  Sicché  si  ha  immediatamente 
r equazione 

+ Os's+®*^4-  • • • + «„*„  = *(*.+ ir. +a-s+. hxj, 

ovvero 

(«.  — — *)a^.  + («s— *)*»  + + (a„— *)x„=o. 

I valori  delle  incognite  si  otterranno  per  mezzo  delle  formole  (17^  del 
II’'  44'  dopo  aver  decomposti  ì coefficienti  secondo  il  metodo  ivi  as- 
segnato. 

A questo  problema  è relativa  la  regola  di  alligazione  ( V.  Arit. 

n"  igo  ). 

Per  farne  un’  applicazione , prendiamo  il  seguente  esempio.  Si  abbia 
deir  oro  al  titolo  0,906 , cioè  con  906  di  lino  sopra  1000  , e dcl- 

aa 
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l’ altro  al  titolo  0,877  , si  vdoI  sapere  in  che  proporzione  si  debbono 
unire  queste  due  masse  , affinchè  ne  risulti  un  composto  al  titolo  0,900. 
Si  avi'h  I 

9o6x,  + 877*,  = 900  (.T,  +x,)  , 

ovvero 

X a3 

Sa-, — = o , d’onde  — = — . 

a-,  o 

Da  ciò  risulta  che  per  ogni  u3  parli  della  prima  massa  bisogna  met- 
terne 6 della  seconda.  £ siccome  qui  si  tratta  del  rapporto  delle  due 
masse,  si  può  (are  in  generale 

X,  = a3m  , =:  6m. 

Se  fosse  data  la  quantità  p che  deve  comporre  il  mescuglio  , si 
avrebbero  le  due  equazioni 

*1  + *.  + »3  + • • ■ • + 

a.x.  -1-  o^ar,  + «53:3  + . . . . +a„a;„  = */Jj 

d'  onde , eliminando  a:,  , si  ricava 

(a,  — o.)x.  +(«5— ajarj  + +(«„—«.  =/>(*— a, ), 

equazione  facile  a comporsi  in  ogni  caso  particolare. 

Se  si  trattasse  di  due  sole  sostanze,  il  problema  diverrebbe  determi- 
nato } giacché  si  avrebbero  le  due  equazioni 

*,  +-r,  =/'i  > 

dalle  quali  ricavasi 

. />(*—“.) 

X — ) X — ■ ■ • 

o,— a,  n,  — 


\ 
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PARTE  SECONDA 


DBI.LE  FUNZIONI. 


CONSIDERAZIONI  GENERALI. 


44?  ■ Finora  aLbiamo  considerato  le  quantità  come  aventi 
un  valore  determinato  o da  determinarsi  dietro  condizioni 
date , e le  abbiamo  per  tal  riguardo  distinte  in  cognite 
ed  incognite.  Occorre  però  in  molte  ricerche  di  considerar 
le  quantità  come  capaci  di  variar  di  valore , e allora  sor- 
ge un’altra  distinzione,  in  quantità  costanti  e Mariabili ^ 
essendo  costanti  quelle  ebe  in  un’  espressione  algebrica  con- 
servano sempre  il  medesimo  valore.  Il  più  delle  volle  le  co- 
stanti s’  indicano  con  le  prime  lettere  dell’alfabeto,  le  va- 
riabili con  le  ultime.  Si  badi  u non  confondere  le  incognite 
con  le  variabili , perciò  clic  il  punto  di  vista  d’  onde  con- 
vien  guardarle  è diverso.  Per  le  prime  si  tratta  di  asse- 
gnar tutti  i valori  o sistemi  di  valori  die  possono  soddisfare 
alle  condizioni  rappresentate  dalle  equazioni  ; per  le  altre 
si  tratta  di  detenni narc  tiitt’  i valori  che  possono  assumere 
col  passare  fra  due  limili  dati  per  lutti  gli  stati  di  gran- 
dezza. 

448.  Ogni  espressione  algebrica  comunque  composta  di 
quantità  costanti  e variabili  si  dice  una  funzione  di  que- 
ste variabili  ; e se  due  o più  variabili  sono  congiunte  per 
mezzo  di  equazioni  sicebè  dato  un  valore  ad  alcune  di  esse 
si  possa  determinar  quello  delle  altre  , queste  si  dicono  fun- 
zioni di  quelle.  Le  variabili  clic  ricevono  un  valore  arbitra- 
rio si  dicono  indipendenti , c le  altre  sono  funzioni  delle  va- 
riabili indipendenti.  Per  esempio  le  espressioni 

a + .r  , ax  , a 

sono  tre  funzioni  d’ar;  le  quali,  essendo  variabili,  si  possono  rap- 
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presentare  per  un’  altra  variabile  y , scrivendo 

y = a+x  , y=ax  , y=:a‘.  (0 

Se  poi  si  ha  1’  equazione 

axy'  — hx'y  + ex  + d , (2) 

secondo  che  si  vorrK  considerare  x oy  come  indipendente, 
sarà  y funzione  d’a:,o  a;  funzione  d' y. 

44q.  Le  funzioni  clic  sono  immediatamente  espresse  per 
mezzo  delle  variabili,  come  in  (1),  si  chiamano  ida 

quando  sono  date  le  relazioni  che  coii{,Mungono  le  variabili, 
siccome  in  (a),  le  funzioni  si  chiamano  implicite,  e non  pos- 
sono divenir  esplicite,  se  non  risolvendo  l’ equazione  rispetto 
alla  variabile  dipendente. 

450.  Le  funzioni  si  distin^^uono  in  diverse  specie  secondo 
le  operazioni  che  congiungono  le  quantità  variabili  con  le 

costanti.  . , . , 7 .• 

Si  dividono  primicramcule  in  algebriche  c trascendenti 

Si  dicono  algebriche  quelle  che  si  possono  esprimere  con 
un  numero  limitato  di  termini  ne’ quali  le  variabili  sono  con- 
giunte con  le  costanti  per  mezzo  di  operazioni  algebriche  ; 
e trascendenti  quelle  che  non  potrebbero  essere  espresse  da 
un  numero  limitato  di  termini  ne’  quali  le  quantità  che  li 
compongono  sono  legate  per  mezzo  di  operazioni  algebriche. 
Sono  trascendenti  le  funzioni  ov’  entrano  esponenziali,  loga- 
ritmi e in  generale  tutte  quelle  che  non  si  possono  otte- 
nere senza  concepire  un  numero  infinito  di  operazioni  alge- 
briche. , . . 7- 

Le  funzioni  algebriche  si  dividono  ancora  in  razionali  e 

irrazionali.  Diconsi  razionali  quelle  nelle  quali  la  variabile 
non  è affetta  da  radicali  , o da  esponente  frazionario  ; e ir- 
razionali le  opposte.  ^ j.  • 

Di  più  le  razionali  si  dividono  ancora  in  intere  0 frazio- 
narie. Le  intere  sono  quelle  che  non  contengono  alcun  ter- 
mine nel  quale  la  variabile  si  trovi  collocala  nel  denomina- 
tore > o affetta  da  esponente  negativo;  le  frazionarie  son  quelle 
che  contengono  la  variabile  nel  denominatore. 

451.  In  alcune  funzioni  per  ogni  valore  'della  variabile 
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corrisponde  un  sol  valere  della  funzione  , in  altre  più  va- 
lori disiinii  5 il  die  ha  dato  oeeasione  a disiinj^uer  le  fun- 
zioni in  uniformi  e multiformi.  Per  es.  — a;^  è una  fun- 
zione biforme,  perchè  ad  ogni  valore  d’ a- corrispondono  due 
valori  per  la  funzione. 

45a.  Le  funzioni  si  dividono  ancora  in  dis’crsc  specie  se- 
condo il  modo  come  son  distribuite  le  variabili. 

Cosi  una  funzione  di  molte  variabili  si  dice  simmetrica , se 
conserva  lo  stesso  valore  , allorché  si  cambia  una  variabile 
ncir  altra. 

Una  funzione  di  molte  variabili  x , y , z , ec.  di  grado 
m si  dica  omogenea,  quando  scrivendo  tx  in  vece  d’or,  ty 
in  vece  d' y , ee.  conserva  la  stessa  forma  ed  acquista  il  fat- 
tore t". 

Molte  altre  distinzioni  si  fanno  sulle  funzioni  ; ma  queste 
o sono  facili  ad  intendersi , o saranno  a luogo  opportuno  di- 
chiarate. 

453.  Un’espressione  algebrica  , composta  di  quantità  de- 
terminale a , 6 , c , ec.  , che  può  variare  per  effetto  delle 
permutazioni  delle  dette  quantità  , si  dice  anche  funzione 
delle  dette  quantità.  Poi  per  estensione  di  nomenclatura  si 
dà  il  nome  di  funzioni  anche  a qtielle  che  sono  invariabili 
perchè  simmetriche;  e qualche  volta  anche  a quelle  compo- 
ste interamente  di  quantità  costanti. 

4f>4-  l^r  indicare  una  funzione  di  una  o più  quantità 
senza  determinar  la  natura  di  questa  funzione  , si  scrive 

f(x),  F(x)  , ?(a-)  , ec. 

F(x,y,i),ec. 

Le  prime  tre  sono  P indicazione  di  ire  diverse  funzioni  di 
X,  la  quarta  di  una  funzione  d’  x e d'y  , la  quinta  d’ a; , 
r , z ; ce.  Si  riguardano  sempre  come  diverse  le  lùnzioiii  che 
sano  indicate  da  una  lettera  diversa. 

Qualche  volta  s’ indica  una  funzione  anche  con  la  varia- 
bile dipendente  affetta  da  un  indice  variabile.  Così  essendo 
u funzione  d’  x , si  scriverà 

455.  Una  funzione  varia  di  una  m>iuicra  continua  tra  due 
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limili  dati  , quando  ad  un  aumento  picciolissimo  della  varia- 
bile corrisponde  sempre  un  accrescimenio  anche  picciolissimo 
della  funzione.  Per  es.  J\x)  sarà  funzione  continua  d’  x fra 
due  limiti  dati,  quando  per  ogni  valore  d’  x compreso  tra 
dati  limili  il  valore  numerico  dell’  espressione 

/(x  + *)  -f{x) 

diminuisce  indefinitamente  con  h. 

456.  Allorché  in  una  funzione  csplicila  si  danno  alla  variabile  dei 
valori  procedenti  con  legge  determinala  , come  per  es.  i numeri  na- 
turali , i valori  della  funzione  che  ne  risultano  costituiranno  una  serie. 
Per  es.  nella  funzione 


= a X 

facendo  successivamente  xxzo,  = 1 , =2, . . . —n,  ne  risulterà  la  serie 


che  come  si  vede  non  è che  una  progressione  per  diU'ercnza  (n°  3oo). 

S’ intende  in  generale  per  Serie  un  aggregato  di  termini  che  pro- 
cedono con  legge  determinata  , per  effetto  della  quale  la  serie  può  esser 
prolungata  all'  infinito. 

Una  delle  operazioni  che  si  fanno  sulle  serie  consiste  nel  determi- 
nare , cioè  la  funzione  che  d'a  la  legge  di  dipendenza  de’  termini , 

e che  chiamasi  Termine  generale.  L'altra  operazione  consiste  nell’as- 
segnare  un’altra  funzione  di  n che  rappresenti  l'aggregato  de’ primi 
n termini  ; « questa  espressione  se  converge  , a misura  che  cresce  n , 
verso  un  limite  fìsso  s , la  serie  sarà  convergente , ed  s ne  sarà  la 
somma.  Al  contrario  se  s„  non  converge  verso  alcun  limite  fisso  , la 
serie  sarà  divergente  e non  avrà  somma.  Nelle  progressioni  per  quo- 
ziente, è il  termine  generale  ( n"  3io)  , ^ la  somma  de’ 


primi  n termini  ( n”  3i6  ) , e 


la  somma  di  tutta  la  progres- 


sionc  nel  caso  di  (n°  3i8). 

Tutte  le  funzioni  , le  sole  intere  eccettuate  , si  possono  sviluppare 
in  una  serie  infinita  di  termini  che  procedono  secondo  le  potenze  della 
variabile.  £ la  serie  sarà  tanto  più  utile  per  ottenere  il  valore  appros- 
simato della  funzione  quanto  più  rapida  è la  convergenza. 
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C A P O L 


VARIAZIONI  DELLE  FUNZIONI  INTERE  d'  UNA  VARIABILE. 


467.  Una  funzione  intera  d’  x di  grado  n si  riduce  ge- 
neralmente alla  forma 


“o*”  + + + a„-iX  + «„  ; (i) 

o pure,  facendo  — = , cc.,  all’alira 

**0  “o 

*"  + ‘ + Àx—'  + -4-  A,-^x  + , (a) 

in  cui  , .</,  , Ai  , sono  quantità  positive  o nega- 

tive, e alcune  di  esse  anche  nulle. 

458.  Teorema  I.  In  una  funzione  intera  d’ a;  ordinata 
secondo  le  potenze  discendenti  della  variabile  , facendo  cre- 
scer X indefinìtuincnle,  si  deve  linalinente  arrivare  a un  punto 
dopo  del  quale  la  funzione  conserverà  costantemente  il  segno 
del  primo  termine. 

In  effetti  la  funzione 


+ + a^,.v  + (i) 

si  può  metter  sotto  la  forma 


«y  (<  + “ + + 

V a X a.  .T* 


a x>*~ 


u ' 


(^) 


ed  è evidente  che  siccome  le  frazioni  — , , ec.  diml- 

u^x  ’ a^^x'  ’ 

nuiscono  indefinitamente  a misura  che  cresce  a;(  n“  ia8), 
si  deve  necessariamente  arrivare  a un  valore  d’ x che  renda 
J.t  somma  de’  valori  numerici  di  tutte  queste  frazioni  minore 
di  1.  Dopo  questo  punto  la  quantità  chiusa  tra  parentesi  si 
manterrà  sempre  positiva  , e il  segno  del  risultamento  sarà 
(|ucllo  del  primo  termine  a^x". 

Siccome  il  primo  termine,  per  la  condizione  richiesta , dc- 
v’  esser  maggiore  della  somma  de’  valori  numerici  di  tutti  gli 
altri,  chiamando  A. , A, , A, , cc.  i valori  numerici  delle  fra- 
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zioni  - , — , — , SI  dovrà  avere 

«o  "o  «= 

*•  > A ,x—  + A.x«  + + A,.  (4) 

Dippiù  se  H è il  massimo  de’ coeflìcienii  Ai,  A.,  Aj,....A„, 
è chiaro  che  per  soddisfare  alla  condizione  (4)  basterà  deter- 
minare per  X un  valore  che  verifìchi  la  condizione 

a”  > U (a;"-'  x—*  + x""’  +....+  x + l ) (5) 

Ora  la  (5)  equivale  a 

x"  > H.  ovvero  x"  > (x’ — I ),  (6) 

ar—  1 X—  I 

alla  qual  condizione  si  soddisfa,  facendo — ^ = i,  d’onde 

ar  = H + i.  Da  ciò  risulta  che  quando  facendo  crescer  x si 
arriva  ad  un  numero  egiuale  al  valor  numerico  del  massimo 
cocfliciente  accresciuto  dell’ unità,  la  funzione  conserverà  sem- 
pre il  segno  del  primo  termine. 


45g.  Teorema  II.  In  un  polinomio  ordinato  secondo  le  po- 
tenze ascendenti  d’  x , facendo  diminuire  x si  arriverà  neces- 
sariamente ad  un  valore  dopo  del  quale  il  segno  del  risulta- 
memo  dipenderà  dal  segno  del  primo  termine. 

Sia 


ax"  + ix-*>  + cx"*>  +....  + /x"  (7) 

il  polinomio  dato,  nel  quale  alcuni  de’ cocilicieiiti  ò,  c,ec 
possono  esser  nulli.  È chiaro  che  messo  questo  polinomio 
sotto  la  forma 


a 


) 


(8) 


la  quantità  tra  parentesi , a misura  che  diminuisce  x,  con- 
vergerà verso  r unità  ; e perciò  deve  finire  con  1’  esser  co- 
stantemente una  quantità  positiva.  Allora  il  segno  del  poli- 
nomio dipenderà  dal  segno  del  primo  termine. 

Inoltre  è chiaro  che  se  si  trova  per  x un  numero  che  renda 
il  primo  termine  minore  della  somma  de’  valori  numerici 
di  tutti  gli  altri , per  tutti  i valori  d’  x inferiori  a questo 
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numero,  il  risultamento  conserverà  sempre  il  segno  di 
Se  H è il  più  grande  valore  numerico  de’  coeflicienti  à y c , 
d, . . .1 , è chiaro  che  basterà  trovare  per  x un  numero  che 
verifichi  la  condizione 

ax”  > Ha:"*'  + ) , (9) 

che  equivale  ad 

I — X"—  . 

a > Ha: . , (10) 

1 — a: 


alla  quale  si  può  soddisfare  facendo 


Hx  a 

, da  CUI  X = 


« + H ’ 


(") 


460.  Sia 

/( a)  = ax"  + ix'’  + ex’  + . . . . (la) 

un  polinomio  intero  , ordinato  secondo  le  potenze  ascendenti 
d’  X.  Siccome  si  può  dare  ad  x un  valore  tanto  piccolo , 
sicché  la  somma  di  tutti  i termini  che  seguono  il  primo  ab- 
bia il  segno  del  secondo  termine , per  picciolissimi  valori 
d’  X , sarà  f[x)  > ax"  se  il  secondo  termine  è positivo , e 
y'(ar)  <C  ax"  se  negativo. 

Da  ciò  segue  che  se  jo  è di  grado  impari , e sia  ^ il  nu- 
mero determinato  dalla  forinola  (11),  per  tutti  i valori  com- 
presi tra  x — l,  ed  x =.  — /,  la  differenza y'(*)  — ax"  cam- 
bierà di  segno  con  ar  ; e se  è di  grado  pari,  la  differenza 
stessa  per  tulli  i valori  eompresi  tra  i limili  x=/,  «= — I 
avrà  costantemente  lo  stesso  segno  di  b. 

Quindi  se  si  ha  n = o ^ e p h numero  pari  , cioè  se  si 
tratta  del  polinomio 


/(x)  =r  a + bx‘“‘  + ex’  + . . . . 

per  lutti  i valori  d’ x compresi  tra  x — l,  x~  — / sarà  co- 
stantemente y\'x)>- « se  ò è positivo,  e f{x)<ia  se  nega- 
tivo ; e il  valore  di^(x)  che  corrisponde  ad  x = o,  cioè  a, 
sarà  nel  primo  caso  il  più  piccolo,  nel  secondo  il  più  grande. 
Questi  valori  delle  funzioni  clic  sono  più  grandi  o più  pic- 
coli di  lutti  i valori  vicini  , si  dicono  massimi  o minimi. 

461.  Teorem.\  III.  In  un  polinomio  intero  rispetto  ad  x 
è sempre  possibile  far  variare  x in  modo  che  l’auuiculu  che 
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riceve  il  polinomio  sia  minore  di  una  quaiuiià  data  l , per 
quanto  piccola  essa  sia. 

Rappresentando  per  J'(x)  un  polinomio  dato,  e per /’'(*), 
....  le  derivate  successive,  e dippiù  rappre- 
sentando per  /(a)  , f(a) , ec.  ciò  che  divengono  queste 
funzioni  quando  si  fa  x = a , sarà  ( n°  lai  ) 

/(  a + y ) =/(a)  +/  (a)  y + .jy*  + ....+  y" } ( i3) 

c 1’  aumento  che  rieeve  il  polinomio  , quando  il  valore  a 
d’  X si  aumenta  della  quantità  y sarà  espresso  da 

+ ••••+/• 

Secondo  la  condizione  si  deve  avere 


alla  quale  ineguaglianza , chiamando  H il  massimo  valor  nu- 
merico dc’coeflicicnli  d’j',  si  può  soddisfare  facendo  (u"459) 


k 

^ ~ IT+n  ■ 


(■4) 


Dunque  facendo  variare  x per  gradi  insensibili , anche  il 
polinomio  varierà  per  gradi  insensibili  ; cioè  un  poliiiomio 
intero  rispetto  ad  x varia  di  una  maniera  continua  tra 
a?  = 00  e a:  = — oo. 


46a.  Se  i coellìcienti  d’ x nella  funzione  (i)  fossero  espressioni  im- 
' maginarie  della  forma  aJ^ÌAj — i , si  avrebbe 

= (“o  + *uV— *K+(".+è.V-i>""'+-  • • • +“„+è„V— ‘ 1 ('5) 

la  quale  prende  la  forma 

n,  a'"  +(7 , .T"~'  + .. . . ^ +(^0*" 1 +^,0'»-’  + . ...  +6,  )V--  ' » 

cioè 

?(■*•)+ •1(^)V— » > ('•^) 

perciò  una  funzione  inlera  ed  immaginaria  d’  x si  può  supporre  o 
della  forma  (i5)  o della  (iG)  in  cui  e +(*)  sono  funzioni  reali. 

Supponendo  che  i valori  d’  x che  si  sostituiscono  in  (i5)  sicno  au- 
che  della  forma  u ‘V-« . per  paragonare  i valori  della  funzione 
curris|K>ndcnti  a due  diversi  valori  della  x , bisogna  fare  il  confronto 
de’  loro  moduli  (n”  270).  Ma  di  questo  argomento  tratteremo  in  seguito. 
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CAPO  IL 

TRASFORMAZIONI  DELLE  FUNZIONI  RAZIONALI. 

ART.  I. 

Decomposizione  delle  funzioni  intere  d’  x. 


465.  Sia 

+ + y4„^,X  + (t) 

un  polinomio  inlero  rispetto  ad  x , che  indicheremo  per  f(x'). 
Rappresenti  Q il  quoziente  della  divisione  di  f(x)  per  lo 
binomio  di  primo  grado  x — a,  ed  Jt  il  resto.  Il  quale,  do- 
vendo in  generale  esser  di  un  grado  minore  del  divisore,  non 
conterrà  x.  E si  avrà  l’ identità 

/(.r)=  <?(.r -«)  + /{.  (2) 

Se  in  (a)  si  fa  x z=  a si  avrà  /(«)  = Ji  ; cioè  si  ottiene 

il  resto  di  un  polinomio  diviso  per  x — a , sostituendo  a 

in  vece  d’ a:  ; e viceversa,  volendo  il  risuliamenlo  della  so- 
stituzione di  a in  luogo  d^  x in.  un  polinomio,  basterà  cer- 
care il  resto  della  divisione  del  polinomio  per  x — a. 

11  quoziente , dovendo  esser  necessariamente  un  polinomio 
di  grado  n — i , sia  rappresentato  per 

X-—  + + ....  + 5 

e si  avrà  identicamente 

f{x)  = ( x — a)(  +....  + 7?„_.  ) + /?  , 

ovvero 

a:"  + + + 

= +(.B  — +{B^-aBJx'<-^  + ... . : 

eguaglianza  che  si  risolve  nelle  seguenti  (n”a43): 

y1,=B,-a,  A=B—aB,,  A^=B^-aB,, A„=.R-aB^^  , 
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d’  onde 

•ff,  +fl  , =A,  + o5, , 5,=  +a5,  , . . . . (3) 

Serciò  i coefficienti  del  quoziente , e il  resto  si  formano  l’ uno 
all’  altro  con  la  medesima  regola  ; cioè  ogni  coefficiente  si 
compone  della  somma  del  coefficiente  precedente  moltipli- 
cato per  a , e del  coefficiente  dello  stesso  posto  nel  dividendo. 
Sia  per  es.  il  polinomio 


ax*  — gx^  + ax*  + 8x*  — 5x  + 4 

che  si  debba  dividere  per  x — a.  Per  maggior  facilità  si  dis- 
porrà il  calcolo  nel  modo  che  qui  si  vede  : 

Divid.  ax‘ — gx^  + 2x' + 8x*  — 5x  + 4 Divis.  x — a 
+ 4 — IO  — i6  — i6  — 3a 

Quoz.  2x'  — 5x* — 8x* — 8x  — ai| — 28  Resto 

cioè  scritto  il  primo  termine  aar"*,  sotto  il  secondo  termine  si 
scriverà  -1- 4 = 2X2;  ottenuto  il  coefficiente  — 5,  sotto  il 
terzo  termine  si  scriverà  — 10  = — 5X3;  e così  di  seguito. 

Allorché  si  cerca  il  risultamento  della  sostituzione  di  a in 
luogo  d’ a;  in  un  polinomio,  in  vece  di  praticare  la  sostitu- 
zione , giova  preferir  questa  operazione  cV  è di  gran  lunga 
più  breve. 

464.  È facile  con  la  legge  indicala  formare  i coefTIcicnii 
in  modo  che  ciascuno  sia  indipendente  da’  precedenti.  In- 
fatti dalle  relazioni  (5)  con  le  sostituzioni  successive  si  ricava 

B^t=A^i  -I-  A^^a  + A„-iu'  + +A^a’-‘ 

R — A^  + A^-xa  -[- + A a. 

465.  Teorema  I.  Se  la  funzione  (1)  si  riduce  a zero  per  un 
valore  x=x, , dico  che  sarà  divisibile  esattamente  per  * — x,. 

In  effetti  se  nell’identità  (d)  si  mette  x,  in  luogo  d’ x , 
siccome  per  ipotesi  f'(x,)  = o e in  i2  non  vi  è x,  sarà 
R=o,  cioè  la  divisione  si  fa  senza  resto. 

Questo  teorema  si  può  anche  dimostrare  in  un  altro  modo, 
che  ha  sul  precedente  il  vantaggio  di  mettere  in  evidenza 


Digilized  by  Google 


( 349  ) 

il  fattore  x — Di  (alto  avendosi  per  ipotesi 

a;", + + + o > • 

sarà 

— a-,"  — ,x,»—  — — — A,^-xX  ; 

il  qual  valore  messo  nella  funzione  (i)  darà 

(*' — *,"”*)+  ....  +^B-l(x — X,)} 

espressione  che  ha  evidentemente  per  fattore  x — x,  (n*  73  ). 
Si  avrà  perciò 

/(x)  = ( X — X,  )/;(*)  > (4) 

essendo  J'X^)  ““  polinomio  di  grado  n — 1. 

466.  Teorema  II.  Se  la  funzione  (1)  si  riduce  a zero  , 
allorché  x si  fa  uguale  ad  uno  qualunque  de’  valori  distinti 
compresi  nella  serie 

*1  J 1 5 

essendo  m n ; dico  che  il  polinomio  dato  sarà  divisibile 
esattamente  per  lo  prodotto 

(x  — X, ) (x  — X.)  (x  — X j) . . . . (x  — X J. 

In  effetti , essendo  /■(*,)  = o,  si  avrà  (n"  prec.)  l’identità 

/(x)=(x  — x,)/,(x).  (4) 

Facendo  in  questa  x = x,,  il  primo  membro  si  riduce  a ze- 
ro , e il  secondo  diviene  f»,  — x,  )/,(ar,).  Or  non  essendo 
X,  • — X,  eguale  à zero,  sara  JXx,')  = o , e perciò  y/x)  sarà 
divisibile  per  x — x,  ; e si  avrà  > chiamando  /.(x)  il  quo- 
ziente, 

/.(x)  = (x-x.)/.(x).  (5) 

Mei  modo  stesso  ragionando  si  troverà 

/.(*)  = (*  — ®s)/j(*) , (6) 

/j W = > (7 ) 

ec. 
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Dalle  relazioni  (4) , (5) , (6)  , (7)  , risulta 

f(x)  = {x—x,){x  — T,){x  — JTs)....  (jc— xj/jx)  , (8) 

essendo /;.(»)  un  polinomio  di  grado  n — m. 

Quindi  se  il  numero  de’  valori  compresi  nella  serie  (5)  è 
precisamente  quanto  il  grado  del  polinomio  , questo  si  po- 
trà metter  sotto  la  forma 

(x  — X.)  (x  — X.)  (x  — X5)  . . . . (x  — xj.  (9) 

467.  Questa  decomposizione  del  polinomio  (1)  in  fattori 
di  primo  grado  non  si  può  fare  che  di  una  sola  maniera. 
In  effetti , supposta  che  la  funzione  abbia  acquistata 

la  forma  (9)  , è impossibile  che  si  riduca  a zero  per  un  va- 
lore x = a non  compreso  nella  serie 

j ) *s  > (>o) 

Imperocché  se  ciò  potesse  aver  luogo  bisognerebbe  che 
J\x)  fosse  divisibile  per  x — a ; e allora  chiamando  Q il  quo- 
ziente si  avrebbe  1’  identità 


(x  — x,)(x  — xj(x  - X3) (a:  — xJ  = Q(x  — a)..f(x). 

Fatto  x=a,  il  secondo  membro  si  riduce  a zero,  e il  primo 
non  può  andare  a zero  , se  a non  è uguale  a uno  de’  valori 
compresi  nella  serie  (10). 

Da  ciò  segue  : 

che  una  funzione  intera  d’ar  di  grado  n la  quale  si  ri- 
duce a zero  per  un  numero  di  valori  maggiore  di  n,  conviene 
che  sia  zero  da  sé,  cioè  dev’ esser  A —o^  A^=o,  Ai=o,  cc. 
( n°  243); 

2°  che  due  funzioni  intere  d’x,  ciascuna  di  grado  n,  lo 
quali  divengono  eguali  per  un  numero  di  valori  d’a*  mag- 
giore di  n , debbono  essere  identiche  ; 

3^  che  una  funzione  intera  d’x  di  grado  n sarà  determi- 
nabile allorché  si  conoscono  n-f-  1 valori  della  funzione  cor- 
rispondenti ad  altrettanti  valori  della  variabile  ; 

4^  che  quando  una  funzione  intera  deve  soddisfare  ad 
n -{-  1 condizioni  , il  suo  grado  non  può  esser  maggiore  di  n, 

468.  Se  nella  formola  (8)  il  fattore  f„{x)  si  riducesse  a 


Digitized  by  Coogle 


C 35i  ) 

w;ro  per  ciascuno  de’  valori  compresi  nella  serie  (5) , o per 
una  parie  di  essi  solamente,  si  avrà 

/.(*)  = (*  - *.)  {*  - X,)  {x  — x,)....  {x  — x.')f^\x). 

E se  nuovamente  si  riduce  a zero  per  lutti  o per  al- 

cuni solamente  de’  valori  contenuti  nella  serie  (5)  si  avrà 
similmente 


/.'(ir)  = (a:  _ r.)(x  — *.) (x  - x,  )/^(x). 

E se  cosi  potrà  proseguirsi  fino  a che  non  vi  restino  che 
fattori  di  primo  grado  , la  funzione  data  prenderà  la  forma 

/(x)  = (x  — X,)“(x  — x,)^(x  — x,)r . ...  , J 

essendo  « , ^ , y ... . numeri  interi  e positivi. 

469.  I teoremi  precedenti  si  estendono  , non  solo  al  caso  in  cui  f(x) 
e una  funzione  immaginaria  , cioè  un  polinomio  intero  a c^fli- 
cienti  immaginari  , ma  anche  al  caso  in  cui  i valori  d*  se  che  ridu- 
cono a zero  il  polinomio  sono  della  forma  x i, 

A Ule  oggetto  bisogna  osservare  che  se  /(x)  si  riduce  a zero  quando 
x_o,  conviene  n^ssariamente  che  si  abbia  ^„z=o  qualunque  sia 
^ ; cioè  una  funzione  intera  d’  x , a coefficienti  reali  o immaginari 
che  si  riduce  a zero  quando  x = o,  deve  aver  necessariamente  la  forma 

(la) 

Ciò  posto,  se  il  valore  x = * + ^Iir  sostituito  in  /(x)  dk  un  ri- 
sultamenco  eguale  a zero  j sarà  divisibile  algebricamente  per 
X— »— -|jy — I.  In  effetti  facendo 


* = * + /3V— I +M. 


e sostituendo  questo  valore  in  /(x)  , si  avrk  una  funzione  di  u che 

deve  ridursi  a zero  quando  si  fa  u=o  , perciò  che  ii=x »— jSYZTTT 

Questa  funzione  dunque  dev'  esser  della  forma  (ta),  e quindi  divisi- 
bile per  u , cioè  per  x — < — — i . 

Dimostrato  questo  teorema,  ed  osservando:  1°  che  il  quoziente  della 
divisione  di  un  polinomio  intero  d’  x per  un  fattore  di  primo  grado 
della  forma  x — » — /SV — 1 è un  altro  polinomio  ìiiiero  a coefficienti 


immaginari,  cioè  una  funzione  d’ x della  forma  ^ (x) |(*)y1Zr7 
( n°  462);  2“  che  un  prodotto  di  più  fattori  immaginari  di  secondo 
grado  non  può  esser  zero  se  non  è zero  uno  de’  fattori  ( n”  274  ) 5 ne 
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risultano  immediaumente  gli  altri  teoremi  stabiliti  ne'  numeri  prece- 
denti. 

470.  Fa  d’  uopo  osservare  che  se  un  polinomio  intero  ha  tutti  j 
coefficienti  reali  ed  è divisibile  per  x — » — jSy — 1,  sarà  anche  di- 
visibile per  X — » -p  ^ — 1 . 

In  fatti  rappresentando  per  X il  polinomio  dato  e per  P -J-  Qy/—i 
il  quoziente  , si  avrh  l’ identità 

A'  = (P  + (?v”)(’^-*-|5V^)>  (*3) 

d'  onde 

A'=F(a:-»)+|3Q  + [<?(a:-»)— (*4) 

Siccome  X non  contiene  V — i , questa  eguaglianza  si  risolverà  nelle 
due  ( n“  a4‘  ) 

X=zP(x^x)  +PQ,  Qix-x)  — P^  = o.  (i5) 

Or  se  si  cambiano  i segni  di  ^ e di  |3 , le  eguaglianze  (i5)  non  cam- 
biano-,  perciò  se  ha  luogo  l’eguaglianza  (i3),  dovrà  anche  verifi- 
carsi r sutra 


x=(P-<?V— + («6) 

cioè  JT  sarà  divisibile  per  x— »+jSV”i  , e il  quoziente  sari  un’e- 
spressione  conjugaU  a quella  che  dà  la  divisione  per  x — » — jSy — j. 
Quando  dunque  X è divisibile  per  x — » — /SV  — 1 , sarà  anche 

divisibile  per  (x  — • — /jy — i)(*  — “ + /*V — *)> 

X*— - a»x*  + »*  + /3*  = (x  — «)’  H-jS*. 


? 


Digitized  by  Google 


( 355  ) 


ART.  II. 


Decomposizione  di  nna  frazione  razionale  in  frazioni 

parziali. 


■ ^fazione  razionale  il  cui  denominatore  si  trovi  decomposto 

in  lattori  , si  può  sempre  risolvere  in  altre  frazioni  razionali  che  ab- 

‘leno“ina‘ore  della  proposta. 

F(x)  ^ data.  Si  può  supporre  che  nel  numeratore  si 

trovi  X elevato  ad  una  potenza  inferiore  che  nel  denominatore,  perciò 
che  una  frazione  razionale  per  mezzo  della  divisione  si  riporta  a que- 
sta torma  ( u 5i  ).  I fattori  del  denominatore  possono  essere  o (fisu- 
guali  , o uguali  , o immaginari. 

Consideriamo  prima  il  caso  de’ fattori  disuguali  ; e per  fissare  le  idee 
Si'’me«r°  F{x)={x-x,)(^x-x,){=c-x,). 


hx  + ex' 

(x— a:J(r— x.)(a:— X,) 


(•) 


essendo  AT,  , i numeratori  da  determinarsi.  Riducendo  allo 

stesso  denominatore  , si  avrà  1’  identità 


a+£x+«‘=Ar,(x-*J(ir-x,)-l-iV.(a;-x.)(x-Xs)+iV,(ir-x.)(x-irO. 

Effettuando  i^  prodotti , e eguagliando  i coefficienti  delle  stesse  po- 
f *'^rahno  tre  equazioni  per  determinare  N.  , N , JVj. 

Si  può  amvare  più  brevemente  a questa  determinazione  o’sservaiido 
che  1 eguaglianza  (i)  si  deve  verificare  qualunque  sia  x.  Mettendo  suc- 
cessivamente X — , X— a:,  , x = Xs  , si  avrà 


N,  = , ; +f^.  N = •°+Ar.+c.r/  ^ 


(*.— ^s)’  * (a^.— x.Xx.— X,) 


'(^J— a^,)(*s— -r,)’ 
(2) 


cioè  Mr  ottenere  i numeratori  N,  , , iV,  , bisogna  nel  numera- 

tor0  dclJci  frQzioiic  d&t3  canibìsrc  x in  x ^ ^ x^  ^ a?5  ^ 6 dare  per  de- 
nominatore  il  prodotto  delle  differenze  fra  a',  è tutte  le  altre  , fra  x 
c tutte  le  altre  , e così  di  seguito. 

Per  considerare  il  caso  generale  sia 


/(x)  _ N . F 

F{x)  X — a''  ^(x)’ 
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emendo  /”(.«)  = (j?—  A)^(.r)  , c P una  funtionc  iiucra  d'j;.  Riducendo 
allo  stesso  denominatore  , si  avrh  1’  identità 

f{x)  = N^{x)  + P{x^h),  (4) 

dalla  quale , facendo  x — h j risulta 


^{h) 


(5) 


il  qual  risullamenlo  pniova  che  la  redola  dala  ha  luogo  por  rpialun- 
que  caso. 

5.V* i5 

Applicandola  alla  fiaiione  — ^ si  troverà 


(a-— i)(ar+2)(a:— 5) 


Sa:’  — Sx  — 1 5 


(x — i)(j:  + 2)(a; — 5)  a{x — i)  ir  + 2 i(x — 5) 


472.  I valori  di  iV,  , , iV,, diverrebbero  infiniti  se  fosse 


a-^-lix 


non  si  potrebbe  mettere 


Ed  è facile  vedere  clie  se  si  avesse  la  fratione 
(i+bx  N,  iV. 


chè  il  secondo  membro  riduccudosi  a 


pcr- 


, la  N,+N^  non  equi- 

X — x^ 

varrebbe  che  ad  una  sola  indeterminata.  Trattasi  ora  di  scoprire  la 
forma  da  darsi  alle  frazioni  parziali  nel  caso  de'  fattori  eguali. 

Supponiamo  ebe  il  denominatore  F{x)  sia  uguale  ad  ^x  — 
comprendendo  i^(x')  tutti  i fattori  disuguali.  Si  metta 


f{x)  _ M P 

F{x)  - {x-hy  + ^[x)’ 


(6) 


Sia  ^(a-)  di  grado  n , sarà  F{x)  di  grado  m q- n , e y(.T)  non  potrà 
contenere  al  piu  che  m + n termini  i quali  serviranno  per  determinare 

P 

m-\-n  indeterminate.  E siccome  per  mezzo  della  frazione  ■ ; si  pos- 
sono  determinare  n indeterminate  , bisogna  che  Iti  ne  contenga  m.  In 


conseguenza  alla  frazione 


M 

{x-hy 


si  potrà  dare  la  forma 


+ L,x  + L^x^  + Zjx'  + Lm-,x^' 

{x-hy 

Se  si  fa  x~  k : j l’espressione  (7)  acquisterà  la  forma 

+ ^1-  + I . + 

. > 


(7) 
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sicché,  rimesso  per  s il  suo  valore  , si  avrh 
J{x)_  N N N, 

/Xx)  ~ {x-hy  ^ (x-A)—  (x— A)—  ‘ X - A H*)  ' ^ 

Tale  è la  forma  che  aver  debbouo  le  frazioni  parziali.  Trattasi  ora 
<li  determinare  le  N. 

Moltiplicando  1'  eguaglianza  (il)  per  F{x)  , si  avrà 
/(x)=»(x)[i\r„+i\r.(x-A)+iV.(x-A)*+..+iV^.(x-A)— ]+P(x-A)" 
Facendo  x = A , si  ha  subito 


N=m. 

“ V(A) 


(io) 


Poi  dalla  (9)  si  ha 


A=*=)—^o*ìW). 
X — A 


=^{x)[iV.  +iV.(x-A)  +...  +iV^.(x-  /0->]+ i’Cat-A)—; 


Il  primo  membro,  dovendo  essere  una  funzione  intera  , si  faccia  eguale 
a y,(x)  ; e si  avrà 

/i  (*) = t(^)  [ ^.  + ^,  (x— A)  +....+  iV»_.  (x— A)*-*  ] + P (x  _ A)»-'  ; 
la  quale  eguaglianza,  col  fare  x=A,  dk 


iV.  = 


n'*)' 


(") 


Facendo  in  seguito 


si  troverk 


r — h 


=/.W, 


iV 

* H{h) 


(.a) 


Cosi  proseguendo , ed  adultando  una  notazione  uniforme  , si  troverk 

c-i 

473.  Questi  cocfticiculi  dipendono  1’  uno  dall’altro  con  legge  deter- 
tuiuata.  Per  iscoprirla  , si  faccia  in  (9)  x = A + a ; e rappresentaudo 
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por  ìf\h')  ) /"'U‘)  I funzioni  derivale  di  y(f‘)  , p«r  ^'(h)  , 

5>''(/r)  , ec.  quelle  di  9(«),  e per  y?  ciò  che  diviene  /'  quando  pera-  si 
mette  h + t , si  avrh  1 identità 

m -vf(h) . z + >'('0  • . »’  + t-c . 

3 3(0 

= [?('0  +»'(*) . > + ^v"(à)  + .V.  - + + • • + 

(■4) 

+ Zi’". 


Facendo  il  prodotto  , ed  eguagliando  i coeriicieuli  delle  stesse  potenze 
di  a , si  otterrà 


y’(/,)=ivy(/o  + iv.</.), 

/"(/.)=i  ivy'C'O  + A^?'(/>)  + ^.¥W  , (>5) 

f»ih)r=:ÌNy{l.)  + + a;  »'(/*)  + ^s#)  1 

ec. 


dalle  quali  si  traggono  racilineiile  i valori  delle  N. 

Se  lesse  ^(/i)=  i , le  (i5)  dareblicro  immediatamenle 

=/('*)  1 A^.  =/'('«)  , AT.  = , ec. 

Cosi  si  trova 


3 + aa;  — ^x'  + ax’ 


iG3 


a6 


(ar-5)^ 


(ar-5)»  (a— 5)>  ^(x-5) 


7 + 


474-  Passiamo  a)  caso  in  cui  F(.t:)  contenga  il  fattore  reale  di  se- 
condo grado  (x  — »)*-!■ /l’  proveniente  dal  prodotto 

(x— « — — I )(^  — *+/^V — *)•  Siccome  ini  fattore  può  dare  il 

valore  di  tante  indeterminate  quanto  è il  suo  grado  , si  stabilisca  1'  e- 
giiagliaiiza 


/(a)  _ M+Nx  P 

F\x)-{x-^y  + f 


(i6) 
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dalla  quale  ti  ottiene 

f{x)  = ^(a;)  [ y1/  + iVi-  ] + P{  x'  — a*x  + »*  + |S*  ). 

Facendo  a;  = *+^ — i,  e ranpresentando  per  R+S'^ — i,  R'+S'‘^  — ìt 
ciò  che  divengono y|[.T)  e ^[x)  con  questa  sostituzione,  si  avrà 

R + S‘\/~  =(R'  + S'\~  )(^M  + Nx  + N^~)  ; 

ed  eguagliando  separatamente  le  quantità  reali  fra  loro  e i coefQcienti 
di  Y — I fra  loro  ( n°  , si  avranno  le  due  equazioni 


' R—R'M  — {R'x  — S'^)N=o, 

S - S'M  — {S'x  ^ R'^)N=o  , ^ 

dalie  quali  si  otterranno  i valori  di  J/  ed  JV. 

Se  P(x)  contenesse  il  fattore  (x’ — axx  -p  »* -f- , si  mciterà 


K . 

FI^X)  (.V’— a«X+»“+^’)'‘ 

da  cui  , facendo  per  brevità  x'  — 2*0:  -p  »*  + ^*  = T", 


■ P 


/(x)=?(.v)[.»/„+iv„a-+(;i/.+iV.aOr+(j/ +iv..v)'r  + ....  ]+pr\ 


Mettendo  x = x ~h  pV — 1 , si  ha  Tz^o  , e rappresentando  per 
R + S\ — 1,  e R'  + S'y — t ciò  che  divengoiro  rispettivamente  y]^.r) 
e t'(x)  per  queste  sostituzioni  , si  avranno  per  determinare  ed 
le  medesime  equazioni  (17). 
in  seguito  facendo 

/(x)-K.r)  [y1/.,  + A-.,.v]  ^ 

si  avrU 

/,(a:)  = Kr)[A/.  +iV..r  + {M,+  N,x)  T+  ....]+  PT-', 


dalla  cpiale  con  o|>erazioni  simili  si  trarranno  i valori  ili  ed  iY,  j 
poi  quelli  di  ed  , ec.,  precisamente  come  nel  u°  47  •• 

475.  Gl' indicati  metodi  fanno  conoscere  come  una  frazione  razionale 
il  cui  denommatore  si  trovi  decomposto  in  fattori  reali  di  primo  o di 
secondo  grado  , si  possa  risolvere  in  frazioni  parziali  che  abbiano  per 
denominatori  rispettivi  i fattori  del  denominatore  della  frazione  data. 
F siccome  la  decomposizione  di  /'(.r)  in  fatturi  reali  di  primo  o di 
secondo  grado  non  si  può  fare  che  di  una  sola  maniera , anche  la  dc- 
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composizione  in  frazioni  parziali  della  specie  indicata  non  si  potrk  lare 
che  di  una  sola  maniera. 

476.  Non  è difficile  estendere  il  metodo  al  caso  in  cui  si  volessero 
frazioni  parziali  aventi  per  denominatore  il  prodotto  di  più  fattori  , o 
pure  denominatori  immaginari.  Così  per  es.  se  in  vece  della  (16)  si 
mette 


fl^) 


M. 


M. 


TTZ.  + - 

/T[x)  X— * — pV—i  * — ^(x) 


P 


(>9) 


SI  troverà 


M,  = — , 7»/  = — * /(»— ^V-i) 

a^~i  * W— » »(«— |»V^) 


E se  in  vece  della  (18)  si  fa 

/W_  ■ K . K 


^^=r-+ 


F(x)  (x—x—py—i)”  (x— 1)"  (x’-a»x+a‘+^*)— '^(x)’ 

(20) 


si  troverà 
JU.  = 


/(*+i^-0  jtf  _ 


(W— •)”  ?(»+t»V— ») 
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CAPO  III. 


tTlLUPPO  IH  tUftlE  DELLE  FDHZIOHl  ESPLICIIE  DI  DHÀ  TARIABILE. 


477.  Allorcbò  le  funzioni  fratte  irrazionali  o trascendenti  di  nna 
variabile  si  vogliono  esprimere  secondo  la  forma  delle  funzioni  inte- 
re , conviene  , per  ciò  solo  che  non  sono  intere,  che  il  numero  de' ter- 
mini sia  iDlìnito.  Sviluppare  le  funzioni  in  serie  altro  non  significa  che 
dare  a queste  funzioni  la  forma  di  un  polinomio  ordinalo  secondo  le  po- 
tenze della  variabile.  La  qual  forma  serve  non  solamente  a far  me- 
glio conoscer  la  natura  della  funzione , ma  ancora  a darne  con  mag- 
gior prontezza  e facilita  un  valore  approssimato.  A conseguir  però  que- 
st’ oggetto  conviene  che  la  legge  de’  termini  sia  determinata  si  che  la 
serie  possa  prolungarsi  all’  infinito  j e dippiìi  conviene  che  la  serie  sia 
convergente  ( n°  4^^)  i afTInchc  con  la  somma  de’ soli  primi  terminisi 
abbia  un  valore  approssimato  della  funzione  da  cui  deriva. 

Una  serie  divergente  non  può  rappresentare  lo  sviluppo  di  una  fun- 
zione , imperocché  1’  eguaglianza  tra  la  funzione  e la  serie  tanto  meno 
si  verificherebbe  <|uanto  piu  sr  protraesse  la  serie  , siccome  abbiamo  ri- 
conosciuto Dello  sviluppo  della  frazione (11°  3 18).  ' 

Prima  dunque  di  parlare  del  modo  come  si  sviluppano  in  .serie  le 
funzioni  , passeremo  ad  occuparci  delle  condizioni  che  assicurano  la 
convergenza  delle  serie. 

ART.  L 

De'  caratteri  che  assicurano  la  convergenza  delle  serie. 


478.  Rappresenti 

“a  J 7 1 "3  > (0 

una  serie  qualunque.  Se  questa  è convergente  conviene  che  la  somma 
5^  de’  suoi  primi  n termini  converga  verso  un  limite  fìsso  s ; la  qual 
condizione  esige  che  la  somma  de’  termini  rimanenti  possa  divenir  mi- 
nore di  qualsivoglia  quantità  data. 

Parrebbe  a prima  vista  che  ad  assicurar  la  convergenza  della  serie 
bastasse  che  i termini  and.issero  diminuendo.  Ma  questa  condizione  non 
c sufficiente  che  per  le  sole  'serie  aventi  i termini  aitcruativameute  po- 
sitivi e negativi.  In  effetti  se  si  ha  la  serie 


J “3  7 


+ 4.  u,-,. 


c si  rappresenti  per  +r,  la  somma  di  tutti  i termini  che  seguono 
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sarà 

i r,  = — «,»,  + «ifj  — u»-4  + ec. 

Questo  secondo  membro  si  può  metter  sotto  Tana  o l’altra  delle  due 
forme  seguenti  : 

+ r„=u,».  — (u«.,  — u,*3)  — (m,,4  — M,*s) — ec.  (a) 

+ r,=  (u,., — H«*,)  + (u„.3— w»«4)+(«„*5  — u«.s)  + ec.  (3) 

Ora  , per  l’ ipotesi  che  i termini  vadano  diminuendo  , tutte  le  quantità 
tra  parentesi  in  (a)  e in  (3)  sono  positive}  perciò  il  valor  numerico 
di  sar^  compreso  tra 

u,^i  , ed  13,.,  — u,.,  ; 

le  quali  quantità  possono  diminuire  indefinitamente. 

Ver  es.  nella  serie 


» I > I 


la  somtiia  de'  termini  che  seguono  il  termine  n.''*"  è sempre  compresa 

tra  e — ; — — , quantità  che  decrescono  a misura  'che 

«+i  n+i  n+a 

cresce  n. 

^79.  La  suddetta  condizione  non  basta  quando  ì termini  son  tutti 
positivi.  In  effetti  se  in  vece  della  serie  precedente  si  prende  1’  altra 

■ 1 I I I I 

a’  7’  "k'  ‘ 1 ì (4) 

a34  5 nn+i 

si  vedrà  che  questa  serie  è divergente,  perchè  la  somma  de’ secondi  n 

termini  , da  sino  a —,  è maggiore  del  prodotto  n X — = - ; 

dunque  non  diminuisce  con  n , condizione  necessaria  per  la  con- 
vergenza (n”  478)  (*). 


(•)  La  serie 


I 


ec.  «i  chiama  armonica  por  la  relazione  che 


i suoi  primi  termini  hanno  con  gli  accordi  foudamcntali  della  musica.  Si  c esteso 
questo  nome  a tulle  le  serie  coiuposle  di  termini  frazionari  , che  hanno  i nu- 
meratori costanti  e ì denominatori  in  progressione  per  differenza.  Tre  termini 
auccetsivi  formano  una  proj>orzione  armonica  continua.  Rappresentando  i delti 
. . a a a ... 

tre  termini  per  — , , --  — , si  vedrà  che  questi  stanno  fra  loro  come 

oo-t-ct-t-uc  * 

( 6-t- c)(6-4-ic)  , -t- ac)  , t(i  + c),  La  differenza  da' due  primi  Icrmiui  c 
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480.  Per  istabilire  le  condizioni  dalle  quali  dipende  la  convergenza 
di  una  serie  che  ha  tutti  i termini  positivi  , gioverà  paragonarla  ad 
un’  altra  serie  di  cui  gih  si  conosca  la  convergenza.  Cosi  sia 

“o  j j “3 “-*■  3 ^ (*) 

una  serie  che  ha  tutti  i termini  positivi  , e 

•'o  J 3 ‘’s ^ 3 *'«*>  3 ec.  (5) 

un’altra  serie  convergente  gi'a  nota  ; è chiaro  che  la  (1)  sarh  conver- 
gente se , partendo  da  un  certo  termine  , tutt’  i termini  della  serie 

Ìi)  si  conservano  costantemente  minori  de’  currispoiidculi  termini  del- 

“ t5).  .. 

Prendiamo  in  1°  luogo  per  termine  di  paragone  una  progressione 
per  quoziente 

7"  3?'-?* 7"  3 7'“.  3 9**’ (^) 

la  quale  sark  convergente  quando  f <C  > • Ora  se  si  ha  costantemente 

“»  < 7"  3 “-*■  < 7'“  3 < 7"*’  3 ec.  (7) 

a pii»  forte  ragione  la  serie  (i)  sari»  convergente.  L 

Le  condizioni  (7)  saranno  tutte  adempiute  se  l’ espressione  («")"  con- 
verge a misura  che  cresce  n verso  un  limite  k minore  di  i.  Ili  effetti 
si  può  allora  supporre  che  ^ sia  una  quantità  compresa  tra  1 e A:  ^ e 

I 

(“a)  dovendo  avvicinarsi  a k , dovrà  necessariamente  finire  col  dare 

t 

valori  costantemente  superiori  a ^ ; e da  7 risulta  u ^ 7". 

Le  condizioni  (7)  saranno  a più  forte  ragione  verificate  se  hanno 
luogo  le  seguenti  ; 

<7"  3 “--><7“,  3 Wji+j  ^ CCt  ^ 


e quindi  la  serie  sarìi  convergente  , se  il  rapporto  converge  verso 

un  limite  minore  di  i. 

Sìa  per  es.  la  serie 


1 

isa.3 


I 

1.3.3,..//^ 


ec. 


^6n-ac),  quella  de’  due  ultimi  è bc  \ /i  queste  differenze  stanno  fra  loro  come 
il  primo  termine  all’  ultimo.  Perciò  tre  numeri  formano  uu«i  proporzione  armo- 
nica continua  se  la  differenza  de’ due  primi  termini  calla  di^icuza  de’ due  ul- 
timi come  il  primo  all'  ultiino. 
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“*■“ ».a.5 n _ 1 

u„  1 .a.3. . . «(n+t)  ~*  » + 1 ’ 


la  quale  espressione  diviene  eguale  a zero  quando  n = od  , e perciò 
la  serie  è convergente. 

48i.  Si  dimostrerebbe  facilmente  che  se  il  limite  di  una  delle  due 
espressioni  (u„)«  , — ~ fosse  maggiore  di  i , la  serie  sarebbe  neces- 
sariamente divergente.  Ma  se  <juesto  limite  fosse  uguale  a i bisogna 
ricorrere  ad  altri  criteri  per  esser  certi  della  convergenza  o divergenza 
della  serie. 

Infatti  la  serie  (4)  d®  ~~  = — — = i + - , il  cui  limite  b i , c 
' ' n n 

la  serie  è divergente.  Al  contrario  la  serie 


I 


ì 


I 


(«  + 0' 


(9) 


” =: ^ , espressione  che  ha  pure  per  limite  i . • 

u m"‘  V " / . 1 ' Il  I 

Intanto  la  serie  (g)  c convergente  quando  w>i  , perclie  aiioia  la 

somma  de’ secondi  n termini  è minore  di  n 

espressione  diminuisce  rapidamente  a misura  che  cresce  n. 

48a.  Sommando  un  certo  numero  di  termini  della  serie  (i)  , e scri- 
vendo questa  somma  sotto  la  forma 

si  vedrò  che  quando  i termini  della  serie  vanno  diminuendo,  1’ espres- 
sione (io)  è minore  di 

“„  + +4“s  + + iGu.5 +ec.  (") 

Se  dunque  la  serie  (n)  è convergente,  sarò  tale  anche  la  (i). 

La  serie  (il)  applicala  alla  (g)  dò 


la  quale  è una  progressione  per  quoziente,  convergente  quando  ; 

perciò  la  serie  (g)  sarò  anche  convergente  per  tutti  i valori  di  ni  mag- 
giori di  1 , come  già  si  sapeva  (n“  prcc.  ). 
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483.  Prendendo  la  serie  (9)  per  par.ngonarla  con  la  (i),  si  ricaverà 
che  la  (1)  sarà  convergente  , se  paricudo  da  un  certo  valore  di  n , 
si  troverà  sempre 


da 


i.« 


>ni. 


Da  ciò  si  ricava  che  se  il  rapporto 


l.-i 


convcrgc  , a misura  che 


cresce  n , verso  un  limite  i , la  serie  (1)  sarà  convergente.  In- 

Ì.Q-) 

latti  supponendo  m compreso  tra  A e 1 , siccome  i valori  che  dà  — j-  -— 
. , . . l.n 

SI  debbono  avvicinare  ad  h , debbono  fìnire  con  1’  esser  coslantemcnlc 
maggiori  di  m. 

Sia  per  es.  la  serie 


’ 3 ’ 5 ’ 7' 


an  + i ’ an-i-3  ’ 


(12) 


Si  avrà 


l,(.n+.)_ '■<’+;)  ‘0+ì) 


— ' + 


l.n  l.n  ‘ ì.n 

ha  per  limite  1 ; perciò  la  serie  (12)  è divergente. 

484.  Consideriamo  ora  la  serie 


la  qual  espressione 


o„  , a,x  , n.a:*  , 05** a,x"  , cc.  (i3) 

ordinata  secondo  le  potenze  intere  e ascendenti  d’j;,  nella  quale  i coef- 
ficienti , a,  , o, , . . . . formano  una  serie  di  quantità  costanti.  Sia 

t 

A il  limite  verso  il  quale  converge  (a,,)"  o pure ; sarà  Icx  il  li- 

• I 

mite  verso  il  quale  tende  l’ espressione  (n,.a;")"  o pure Perciò 

la  (i3)  sarà  convergente  se  si  ha  A*  < 1 , cioè  se  x ha  un  valore 

numerico  minore  di  . 

k 

Consideriamo  la  serie 


ii(w — 1)  ^ m(m — i)(rn — 2)....(m — n + l)  „ 


1 nix,  — 

>•2  ’ 1,2.3 n 


a:’’+cc.(i4) 
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1 

, a<i*i  m — n ”...  . 

Si  avra = =—  . 11  valor  numerico  di  questa  esprcs- 

" + * 1 + ^ 
n 

sione  ha  per  limite  i ; perciò  la  serie  (la)  ò couvergeute  per  tutti  i 
valori  d’x  compresi  tra  — i e •{-  i. 

Similmente  procedendo  per  le  due  serie 


X X*  x’  x" 

I , - , , . ■■  , ec. 

I 1.2  i.a.3  i.a.3...,n’ 

I,  i.x,  i.a.x*,  i.2.3.x’ 1.2.3... 


nx"  j ec. 


(15) 

(16) 


si  troverò  che  la  prima  è sempre  convergente  , la  seconda  sempre  di- 
vergente. 

Si  vede  da  ciò,  die  delle  serie  ove  entra  una  quantitò  variabile,  al- 
cune son  convergenti  solo  pe’  valori  della  variabile  compresi  tra  dati 
limili , altre  son  sempre  convergenti  , ed  altre  sempre  divergenti. 


485.  Per  conoscere  il  grado  di  approssimazione  che  si  ottiene , som- 
mando n termini  di  una  serie  convergente  , c necessario  trovare  tra 
quali  limiti  è compresa  la  somma  de'  termini  trascurali. 

Se  la  serie  ha  i termini  alternativamente  positivi  e negativi,  richia- 
mando le  considerazioni  fatte  al  n”  47^)  si  conoscer'a  che  è sempre 
compreso  fra  u,,  e k„-i  — 

Se  poi  la  serie  ha  tutti  i termini  positivi  , non  si  possono  altrimenti 
trovare  due  numeri  fra’  quali  è compresa  la  somma  de’  termini  del  re- 
sto , che  paragonando  questa  serie  , a cominciar  dal  termine  a 

due  altre  che  si  sappiano  sommare  , c delle  quali  una  abbia  i termini 
costantemente  maggiori  della  proposta  , 1’  altra  minori.  In  questo  caso 
il  resto  sarà  compreso  fra  queste  due  somme. 

Per  esempio  se  N rappresenti  il  termine  n.""’  della  serie  (i4)  e sia. 
n ^ m + 1 , i termini  della  serie  a partire  da  N saranno 


i quali  ad  eccezione  de’ due  primi  saranno  maggiori  de’ corrispoudeuti 
termini  della  progressione 


m -I-  I > 


JV  , A(. _),v.  (| , ec.  (.«) 

e minori  di  quelli  della  progressione 

JV , Nx  , Nx'  , cc.  (if)) 

Le  due  progressioni  (i8)  c (iq)  sono  convergenti,  per  ciò  clic  x è per 


m-f.  I 
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ipolpsi  minore  di  i ( a“  prec.  ) ; ed  hanno  per  somme  rispellive 


N 


N 


quindi  il  resto  della  serie  sara  sempre  compreso  Ira  queste  due  quantità. 

Conosciuti  due  limiti  fra  i quali  una  data  somma  è comprc.sa  , Ter- 
rore proveniente  de'  termini  trascurali  sar'a  minore  della  dilVerenza  de’ 
limili.  Cos'i  nel  caso  precedente  T errore  suddetto  sar'a  minore  di 


iV  N 


I — X 


ttX  I K 


iV(m  + l)a: 

(i — .t)  («+(m — n+  i)x) 


486.  Le  serie  essendo  tanto  più  utili  , quanto  più  rapida  è la  con- 
vergenza, bisogna  in  una  serie  procurare  tutte  quelle  trasforiiiazioiii  che 
tendono  ad  aumeutarc  la  couvergenza. 


ART.  H. 


Metodo  de'  coefficienti  indeterminati. 


4^7‘  sviluppare  le  funzioni  in  serie  si  è fatto  grandissimo  uso 
di  un  metodo  detto  de'  coefficienti  indeterminati . Esso  consiste  nel 
supporre  che  la  funzione  da  svilupparsi  aver  debba  la  forma  di  un 
polinomio  ordinalo  secondo  le  potenze  della  variabile  j e nel  cercare 
nella  natura  della  funzione  le  condizioni  per  determinare  i coefficienti 
«Ielle  diverse  potenze  della  variabile.  Sia  f{x)  la  funzione  da  svilup- 
parsi. Si  supporrà 

J\x)  — À Bx  Ca:’  -l*  Dx'‘  + ec.  (i) 

essendo  A , B , C ^ D , cc.  coefficienti  da  determinarsi  indipendenti 
da  X.  Supponiamo  che  una  trasformazione  eseguita  in  J\x)  abbia  data 
un’  altra  funzione  d'  x rappresentata  da  ^(j;)  j e che  una  trasformazione 
simile  operata  sulla  serie  permetta  di  presentare  il  secondo  membro 
della  (1)  sotto  due  diverse  forme  ; sicclie  si  abbia 

f[x)z=A'  + B'x  + Cx*  -J-  + ec.  (3) 

^(x)  = A".  + B"x  + C"x  + Z)*'x’  + ec.  (3) 

essendo  A' .,B'  , ec. , A".,B"  cc.  composti  de’ coefficienti  yZ,B,C,ec., 
e di  quantità  costanti.  I secondi  membri  delle  (2)  e (3)  non  dovendo 
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dificrirc  che  nella  forma  , si  avrà 

A'^B'x  + Cx'  + + cc.  = ^"  + B"x  + C"x'  + D>'x'  + cc  ; (4) 

eguaglianza  che  deve  verificarsi  per  tutti  i valori  possibili  della  varia- 
bile. Con  ragionamenti  simili  a quelli  del  ii°  si  dimostra  che  i 
coe/heienti  delle  inedesitne  potenze  a x debbono  essere  uguali.  Si  avrh 
perciò 

A'  = A"  , B>  = B"  , 6»  =.  C"  , ec.)  (5) 

e queste  equazioni  serviranno  per  determinare  A , B , C , D,  ec.  Se 
alcuno  de'  coefficienti  rimanesse  indeterminato  , bisogna  determinarlo 
dietro  altre  condizioni  ricavate  dalla  natura  stessa  della  funzione. 

Quando  si  tratta  dello  sviluppo  di  una  funzione  esplicita  , richia- 
mando le  osservazioni  fatte  al  n"  479  si  vedr'a  che  l’eguaglianza  (i^ 
non  potrebbe  aver  luogo  se  la  serie  non  fosse  convergente  , e perciò 
dovr'a  verificarsi  per  picciolissimi  valori  d’  x.  La  supposizione  x — o 
darà  prima  A'  = A'> , poi  B'  = B"  , ec.  (*). 

\ 

48!h  Questo  metodo,  quantunque  indiretto  e per  molti  versi  inesatto,  è 
stato  fecondo  di  belli  risullamenti.  £d  in  effetti  riesce  in  molti  casi  pre- 
zioso perchè  dà  prontamente  la  richiesta  serie  , e svela  la  legge  di 
dipendenza  de’ coefficienti , la  cui  conoscenza  è necessaria  per  determi- 
nare la  natura  della  serie.  Ala  per  poterne  far  uso  con  sicurezza  con- 
viene che  si  conosca  da  prima  la  forma  che  deve  avere  lo  sviluppo. 
Quando  si  applica  alle  funzioni  esplicite  e si  vuole  che  lo  sviluppo 
sia  secondo  le  potenze  intere  e ascendenti  della  variabile , bastano  or- 
dinariamente pochi  criteri  per  giudicare  della  forma  della  serie  , nò 
rimane  che  a fissare  i caratteri  della  convergenza.  Quando  però  si  ap- 
plica allo  sviluppo  delle  funzioui  implicite  , essendo  il  più  delle  volte 
difficile  conoscere  a priori  la  forma  della  serie  , convien  supporre  inco- 
gniti non  solo  i coefficienti  , ma  anche  gli  esponenti  della  variabile. 

Si  comprenderà  ancor  meglio  lo  spirito  di  questo  metodo  con  la  fre- 
quente applicazione  che  ne  andremo  ficendo. 


(*)  lliflcitcnilo  cho  non  si  chiama  in.Icteruiinat.a  una  quiiiitità  che  può  esser  de- 
terminata, con  improprietà  di  vocaliolo  t|iics!i  cocfriciciili  si  chiamano  iiidetenni- 
nati  , mentre  non  sono  altro  ette  quantità  incogniti',  ma  determinate  quando  la 
funzione  può  soiuiuinistrare  equazioni  in  iininero  snfliciente  a determinarle.  D’al- 
tronde questo  metoilo  non  diUcrisce  da  quello  di  cui  si  è latto  uso  nel  u°  4^3  c 
nell'  art.  prec. 
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ART.  III. 

Sviluppo  in  serie  delle  funzioni  hinomie  ed  esponenziali. 

Se  X ed  ^ sono  due  numeri  interi  , si  avrh  ( n°  1 1 3 ) 

, . x(x — i)  , x(x— i)(x— a)...(x — n + i)  . 

(i+»)=«+w+-V— V+...+-!^ ^ 2U,"+ec. 

i.a  1.2.0. ...n 

(0 
(*) 
(3) 


I .2 


(l+s)-v=z  I + (x  +y)i  + + 


1«2 


+ 1)  ....(x  +y‘-n  + i) 


1.2. 


a"  + ec. 


Ora  essendo 


( i + a)*v^=(i+*y(i  +s)r  , 


(4) 


(5) 


il  prodotto  de' secondi  membri  delle  (i)  e (2)  deve  dare  un  polinomio 
identico  al  secondo  membro  della  (3)  ; sicché  paragonando  i coeffi- 
cienti della  potenza  z"  , si  avrh  , 

(X+J^)(x+Jr— l)(x+jr-2)..  . . (x+j'— n + i) 

1 .3.3 n 

_a-(x— i)...(x— n+i)  x(x— j)...(x— n+2) 

).3....n  1.2...  (n — i)  ’ t 

xx-i)...(x— w+3)  j'Qy— 1)  

1.2...  .(«—2)  1.2 

X 3^(y— n+i)  ^ I).,..(jr— W^.i) 

1 1 .2. . . .(/i^i)  1.2.  ...n 

La  quale  formula  si  può  anche  dimostrare  direttamente  osservando  che 
il  primo  membro  esprime  il  numero  delle  combinazioni  che  si  pos- 
sono fare  con  x -}*  y lettere  a n a n j e che  se  queste  lettere  son  di- 
vise in  due  gruppi , uno  d'x  lettere  , 1'  altro  d'y  lettere  , il  numero 
totale  delle  combinazioni  conterrò  quelle  ov’  entrano  n lettere  tutte  della 
prima  specie  , quelle  ove  n’  entrano  ra  — 1 della  prima  specie  e una 
della  seconda,  quelle  che  contengono»  — a lettere  della ‘prima  specie  e 
a della  seconda  , ec.  ^ le  quali  , secondo  le  formole  del  n°  107  , colr- 
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rispondono  precisamente  ai  diversi  termini  che  compongono  il  secondo 
membro  della  (5). 


490.  Ora  le  due  formolo  (4)  e (5),  delle  quali  1' una  è conseguenza 
necessaria  dell'altra,  contengono  le  proprietà  caratteristiche  della  fun- 
zione (i  + z)' , in  cui  z è indipendente  da  x. 

In  effeiii  consideriamo  in  generale  un  prodotto  formato  di  fattori 
equidilFerenii  , e sia 

x{x  +d)(^x  + 2d)(x  + 3rf).  . . .(.r  -f-  n — 1 .rf) 

I . 2 . 3 . 4 n 

Rappresentando  per  e per  (x  +/)„  ciò  che  diviene  questo  prodotto 
quando  si  mette  y , e x-j-y  ili  luogo  d’ x ; dico  che  per  tutti  i va- 
lori d’  X e d’ y , si  avrk 


+J')„  +••••+  +y„-  (7) 

È facile  verificare  questa  eguaglianza  quando  n = 1 , =>)  =3  , ec.; 
in  effetti  si  ha 


ec. 


x(x — i)  yCy— 1) 

4+xy-l-'i^f— ^=x,-pxjr.  H-y.; 


1 . 2 


1 .2 


Supponiamo  che  1' eguaglianza  (7)  siasi  rinvenuta  vera  fino  all'indice 
R , dico  che  dovrh  aver  luogo  anche  per  1'  indice  zz  4'  ^ effetti 
dalla  formula  (7J  risulta 

n-|-i  R -J-  I 

Per  conseguenza  si  avrh  la  funzione  (x-Py),,.,  moltiplicando  amen- 
due  i membri  della  (7)  per — — . Cos’i  facendo  si  avr'a 


Il  -p  I 

(x+y).-.=(«'„+>''.-.r,  + +J'„) 

^x-|-R<f  , y 


X + y + nd 


n + I 


, * ,y  +n—i.d 


, X +a  Y + n — « . d\  /X  y ndy. 
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Se  nell’  eseguire  le  moltiplicazioni  indicale  si  scrivono  nella  prima  li- 
i prodotti  de’ primi  termini  , nella  seconda  quelli  de*  secondi,  e poi 
si  fanno  le  riduzioni  che  fornisce  la  forinola  (8),  si  avrh  '' 


n 4*  1 


n+  1 


" + 

w + i n + I 

n + i « + I 


+ ... 


+ «‘TT 


+ „+l +■>'•’» 


dalla  quale  si  ottiene  filialmente 


+ a:,j,  + + +xj^  +y,,,  , 

che  è la  stessa  formola  (7)  estesa  all’  indice  n + i . Ma  la  suddetta 
forinola  è stata  trovata  vera  per  ;i  = 2 , sarà  anche  vera  per  m = 3 • 
perciò  anche  per  n =4  , per  « =x  5 , cioè  per  tutti  i valori  interi  è 
positivi  di  n.  , 


491.  Se  nella  (7)  si  fa  d=o  , si  ha 


^ ar»- 

i.2....n  i.a. 2. ...(/I — 1)‘ 


x^‘ 

1 .a....(n — 2) 


1 .2 


+ ■•  + 


1.2. ./i’ 


e moltiplicando  i due  membri  per  1 .2.3. . . , fi  ritrova  la  formola 
del  binomio  (n°  11 3). 

È facile  ancora  riconoscere  che  se  si  rappresenta  per  X il  nume- 
ratore della  funzione  (6) , cioè  se  si  fa 


X ~ 1.2.3. ...n.,T  , 
la  formola  (7)  si  converte  nella  seguente  ; 


(.v+r),=A’,+«x-. r^  + n.  ’L^x,.,r,+. + r . (^) 

492.  Consideriamo  la  serie 

I -1-  x,s  + x,i*  +x  jl’  + + cc. 

nella  quale  i coeflìcienti  delle  potenze  di  < sono  i valori  che  risultano 
dalla  formola  (G).  Questa  serie  è convergente  per  tutti  i vaioli  di  * 

compresi  tra  ^ e — 4^4)-  Rappresentando  la  somma  di  questa 

serie  per  /(x)  , si  avrà 

/|;<r)=  I + X,s  + X,a‘  + XjS*  + x^z‘>  + ec.  (io) 

24 
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onesta  funzfone  non  potendo  divenire  infinita  se  non  c x = co  , re 
^erh  continua  per  tutti  i valori  reali  della  variabile. 

Cambiando  successivamente  x iii  j'  c in  x , si  avrà 


y^-)  = I +y,z  +y,z* 


Moltiplicando  le  funzioni  (io)  e (i  i)  si  ba 


Secondo  la  formola  (7)  i coefficienti  delle  diverse  potenze  di  s nella 
(i^)sono  identici  a ciucili  delle  stesse  potenze  di  a nella  formola  (iz) , 

perciò  si  avrò 

A^)/b)=A^+y)> 

cioè  f(x)  è una  funzione  continua  d'  x di  ule  natura  die  per  moltipli- 
càKer  una  funzione  simile  della  variabile  y basta  sostituire  nel  a Inii- 
“oue  h somma  delle  variabili.  Per  mezzo  di  questa  proprietà  la  fun- 

*'*CamìdaodTy  in  y + u , e osservando  che  /(>  + «)=/(y  )•/(“)> 
si  avrll 

/W  -/W  •/(“)=/(''  +y+“)- 


Similmente  cambiando  « in  « + e , poi  k in  e + / , cc.  si  Uova 

/W -fh')  ■/(«)  -/W  •/(')■•  + u + e + <+...  .)• 

Facendo  x =j  =»=*>=/  = .•••="  1 « P<='^ 

mero  di  queste  variabili , si  ottiene 

[/(«)]"=/("«>)• 

Onesta  proprietà  ha  luogo  non  solo  per  m intero  e positivo  ma  per 
un  esponente  di  qualunque  natura,  linperocebe  latto  ma=znb,  si  Ha 

[/(a)r=/(/.6)  = [/(ò)h 

d’  onde  , rimettendo  per  b il  suo  valore  , 


Supponendo  che  ^ 1 «=.  compongano  una  serio  di  fra- 

zioni razionali , convergenti  verso  una  quanlitk  irrazionale  p , col 
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metodo  del  n"  137  si  dimostrerà  facilmente  che  deve  aversi 

/(/»«)  =[/(«)]%  (i5) 

la  quale  formola  ha  luogo  per  tutti  i valori  positivi  di  p. 

JNel  limite  inferiore  , cioè  quando  p = o , si  ha 

/(o)=,. 

D'altronde  si  ha  per  la  formola  (i4) 

f{P^)  •/( — pa)  —/(pa — pa)  = i, 

da  cui 
c iD  line 

fC—pa)  — [/(a)]-p.  (,G) 

Si  avrà  dunque  per  tutti  i valori  reali  d’  x. 

/(nx)  = [/(„)]'; 

e facendo  a = 1 , 

/W  = [/(«)]■•  ' (18) 

Siccome /(lì  è una  quantità  indipendente  da  *,  ne  segue  che  ogni 
funnonc  che  deve  soddisfare  alla  condizione  (i4)  deve  avere  nea-s- 
sanamenle  Ja  forma  A , 

Avremo  dunque 

[/(')]'=*  + a:.5  + xy  + .Tjj’  + + ec.;  (19) 

la  quale  eguaglianza  potrà  ne’ casi  particolari  dare  il  valore  di  /(i). 
493.  Supponiamo  d = — i ; si  avrà  per  tutti  i valori  reali  d’  x , 

w.)]-= . + .. + 


Fatto  X = I , si  ha  /(i)=:  1 + * ; perciò 


(i  + s)’  — I +^i  + 

' 1.2 

mei 

mostrata  per  qualunque  esponente  reale 


Oj.  ^x(x-i)(x— 2) 


1.2  3 


+ ec.  (20) 


Moltiplicando  entrambi  i membri  per  a'  e facendo  azz^u,  si  ha  la 
formola  del  binomio  di  Newton , la  cui  composizione  si  trova  così  di- 
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Bisogna  non  dimenticare  clic  la  formola  (ao)  , quando  x non  è in- 
tero e positivo,  contiene  un  numero  inrinito  di  termini,  e che  1* egua- 
glianza ha  luogo  solamente  pc' valori  di  x compresi  tra  4-  i e — 1. 


494-  Se  in  (19)  si  suppone  cf  = o , si  ha 

[/(•)]’  = »+** +f;7+^^^+eC)  (a») 

e nel  caso  di  x = 1 , 

[/(')]’=»  +*  + ^+7^3 + eo.  (aa) 

Per  determinare  y(i)  si  faccia  in  (aa)  x = i j sarìi 

,/(.)=.  + ,+^^  + ^ + ^ + 00. 

Calcolando  i primi  dodici  termini  di  questa  serie  si  trova  per  somma 
a,7i8a8i8  , che  c la  base  de' logaritmi  neperiani,  rappresentata  per 
e nel  n"  33o.  Si  avrk  perciò 

''  = ‘ + " + rì+7X3+ 

nella  quale  formola  messo  kx  in  vece  di  x , risulta 

t»  1 ***’ 

■e  = I + + H 5 + ®c-j  (24) 

I .a  I . a.o 

e poi  facendo  = a , e indicando  per  l'  i logaritmi  neperiani , si  ha 
it  =:  l'a  ; e perciò 


o’=i-l-a;ra  -f  — (l'fl)’  + — ^ (l'n)’ + ec. 
i.a  i.a,3 

E se  i logaritmi  si  riferissero  ad  un’  altra  base  si  avrebbe 


(a5) 


/Ifli-v  a:*  / la  \*  x^  /la\*  . 

«■='  + -(ij)  + r;(i;)+— 3(k)  + “-  W 


495.  La  sola  formola  del  binomio  basta  per  dar  la  formola  (a3)  e 
tutte  quelle  che  ne  dipendono.  In  effetti  scrivendo  in  (20)  ax  in  vece 

di  X,  e ^ in  vece  d’  x , si  avra 


(l  + «x)“=  I + iC  + 


J — « (l — a)(l— a*) 

.t*  + ' 

2.  a. 3 


ec. 


(’7) 
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Siniilmenle  tciiveudo  io  (20)  ax  io  vece  di  2 , e — io  vece  d'x,  sì 


uova 


/ l— a*  (l — ax)(l  —lax)  - 

(i+»*)=»+i+ ^+ec.  (»») 

Paragooando  le  due  forinole  (27)  e (a8)  si  ha 

(1  — ax  (1  — ax)  (t  — 3ax)  \x 

. + — + ' + 

lE  I + a;  + ^ + ('  ^ j.' 

a 2.3 

Il  valore  di  ciascun  membro  della  (ag)  c tanto  più  grande  quanto  più 
piccolo  è a.  Passando  al  limite  , cioè  hiccudo  a = o,  risulta 

( I + I + i ^ + cc.)'^  =1  + X + ^ + ec. 

che  è precisamente  la  fòrmola  (a3). 

496.  Se  nella  formola  (25)  si  fa  o = 1 + s , si  ottiene 

(i  +2)'=i4-x1'(i+i)  + — -^l'(i  q.  z)^  4.  4.2)^  4.  cc. 

(3o.) 

Paragonando  le  due  serie  (20)  e (3o)  si  ottiene 

■*  +'TT'‘^'  — J-;7^-^*'+ec.=l'(t+2)[i  + ^l'(i+i)+ec.] 

da  cui  , facendo  x c?  o , si  ricava 


11/  1 t s’  a’  z' 

l'(, +3— J +tc. 


C3i) 


Si  poteva  giungere  allo  stesso  1 isulianicnto  , osservando  che  la  (20) 
ordinata  sccoudo  le  potenze  d’  x da 

(i+z)  =i+^i— — + j — - 4- eo.Jx  4- f- ec.\c’4-ec.  (3^) 

Questo  sviluppo  dovendo  essere  identico  con  quello  della  (3o)  , il  pa- 
ragone de'coelucieuti  della  prima  potenza  d'x  dir  iiiuncdiatanieutc  la  (3i). 
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Eiscndo  = a = 1 + > > 


Ar  = l'(i  +3)  = * __+-_^ec. 


pure 


1 , sarà 

-r+r-4-  + "')’ 

(33) 

*•  X 

(34) 

-r+3-4  +“■)■. 

Queste  serie  danno  luogo  alle  stesse  deduzioni  del  n°  329  intorno  alla 
dipendenza  di  due  sistemi  di  logaritmi  (*). 


A 11  T.  IV. 


Forma  generale  dello  sviluppo  di  una  funzione  binomio. 


49S.  Supposto  cbe  la  variabile  x in  f{x)  riceva  1’ aumento  y , si 
tratta  di  sviluppare  la  funzione y"(a:+j)  secondo  le  potenze  à' y. 

Si  faccia  in  generale 

/(jf  +y)=f(f)  + + Cy'^  + ec.  (i) 


c messo  f{x)  per  primo  termine  dello  sviluppo  affiuebe  l’ipotesi 
= o riduca  il  secondo  membro  come  il  primo  a f{f).  I eoeflicieuti 


Si 

y-  ...  - - . . 

A B ^ C , ec.  sono  luuzioni  d’  x solamente  ed  entrano  nella  cl.assc 
di  quelli  cbe  cbiamansì  cocffìcienti  indeterminati  ( n°  ).  Gli  espo- 
nenti a , (3  , y , cc.  ebe  si  debbono  anche  determinare  , sono  iieccssa- 
riaroente  positivi  ; perchè  se  vi  fosse  un  termine  della  forma  My-r- 

cioè  -jj  , questo  diverrebbe  infìnito  per  l’ ipotesi  y •xx.o. 

Ciò  posto  , supponiamo  cbe  y divenga  y + a ; si  avrà 


+ y + i)=f[x)  Jr  + (2) 

Ma  è chiaro  che  si  deve  avere  un  risultamcnto  identico  a questo  , se 
iu  amendue  i membri  della  (1)  si  mette  x 4-  2 in  vece  di  x.  Ora 


(*)  La  qiiantiti  co.^tanlc  le  che  moltiplica  la  scric  Q»g)  diccsi  il  modulo  del 
sistema  ( n°  3zo).  L' essersi  giudicalo  che  il  si.sicma  piu  naturate  fosse  quello  in 
cui  Ir  = I portò  a dare  ai  logaritmi  urperiaui  il  nome  dì  naturali. 
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esseado  A , B ^ C , ec.  funzioni  della  x,  ti  pub  supporre  che  quando 
in  esse  si  va  a inellere  x + z in  luogo  d'o;,  in  conseguenza  della  prima 
ipotesi  fatta  e contenuta  nella  (i)  , le  ^ , C , eo.  divengano  ri- 
spettivamente A + A'z<^‘  + ec.  , £ + + ec.  j C+C'a^'  + ec.  Fatta 

questa  sostituzione  , si  avra 


/(•r +J^  +*)=/(*+*)+(•-/ + +ec.)j'“ +(5  +£'z^'  +ec.  )/+ec. 
ovvero 


/(^  + ^ + »)  =/(■»•)  + + Bi^  -p  ec. 

+ Ay"^  + + ec.  (3) 

+ + B'i^‘^^  + ec. 

+ ec. 

Supponendo  in  (^a)  e in  (3)  _y  = s,  e paragonando  i coefficienti  della 
potenza  y*  , si  avra  2*  =:  a , il’  onde  > = i.  rcroiò  lo  sviluppo  (i) 
avra  la  lumia 

-^y)  =/W  + + ^y^  + 

e si  potr'a  fare 

essendo  P una  nuova  funzione  d’ x e d’ che  non  diverrà  Lufinila 
qu  indo  y nz  o. 

Ciiiainaudu  p la  parie  di  P indipendente  da  y j ti  avrb  similmente 

P=p+  Qy,  (5) 

essendo  Q un’altra  funzione  d’ x e d’^  che  non  diviene  infinita  per 
_y  = o.  Parimente  chiamando  q la  parte  di  Q indipendente  da  y , si 
avrU 

Q=:q+Ry\  (6) 

e così  di  seguilo.  Per  mezzo  dello  relazioni  (4)  j (5)  j c (6)  si  ricava 

/(  X + y)  =/(x)  -p  Py 

=/(•*’)  + t’y  + Qy' 

=/(0  + ry  + <iy'  + 

=/(-*■)  + py  + + O"*  +‘’®-  (7) 

Tale  è la  forma  che  deve  avere  lo  sviluppo  della  fnnzionc/(x+^) 
e Leu  si  vede  clic  p dipende  da  f{.r)  , <7  da  /r  , r da  q , ec.  Quindi, 
nuli  rimane  che  a trovare  queste  leìaziouL. 
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Supponiamo  , come  sopra  , che  y divenga  y s i sarii 

+*)=/(*)  +/»(y+*)  + 7(y+*)’  + »'Cr+*)’  + ««•»  (®) 

c rappresentando  per  p + p'z  + cc  , ^ f 's  ec. , ciò  che  diven- 

gono /> , f , ec.  quando  si  mette  x 4-  * >o  luogo  d’  x , si  avrò  pure 

/(*+y +*)=/(*  + ^)  + (/>+/>'*+ec.)y+(7+<7'*+ec.)y*+ec.  (9) 

Sviluppando  le  potenze  contenute  nella  formolo  (8)  c arrestandosi  al 
secondo  termine  , si  avra 

/(*  + + *)  *-/W  + /y  + ly'  + fy*  + ec. 

+ pz  + rtqyt  + 3ry'z  ec.  (10) 

+ ec. 

La  foratola  (9)  dò 

/(*  +y  + *)  =/{-0  + ry  + v'  + + «=• 

+ z'*  + p'y^  + 7'y’s  + e«-  (") 

+ cc. 

L'identità  di  questi  due  risultamenti  da  aq=// ^ 3r=q' ^ cc.  5 d’onde  - 
7 = . '■=37  t 

Si  cliiarai  f'{x)  la  funzione  p dipendente  da y(x) , e sia  una  fun- 

zione ricavala  da  J^{x)  , come  nuesla  da  /"(.e)  ; similmente  sieno 
f'\x)  , f"{x)  , ec.  funzioni  , delie  (piali  una  si  ricava  dalla  prece- 
dente nello  stesso  modo  che  f {x)  da  f{x).  Si  vede  che  siccome  f{x) 
e il  coefticicnte  d’ y nello  sviluppo  di  f{x  + y)  , f"(x)  sarà  il  coelH- 
cicnle  d' y nello  sviluppo  di  f'(^x  + y ) , f"\x)  lo  stesso  eoefllcieiite 
nello  sviluppo  di  /"{x  -J-y)  , ec.  ; e si  avrà  = f’\x)  , e perciò 

q — Poiché  q'  deriva  da  q come  p*  àz  p ^ sarà  ancora 

q'  = , e perciò  r z=  « cosi  di  seguito. 

Fatte  le  sostituzioni  in  (j)  si  otterrà  fìnalmente 

/(*+y)=/W+/'W  Y+/"(.*) 

Questa  formola  che  c il  tipo  dello  sviluppo  delle  funzioni  binomie  , 
ne  avverte  che  basta  per  comporre  la  serie  che  si  conosca  f(x),  cioè 
il  coeiiHciente  del  secondo  termine  dello  sviluppo  allorché  nella  fun- 
zione si  cambia  x in  x -J- y.  I cocilìcicnti  delle  diverse  potenze  d’y 
della  serie  (la)  si  dicono  le  derivale  di  /(.r)  , ed  è f[x)  la  prima  , 
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o la  derivata  del  primo  ordine  , f"{x)  la  seconda  , o quella  del  se- 
cond’  ordine  ; ec. 

49Q>  Sia  /\x)  =*"  i sari  /(a; +_y)=  (*  + j’)".  Si  è dimostrato 
C»°  49^)  <die  i due  primi  termini  di  questo  sviluppo  , qualunque  sia 
r esponente , sono  3^  +mx^'y  , perciò Osservando  che 
pCT  otteiierey’(*J  da  /(*),  a:"  si  è moltiplicato  per  1’  esponente  e si  è 
diviso  per  x , si  trovem  f"(x)  = m(  m — 1 )*■-*.  Similmente  si  ha 
f ''{x)sàn{ni — 1)(»« — 2)ar^5;  ec.  Sostituendo  si  ottiene  la  formola  del 
binomio  ( « *1*  y )*•  Questa  legge  di  dipendenza  era  stata  gik  notata 
(n*  ii5), 

500.  Sia  /M  =s o*  ; sarà  f[x+y)  = = o* .a''.  Se  si  fa  a=t  +s , 

ai  troverò  ( n*  494  ) (>  +•*/=:  1 + 1^  + ec.  Per  conseguenza 

f(  * )—«*(•  +ty  +ec.\  , = io'-  Parimente  si  trova 

/*'(t)  = k . ka’  zs:  k'a'  , r=  k :k*a'  ^k^a’  , ec.  Dunque 

a‘^f  = a-(i+ky+!^  + ^+  ec.) . 

Dividendo  per  a*  e cambiando  y in  x si  ritrova  la  formola  (z4)  del 

a”  494- 

Se  fosse  f(x)  = e' , sarebbe  k—t,  e /(x)  =/'(x)  = ec. , 

proprietò  notevolissima  del  sistema  neperiano. 

501.  Sia  y(x)  = Ix  , d’  onde  x r=  af(’>  , ed 

xJ^ y alM*!' -T  ‘'c-  e facendo  per  brevità 


" =/(*)  + /W  y + y + ec., 

ai  avrà  x +jr  =r  =o/W.a*' a=  ,ra“.  Dividendo  per  x si  ottiene 

1 + -=  c^=zi  + lr»  + + ec.  ; e rimesso  per  « il  suo  valore  ri- 

sulterò 

J = tj/'(x)+^[lf*/(^)‘  + kf'{x)+  ec.], 


da  cui  ^ = ^(x)  , e f{x)  = Essendo  , sarò  ( n"  499) 

/"(x)=:  — , /"'(x)  =:  , ec.  E quindi 


y y 


(.3) 


Siccome  l(x+j')  — Ixzsl^i  + ^)  > a'^eò  finalmente 

^(*  +3  = Kx“fc  + 37*-®®) 
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dove  scrivendo  x in  vece  d’ ^ si  ritrova  la  formola  (33)  del  n”  497- 

5oa.  Se  fosse  /{x)  =:*"*  + Ax^'  + Bx"^  J^x  Z , in 

cui  A , B , C , ec.  sono  uuanlith  costanti , prendendo  le  funiioni  de- 
rivale secondo  la  regola  del  n°  499  troverebbe  per  J"(,x+y)  la 
formola  del  n°  lai. 

Sia  ancora  /(x)  = xVx  — x.  Mettendo  a*+y  in  luogo  d' x si  ha 
/(j  + y)  = (ar  +y)l'(*  +J')  — (a:  +;y).  Sostituendo  per  l'(a-  +;r)  la 
serie  (i3)  dopo  aver  fatto  A=i  , si  trova y’(ar)  = l'x. 

5o3.  Siccome  da  /(x)  = *’"  si  ottiene  f{x)  =i  mx^'  , 

/(x)  = a*  /'(x)  = ia-, 

/(x)  = lx  /(x)=i, 

y(x)=:x(lx— j)  f(i)z=zìx, 

ne  segue  che  da 

f'(x)  = x"  risulta  /(x)  = , 

/'(•«•)  = «'  = 

/'(.r)=^  /(x)  = AIx, 

f(x)  = l'x  . /(x)  = x(l'x  — I ). 

.'104.  È mestieri  osservare  che  per  estender  la  forinola  del  binomio 
al  caso  di  un'  esponente  di  qualunque  natura  , basterebbe  solamente 
provare  che  il  cuelìiciente  del  secondo  termine  nellp  sviluppo  di 
(t  + i)*  è sempre  uguale  all’  esponente. 

Si  può  dimostrare  questa  proposizione  con  un  metodo  alquanto  piu 
semplice  di  quello  esposto  al  n"  49^  j ttttt  fondato  su  gli  stessi  prin- 
cipii. 

Siccome  il  coefficiente  del  secondo  termine  nello  sviluppo  di  (i +1)’ 
deve  necessariamente  dipender  dall’  esponente  , si  faccia 

( 1 + s)’'=  I +?(x).a  + ec.  , (i4) 

Si  avrà  similmente 

( > = > + V';')-- +CC-  {‘5) 

Moltiplicando  fra  loro  le  (l4)  e (16)  , si  ha 

(I  +c)'.(i  +z)r=i  +[v(x)  + ^Cf)]->--  + CC- 
Ma  Ilei  caso  d’  x e d’_y  interi  si  ha 

(1  + a)'(i  + (l  +;)«*/  = l + ^(x  +_)•). s -f- cc. 
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+ j)  = ^ (x)  + (16) 

L’equazione  (iG)  basta  per  determioare  Ja  funzione  ^(x).  Imperoc- 
ché seguendo  un  metodo  analogo  a quello  del  n°  493  si  trova  che  per 
m intero  si  ha 

f (ma)  = mf(a). 

Poi  mettendo  a rz  —A  , si  ottiene 
n ' 


e facendo  converger  la  frazione  — verso  una  quantità  irrazionale  », 

^{pa)  = p^(a). 

Da  questa,  fatto  p — o,  si  ha  y'(o)=Oj  e poi  fattoio  (16) 
y — — pa  , risulta 

9(.pa)  — f(—pa^  = 0 , 

ovvero 

pa')  — — ^{pa)  = — pi({a). 

Dunque  per  tutti  i valori  reali  d’  x si  avra 

9 (nx)  = x»(a)  ; (,,) 

e prendendo  a = i , 

„ , ('«) 

f'ercio  Sara 

(*+*)*=!  + x^(i).*  + ec. 

Questa  eguaglianza  dovendo  verificarsi  per  qualunque  valore  d'x , fàlto 
X = 1 , si  ha  ’ 

*+*=»+ 

d’  onde  ^(1)  = 1 ; e in  fine 

( t + s)*=  1 + xi  + ec. 

/•r  ' /-f/ furinola  (12)  si  fa  x o , e si  rappresentano  j)er 

>J  V")  ìj  (u)  ) cc.  ciò  che  divengono  in  questa  ipotesi  i coeffi- 
cienti delle  potenze  d’j-,  si  avrà 

/W  =/(o)  +/’(o).-^  +/"(o).2l  + cc. 

I 1,2 
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ovvero  , scrivendo  x in  luogo  d’ y , il  che  non  altera  i coelhcienli , 


/(x)  =/(o)  + fio) . ? + fio) . + ec.  ; (19) 


la  quale  fortnola  db  lo  sviluppo  di  /(x)  quando  si  sa  trovare  la  prima 
derivata  , purché  però  l' ipotesi  x = o non  renda  infinita  alcuna  delle 
funzioni  f(x)  , /'(x)  . ec. 

Senza  trattenerci  ad  applicare  la  formola  (ig) , faremo  solamente  os- 
servare che  Ix  non  sì  può  sviluppare  in  serie  ordinata  secondo  k 
potenze  d’ x , perchè  1’  ipotesi  x = o da  lx  = — « (n°  337, 7°). 

5o6.  Dalla  formola  (la)  si  ottiene 


— =/'(x)  +/"(x)  ■ 7^  + ««• 


Ora  quando  x ha  un  valore  determinalo , si  può  sempre  prender  per 
y un  numero  tanto  piccolo  sicché  il  valor  numerico  de'  termini  clic 
seguono  f{x)  sia  minore  di  una  quantìl'a  piccìolissima  k.  Ora  se  sì  di- 
vìde r intervallo  Ira  a e ò in  n parli  eguali  ad  ò , in  modo  che  sia 
l>  — a~nh  e dìppììi  sia  A il  più  piccolo  valore  e il  il  più  grande 
che  riceve  fix)  nell’  intervallo  tra  a e ò , sarà  sempre 


/(  X + ò ) — /(x) 


> A — )c , <CB  +k. 


Ter  conseguenza  i rapporti  oonicnuti  nella  serie 

/(„+/,)_/(„)  fia+A,)-fia+h)  fia+3h)~fa+:ih) 
fc  ’ h ’ h 

fia+nh)—fia+n~l.h) 

h 


ranno  tutti  maggiori  di  A — i , minori  di  B + k-,  e quindi  la 

Zia  + uh) — fio)  .•  / > I N 

nma  sari  maggiore  di  ni  A — * ) , minore  1 

B + k) 


loro 


h 

ovveif 


/W  -/(«) 

b — a 


>A—k 


<BJrk. 


(ao) 


E siccome  si  può  prender  k tanto  piccola  quanto  sì  vorrà  , ed  il  rap- 

J{h)-fa) 


porto  (ao)  c iudipciiJculc  da  A,  sarà — 


compreso  tra  A c B y 
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e indicando  per  y^(a. . . .i)  un  valore  di/'(x)  compreso  Ira  quelli  che 
riceve  nell’  intervallo  Ira  a e & , si  avrh  secondo  la  notazione  di  cui 
ha  fatto  uso  Fourìer 

(i«) 

507.  Se  nello  sviluppo  di  f{x  + y)  si  mette  per  x un  valore  a che 
rende  f{x)  = o , si  avrà 


m 

h 


y(a  + jr)  =/^a)  + + ec. 

In  questo  caso  f{a)  sarà  un  massimo  o un  minimo , secondo  che  f'\a) 
risulterà  negativa  o positiva  (11°  4^*’ )■ 

Se  il  valore  a che  rende  /'(jc)  eguale  a zero  , rendesse  nulla  an- 
che alcune  delle  derivate  seguenti  , rappreseutando  per  i l’ ordine  della 
prima  derivata  che  non  si  annulla  , si  avrà 

/(a  +/)=/(a)  + —l^yx-)(a).y  + ec. 

, Se  i è numero  impari  non  vi  sarà  nè  massimo  nè  minimo  ; quando  ( è 
numero  pari,  la  Minzione  avrà  un  massimo  se  f(''>(a)  è negativa  , e 
un  minimo  se  positiva. 

Sia  per  es. 

/(x)  =’a:*  — 5x*  + 7X  + 9. 

Sarà 


f{x)  s=  3**  — IO*  + 7 , ^/"(*)  = 3*  — 5. 

L’  equazione 

3x’  — IO*  + 7 =5  0 

dà  , x=  1.  Si  ha  /'  Q^  = + ^ , /"(i)=— a ; perciò 

la  funzione  proposta  diviene  miuima  quando  * = ^,  massima  quando 

X = I. 
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ART.  V. 

Principali  applicazioni  della  formala  del  binomio  e delle 
serie  esponenziali  e logaritmiche. 

§.  /.  Applicaiioni  della  formala  del  binomio. 

5oB.  La  forinola  del  binomio , verificandosi  quando  I'  esponente  è 
frazionario  , dà  lo  sviluppo  in  serie  delle  funzioni  irrazionali  ; c può 
essere  utilmente  adoperata  per  estrarre  le  radici  de’  numeri  per  appros- 
simazione, In  effetti  si  ha 


I. 

--I  _ » 


m m 

I — ~ 2 

m n n 


ovvero 


• 

• n a 

a 

2 4* — • — ‘ 
n 2 

3 

a 

m{m — n) 

in[ni  — n)(rn— 

-2/1) 

i* 

n . 2n 

a’  + 

n.in. 3n 

•a" 

£ se  si  la  a , si  avia 

m 

(/'"+*)" 

f ma  m(m — n')  /*'\*  m{ni—n){m—'y.n)  /S..*  ) 

(0 

La  serie  chiusa  Ira  parentesi  per  lutti  i valori  di  compresi  tra  i 

c — I è convergente  , e tanto  più  quanto  più  grande  è p"  rispetto  a 
a.  Dunque  per  applicare  la  formola  (i)  all’estrazione  delle  radici  per 
approssimazione  de'  numeri  bisogna  decomporre  il  numero  dato  in  due 
parli,  delle  quali  una  sia  potenza  esatta  del  grado  della  radice  e l’al- 
tra parte  sia  molto  minore  della  prima. 

^ Se  m = 1 si  ha 

- 1 \ t in  — li’  1 n — 1 in — i c’  1 

{p  'l'")  n'p"  H in  in  3n  p'‘“ 

Si  voglia  per  es.  la  radice  quadrata  di  1,  Decomponendo  2 in  1 + 1 
. 5o 

si  avrebbe  una  sene  poco  convergente.  Ma  posto  1 =.  — , si  ha 

■ I I I 1 

a^=j.5o*=  g (7*-l- 1)’.  Per  conseguenza,  fattele  debite  sostituzioni 
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in  (a),  risulterà 

^ 7)  1 1 3 3.5  ) 

~ 5(  2.4.7'* +2.4. G.7«  2.4.6.8.7=  + ‘^Y  ’ 

serie  coDvergenlissima  ; ed  i soli  quattro  primi  termini  danno 


vr=!|^=,,4,4,.3. 

abtigia 

5oq.  Merita  attenzione  la  forma  dello  sviluppo  della  funzione 
(1  — z )~"  , la  quale  dà 

(i-^z)-"=  1 +mz  +m.  ^ +CC. 

2 1.2.3 


(3) 


5 IO.  Sieno  a e b due  numeri  che  abbiano  comuni  più  della  mela 
delie  cifre  a sinistra,  le  loro  radici  /i.'^  differiranno  per  meno  della 

frazione  -. 
n 

In  latti  si  faccia  a =;>+«,  i =ip  + ^ ; sarà  , supposto  /3  < » , 

n n ^li  « — ^ I n— 1 a’ — 3*  ) 

0 + »)  -(p+fi)  -p  1---^ 


e perciò 


n p 


(4) 


Sia  k il  numero  delle  cifre  di  a e di  ^ ^ , comprendendovi  gli 

Beri  da  cui  è seguito  , avrk  lo  stesso  numero  di  cifre.  E siccome  i due 
numeri  a e ò hanno  comune  più  della  meik  delle  cifre  a destra,  et  — ^ 

avra  un  numero  di  cifre  minore  della  melk  di  A:.  Il  numero  delle  ci- 

» 

fre  di  p è il  più  grande  quando  re  ~ 2 ^ in  tal  caso  la  frazione 
(•  — P)p’'  j-  « * — '? 

diverrà  , la  quale  è sempre  minore  di  1 , perchè 

» — ^ contiene  almeno  una  cifra  di  meno  di  p' . Per  l'ineguaglianza 
(4)  si  avrà  a piu  forte  ragione 

■ I 

m ^ \ 

a — * • 
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C(1  elevando  a quadralo  si  ricava 


a + 
2 


cioè  la  seraisomma  di  questi  due  numeri  differirà  della  radice  del  loro 
prodotto  per  meno  di  g. 


5.  //.  AppUcauoni  della  serie  esponentiale. 

5ii.  Lo  sviluppo  di  e*  ( n»  4g4  •)  serve  a trovare  in  un  modo 
semplicissimo  il  termine  generale  della  sene  che  dà  la  polenia  m. 
di  un  polinomio  ui+^  + y + ^ + ec. 

In  effetti  , essendo 


' = e"  . . e’’*  . e**. . . . , 


sarà 


• + 


• •)*  . (*+?+•• 

,(.+^+...)V 

+ 

+ I.a.3 

— + J-ec.  ) 

x( 

yar  \ 

x( 

. \ 
14.  4.  4*  cc.  1 

l *1.2*  / 

Un  leriniuc  qualunque  del  primo  membro  è espresso  da 

(*  + ^ + r + «+ec-  r*”* 

— r f 

I . li . 3 . . . . m 

e un  termine  qualunque  del  secondo  sarà  della  forma 


y X 


«V 


1.2..  ..p  1.2 7 1.2. ...r  i.a 5 

che  si  riduce  a 

• • • • 

1.2.. ..pXi.a....9Xia....rX».»-...*X 


(•) 


(•^) 


(3) 
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Perciò  il  termine  generale  (2)  sara  uguale  alla  somma  di  tutti  i 
termini  che  risultano  dalla  (3),  allorché  si  danno  a />,  r,  s,  cc- 
tutti  i valori  che  possono  soddisfare  alla  condizione 

P + 7+  f + * + 

Sopprimendo  il  fattore  comune  x”,  si  avrò  lo  sviluppo  della  potenza 
(a  + ^ + y •)"*  mezzo  della  formola 


I . a . 3 . . . . m . a'’  , 


I .a. . . /aX  t -a. 


■ gXi. 


, r X I -a. . .sX . . . ’ 


(4) 


identica  a quella  trovata  per  altra  via  nel  n”  laS. 

La  formola  (4)  che  ha  luogo  per  un  esponente  intero  e positivo  si 
può  facilmente  estendere  ad  un  esponente  di  qualsivoglia  natura.  In  effetti 
si  ha  , qualunque  sia  m , 

[*+(|S+y+9+-)r= 

— L)a«-i(^+y+5 )•  + ec. 


11  termine  generale  di  questa  serie  è 
m(m — i)(ni — 2). . . .(ni  — n'  + 1) 


A— '(^+y+S+...)-' 


(5) 


1.2.3 n' 

lettendo  in  (51  in  v 

ha  per  il  termine  ge- 
ni (m — iXm — a). . . .(m — + . . . 


in  cni  n'  e intero  e positivo.  Mettendo  in  (5)  in  vece  di  (jS+y+S-1-...)' 
il  termine  generale  dato  dalla  formola  (iQ  j si  ' 
nerale  cercato 


i.2....</Xt.a...rXi.a.  ...sX.... 
in  cui  9 + r 4-  s =n'.  Questa  espressione  si  può  scrivere 


m(m — 1 )(ffi — 2) ....  (m—n'  + 1 ) 
’i  ,2. . . .9X1 .2. . . .rX>  - a ..  .sX  . • 




X^. (6) 


La  formola  (6)  fa  conoscere  che  quando  n è frazionario  o negati- 
vo , non  vi  sarò  che  la  sola  quantità  a"  che  contiene  un  esponente  di 
simil  natura  -,  e questa  quantità  sarà  un  fattore  di  tutta  la  serie. 

5i2.  Se  il  polinomio  fosse  (^+.Bx-fCx*+I7x*4. , il  ter- 
mine generale  diverrebbe 

m(m— iXm— 2) (m—n'  4- 1) q'D' . . . '"(l) 

i.2....i/Xi.3....rXt2....sX.. 

s5 
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Fra  tulli  i termini  die  $omministra  questa  formola  fa  d'  uopo  ria* 
nire  quelli  che  contengono  la  stessa  potenza  d'  x.  £ chiamando  n l'e- 
sponente d'  X del  termine  di  cui  si  cerca  il  coeilìcienle  , è mestieri 
determinare  tutti  i valori  interi  e positivi  dì  ^ , r , s , ec.  che  pos- 
sono soddisfare  all’eguaglianza 

ijr  -f-  2r  -J-  3s  + ec . . . . = M.  (8) 

Per  ciascun  sistema  di  valori  di  q , r , s , ec.  si  avrà  il  valore  di  n' 
dall’  altra  eguaglianza 


V + '•  + « + ' + = «'•  (9) 

Si  vogliano  per  es.  tutti  i termini  che  contengono  x''  j sarà 

7 -l- ar -f- 3j -t- 4<  + =4-  (io) 


(■0 


Ora  tutte  le  combinazioni  che  dà  la  (io)  si  riducono  alle  seguenti  : 

q — ^ , r~o,  s o , t = o,  ec.  d’  onde  «'  =:  4 > 
q = a,r=i,s  = o,t  = o,ec.  n'  = 3 , 

^=i,r=o,s  = i,r=o,ec.  n'  = a, 

^ = o,r=2,s  = o,r  = o,ec.  n'rra, 

q — o,r=o,s  — Ojt  — i,ec. 

c quindi  il  termine  richiesto  sarà 

j 1.2. 3. 4 1.2.1 

m(m — i)  m(m — 1)  ^ ni  1 

-f-  — ^ A-s-iC'  -J.  — i -I-  — A'*-' E J.i'*. 

1.2  i.i  1 j 

J.  ///.  Applicazioni  della  serie  logaritmica. 


5i3.  La  formola  (34)  del  n°  497  non  verificandosi  che  solo  quando 
I è compreso  tra  -f.  1 e — i , non  potrebbe  servir  per  dare  i Ioga- 

ritmi  de’  numeri.  Ma  se  si  fa  1 + z = \/i  , si  avrà 


ìp  =z  mie 


V/,-.  (v;;-,)’ 

1 a 


(V/~— X 

3 


(•) 
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serie  che  dà  taiUo  più  prontamente  il  logaritmo  di  un  numero  qua* 

m _ 

lunque  p , quanto  più  grande  è m , giacche  converge  al  crescer  di 
m verso  il  limite  i ( n°  rag).  Per  render  più  facili  le  operarioni  si 
prenderà  per  m uno  de’ numeri  compresi  nella  serie  a,4>  B, 
perchè  allora  si  tratterà  di  estrarre  n volte  di  seguito  la  radice  qua- 
drata. 

Se  si  fa  m negativo  , si  avrà , cambiati  i segni , 


]/,  = mle  {i-^  + i(i_^)  +ec.|  (a) 

^ ‘VP  ^ V/  ^ 

La  serie  ^i)  avendo  i termini  co’ segni  alternati,  e la  (a)  avendoli 
tutti  positivi , sarà  i 


l;»<mle(Vp— 1)  , > „ile  . (^3^ 

e r errore  che  si  commette  prendendo  una  qualunque  di  queste  due 
espressioni  per  lo  valore  di  ìp  sarà  minore  della  loro  differenza  , che  è 

IN  ^ 

mle^Yp  — a ^ , ovvero  mle^^-^ — ^ (*). 

^ Vp  Vp 

5i4-  Le  operazioni  che  richiede  la  serie  (i)  riuscendo  tanto  più  la- 
boriose quanto  più  grande  è p , è sialo  necessario  ricorrere  ad  altre 
trasformazioni  sulla  serie  primitiva,  a fin  di  avere  altre  serie  convergenti 
che  potessero  più  utilmente  servire  per  dare  i logaritmi  de’  numeri. 

Nella  serie  (34)  del  n°  497  scrivendo  ^ in  vece  di  « , e osservando 
che  1^1  + = 1 = K*  + ”)  — I ottiene 


1 ( * + ra  ) = In  -p  le 


(4) 


(^)  SIcronie  l’errore  va  diminuendo  a misura  che  si  prende  per  m un  miinero 
più  grande,  quando  m è grandissimo,  l'errore  sarà  quasi  nullo;  c (|uindi  si  potrà 
riguardare  I’ una  o l’altra  delle  (3)  come  l’espressione  esatta  di  Ip  > quando  m 
c intinito.  La  necessità  di  dover  eseguire  un  numero  infinito  di  estrazioni 
di  radici , fa  chiaranienlc  comprendere  , siccome  ahbi.inio  accennato  nella  nota 
al  n**  5'iG , perchè  un  numero  ha  infiniti  logaritmi  , e ])erchc  i logaritmi 
entrano  nella  classe  delle  quantilà  trascendenti  ( /\òo). 
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Facendo  a = i , sarà 

)(«  + ,)=!„+  k (i  ^ ^ + ec.)  , (5) 

serie  tanto  piìi  convergente  quanto  più  grande  è n. 

Peravere  una  sene  anche  piu  convergente, si  faccia = : 

n 1 — u 


da  cui  u — ■ 


■ . Risulta 


Ma  si  ba 


a;i  •{-  a 

l(n4-a)  — lrt  = l(i  + u)  — l(i  — u). 

l(i  +u)s=le(^«  — ^ + ^+ec.) 

J(t  _n)  = le  ( _ u _ ^'_ec.) 


per  conseguenza 


J(  I +U)  . li®  \ 

y^^=.k(a+-+-+eo.). 


(«) 

(7) 

(8) 


(9) 


Messo  per  n il  suo  valore  , si  ha 

l(«+.)=U+al,J^^  + i.(^)’  + l.(^)‘  +«.J  ; 

e fatto  a = 1 , si  ha 

)(»+.)=l«+ak|^_  + j(^)‘+  |(^)‘+  “■  },(■«) 

serie  assai  più  convergente  della  (5). 

5l5.  Applichiamo  questa  forinola  alla  ricerca  del  logaritmo  nepe- 
riano di  IO,  che  indicheremo  al  solito  per  l'io.  Essendo  l'i=o, 
ti  ha  primieramente 

= Kà  + 5TF  + ^ + 7^  + ""•)• 

1 primi  otto  termini  danuo  l'a  =;  o,G93i4;?.. 


Digilized  bv  Gl  • >yli 


( 589  ) 

Essendo  l'4  = > si  avrà 


di  cui  i soli  primi  tre  lermini  danno  l'5=  1,6094379. 

E poiché  l'io  =r  l'5  + l'o  , si  arrh  l'io  = a,3oa^5i.  Per  conse- 
guenza le  = p-^  = 0,4342945  , modulo  del  sistema  de’  logaritmi 
ordinaci.  Questi  risultamenti  coincidono  con  quelli  del  33o. 

5 16.  Faremo  qui  per  incidenza  osservare,  che  se  nelle  fbrmole  (6)  e (7) 
si  £1  u = 1 e le  =:  I , si  avranno  le  due  serie 

*+3+5+ J+5+“' 


eguali  all'  infinito  , come  già  si  sapeva  ( n‘  479  1 4^^  )• 

517.  La  forniola  (4)  può  servire  uUlmenie  per  calcolare  il  valbre 
d’  X nell'  equazione  trascendente 

»*  =s  b,  (11) 

In  effetti  se  n é un  valore  approssimalo  d'ar,  fistio  o;c=r -fa,  si  avrà 

(r  + s)1(r  + a)  = lA  , 


ovvero 


ìb 


=(r  + z)[1r  + lc(=—  ^+e®  )]  »■ 


c irascuiando  le  potenze  di  z , si  avrà 

13  = rIr  4-  zIr  4-zIe  y 


d'onde 


\b  — rIr- 

* Ir  + le 


(12) 


Applichiamo  la  formola  (10)  all’ equazione  x’rroooo.  Essendo 
4^  = 256  , 5*  = 3i25,  sarà  or  compreso  tra  4 « 5.  Supposto 

x = 4,5  = 1 , si  avrà  ^ (f)  =870  circa;  per  conseguenza  .c 
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sarà  compreso  fra  4>5  e 5.  Fallo  n :=  formolo  (la)  dara 

log.aooo  — 


d’ onde 


log.4,8  + 0,4343945 


X = 4)8278. 


= 0,0378  , 


Per  avere  una  maggiore  approssimazione,  si  faccia  uuovamcnle  a:=;4)827B, 
e si  avrà 


d' onde 


0,0000253 

* = u = 0,00002263 , 

1, 1180438 


X =:  4,82782263. 


J.  IF".  Determinazione  del  Umile  deW  errore  che  si  commette  suppo- 
ponendo  le  dijjferenze  de'  logaritmi  proporzionali  alle  differenze  dei 
numeri  corrispondenti. 


5i8.  Per  trovare  il  logaritmo  di  un  numero  che  non  si  trova  nelle 
tavole  o viceversa,  abbiamo  supposto  (n°  343)  che  le  differenze  de' lo- 
garitmi fossero  proporzionali  alfe  difl'ercnze  de’  numeri  corrispondenti. 
Ma  siccome  i logaritmi  non  crescono  esatlamenle  in  proporzione  dc’iiu- 
meri  , fa  d’ uopo  determinare  il  limile  dell’errore  obesi  commette  col 
far  uso  dell’  indioafa  proporzione. 

Chiamando  S la  difiercnza  fra  l(n-4-  i ) e In  , la  serie  (5)  del 
u“  5i4  dà 


, fi  I 1 I 1 

9 le  < — — + r — — — r -l-  ec.  > : 

Uìd  ^3«’  4«‘*  f 


(0 


d’onde  ricavasi  che  la  differenza  fra  i logaritmi  di  due  numeri  conse- 
cutivi è tanto  piu  piccola  quanto  più  grande  è n. 

Essendo  la  serie  decrescerne  e coi  segni  alternali , sarà  ( n“  4"8  ) 

9 < le.  i j e siccome  nel  sistema  de’ logaritmi  ordinari  si  ha  le<o,4343, 

a più  forte  ragione  sarà 


9< 


0,4343 


0) 


Se  n =:  1000  , sarà  8^0,0004343.  E poiché  crescendo  « diminui- 
sce 8,  ne  segue  : /°  che  pe’  numeri  dopo  1000,  c tanto  più  per  <|u(‘lli 
dopo  10000,  le  prime  tre  cifre  decimali  debbono  esser  comuni  a molli 
logaritmi  consecutivi  ; 2”  che  i logaritmi  , allinché  quelli  appartcìienlt 
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a multi  numeri  consecutivi  non  si  confondano  , debbono  esser  espressi 
con  un  numero  di  cifre  decimali  (ante  piu  grande  , (guanto  più  alti 
sono  i numeri. 


5ig.  Sia  ora  n 4-  un  numero  compreso  tra  n ed  n + ì •,  ì lo- 
gnritini  corrispondenti  a’ tre  numeri  n,n4-f/,n  + i sieno  A,  A , 
A 4-  3 , essendo  j>  una  frazione.  Sarà  10*  = n , io**e^  z:z  n + d , 

io**^  = rt  4.  I , dalle  quali  si  ottiene  loe^  = ^+ff.  ^ per  conseguenza 

r 4-  -=  ^ t n)  ‘ secondo  membro  , sopprimendo  il 

termine  comune  1 , e moltiplicando  per  n , si  avrà 

d=p -Palimi  . i ^PllllEÉÌZPl  . i ec. 

2 rt  2.3  n’ 

Facendo  pi  = S'  ^ sarà  p = ^ , d’  onde 
, i>  ì'  ( 8\  I 

d=- — ( I — — 1- ec. 

3 3 \ S/2n 

Secondo  la  natura  di  questa  serie  si  avrà  ( n°  a36  ) 

^<5  , ‘^>s~t  ('  ~ f)- 

Ora  I — c uguale  o minore  di  ^ ( n°  478  ) ; perciò  sarà 


d’  onde 


8rt  ’ 


3'<r/3  4-^, 


(4) 

(5) 


Quando  si  va  cercando  il  logaritmo  di  n 4*  ^ > si  ba  dalla  propor- 
zione di  in  vece  del  3'  dato  dalla  formola  (5).  La  quantità  di  c troppo 

piccola  , e chiamando  e l’ erroie  che  si  commette  , sarà  e j 


come  8 


0,4343 


, a più  forte  ragione  sarà 


« < 


0,4343  o,o54a 

8n’  “ ' n' 


(«) 


Digilized  by  Google 


( 39»  ) 

Se  si  domanda  il  numero  corrisnondcnie  al  logaritmo  & + S'  , si 
ollienc  , per  la  quanti)^  da  aggiungersi  ad  n , — iu  vece  del  d dato 
dalla  (4).  Chiamando  e'  1'  errore  , sarh 


Sia  n > loco  , sarà  e ^ o,ooooooo5  j perciò  numeri  che  di 
poco  superano  looo  la  proporzione  non  dà  esalta  1 ottava  cifra  deci- 
male del  logaritmo. 

Dalla  forroola  (7)  risulta  che  l' errore  e'  c tanto  più  piccolo  quanto 
più  grande  è n.  Cosi  essendo  n ^ looo  si  ha  e!  o, 000125  , per 
a.  ^ 10000  , si  ha  e'  0,0000125  ; e così  di  seguilo.  Da  ciò  si  con- 
chiude che  quando  si  va  cercando  la  frazione  decimale  da  aggiungersi 
al  numero  corrispondente  al  logaritmo  prossimamente  minore  la  pro- 
porzione potrebbe  dare  tre  cifre  pe’  numeri  tra  1000  e 10000,  quattro 
per  quelli  tra  10000  e 100000  j ec, 

520.  Queste  conclusioni  si  troverebbero  avverate  a puntino  se  si  fa- 
cesse uso  de'  valori  esatti  de’  logaritmi  , o pure  se  S e B'  contenessero 
tante  cifre  decimali  sì  che  quelle  trascurale  non  potessero  influire  su 
le  cifre  che  somministra  la  proporzione.  Vi  è dunque  da  tener  conto 
anche  dell'errore  risultante  dalle  cifre  omesse  ne' logaritmi. 


621.  Sieno  b e b'  due  logaritmi  consecutivi  delle  tavole  , e sieno 
y e q'  le  parli  trascurate , in  modo  che  b tj  e A*  + y'  sarebbero  i 
logaritmi  esatti.  1 numeri  A e A',  contenendo  unità  del  medesimo  or- 
dine , si  possono  considerar  come  interi  j allora  le  parti  y e q'  saranno 
1 

ciascuna  minore  di  - , e potranno  esser  positive  o negative. 

Per  vedere  qual  errore  risulta  sulla  differenza  S dalle  parti  trascu- 
rale , si  osserverà  che  nel  primo  caso  si  ha  S z=  b'  — A ; nel  secon- 
do , 8=A*  — A -p  q'  — q.  Quindi  l’errore  è espresso  da  q'  — q.  Que- 
st' errore  è massimo  quando  q'  e q snu  di  segno  contrario  , percitè 
allora  sarà  espresso  da  Ì(y-^<7*V  E siccome  q e q'  son  minori 

di  ^ , quest’  errore  sarà  minore  di  1. 


522.  Quando  si  va  cercando  la  parte  d.t  aggiungersi  a l/t:;;:A  per 
aver  l(/r-l-ff),  si  ha  dalla  proporzione  tliì  = d(b‘  — A),  e si  ottiene 
l(/i  -p  r/)=zA  dtb'  — A).  Facendo  uso  de’  valori  esatti  de’  logaritmi 
si  avrebbe  l(w  + (t)~b  q -J-<f(A'  — A)  -p  d(^q'  — q').  In  conseguenza 
l’errore  che  ne  risulta  è rappresentato  da  q + d(q'  — q)  , la  qual»' 
espressione  si  può  metter  sotto  la  forma  q(: — d)+dqK  P^sseiuio  i — d e il 
quantità  positive  , quest’  errore  è luassiinu  ijuandu  q c q'  sou  dello 
...  . . 1 ..  i, 

stesso  segno  ; ma  q c q'  son  inmori  ih  - , perciò  1 errore  saia  nii- 
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di  * (1  — ti)  + - i/,  ovvero  minore  di-.  Quindi  il  Jogariimo  che 
u a 

si  ouieiic  avrà  Io  stesso  grado  di  approssimazione  di  que'  delle  Tavole 
fra  i quali  è compreso. 

5a3.  Allorché  si  cerca  il  numero  corrispondente  ad  nn  logaritmo 
dato,  la  parte  da  aggiungersi  ad  n per  avere  il  numero  « +<i  è espressa 

da  ^ . Rappresentando  per  * + S'+r*  le  differenze  prese  sopra 

i logaritmi  esatti  ; 1’  errore  che  si  commette  prendendo  - in  vece  di 

i'  + r',  8' + r'  l'  j +r'*+r*'  . 

— ==—  e espresso  da  — = , cioè  da  Il  caso  piu  sla- 

8 + r « + r 8 ’ «(»±f)  . 

vorevole  si  ha  quando  si  prende  il  segno  inferiore  di  r e il  superiore  di 

r’  , giacche  allora  1’  errore  è espresso  da  — y Ma  considerando 

8 e 8*  come  interi  , si  ha  i , r*  < t (n*  5ai  ) ; perciò  1’  errore 
8 + 8 . . ^ 8»v  1 

sarà  minore  di  —, : ovvero  minore  di  f i +—  | ; e siccome 

8/  8(8 -l)  V ^8;8—  a 

I •{ — < i , a più  forte  ragione  quest’  errore  sarà  minore  di . 

J i 1 

Affinchè  dunque  quest'  errore  non  influisca  sulle  cifre  decimali  di 
^ 3 

— , è necessario  che  sia  una  frazione  decimale  minore  di  mezza 

8 ’ 8 — I 

unità  deir  ultimo  ordine  di  quelle  che  somministra  la  proporzione.  Cosi 
per  es.  pe’  numeri  di  quattro  cifre  la  proporzione  potrebbe  dar  per  d 
tre  cifre  esatte  *,  afgnchè  si  possano  ritener  tutte  , è necessario  che 

— sia  minore  di  mezzo  millesimo. 

8 — 1 

Facciamone  l'applicazione  al  caso  in  cui  i logaritmi  sieno  dati  con 

sette  decimali  ; dovrà  esser  ^ o,ooo5  ; da  cui  ricavasi  4ooi  ^8, 

ovvero  , considerando  nuovamente  8 come  rappresentante  cifre  deci- 
mali e propriamente  diecimìliouesimi  , si  avrà  0,0004001  ^ 8.  Ma 

0,4^3  . 0,4343 

8 ^ j dunque  a pm  forte  ragione  0,0004001  < — — -,  e 

n n 

<|uiiidi  loH5.  Per  conseguenza  non  si  può  contare  sulla  terza  ci- 
fra decimale  data  dalla  proporzione  che  pe' soli  numeri  vicini  a luoo. 

Se  si  volesse  sapere  dopo  quale  numero  l'errore  non  influisce  sulla 
seconda  cifra  decimale  data  dalla  proporzione  , si  avrebbe  con  un  cal- 
colo analogo  o,oooo4oi  ^ 0,4343  ^ ^ quindi  n io83o.  Da  ciò  ri- 
sulta che  trattandosi  de'  numeri  compresi  tra  10000  e 100000  , delle 
cinque  cifre  decimali  che  potrebbe  dare  la  proporzione  , appena  due 
se  Ile  possono  ritenere  pe'  numeri  tra  10000  e 10800  , e per  tutti  gli 
altri  la  proporzione  dà  una  sola  cifra  decimale. 

Esaminiamo  ancora  il  caso  in  cui  i logaritmi  fossero  dati  con  cin- 
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que  cifre  ; e vediamo  fino  a qual  numero  si  può  coniare  sulla  prima 


cifra  decimale  data  dalia  proporzione.  Si  dovrò  avere 


S—  1 


< o,o5  , 


o 

da  cui  4i  < ® > e per  conseguenza  o,ooo4i  < ~ — Questa  inegua- 
glianza dando  >0^9)  fa  conoscere  che  la  proporzione  non  som- 
ministra alcuna  dfra. 

Da  questo  esame  risulta  che  quando  si  va  cercando  il  numero  cor- 
rispondente ad  un  logaritmo  dato  , le  cifre  del  numero  , sulla  esat- 
tezza delle  quali  si  può  contare  , sono  sempre  una  di  meno  di  quelle 
che  sieno  le  cifre  decimali  del  logaritmo.  Perciò  i logaritmi  con  cin- 
que cifre  decimali  non  possono  dare  i numeri  che  con  quattro  cifre 
esatte  ; e quindi  con  le  tavole  fino  a loooo  e a 5 cifre  decimali  si 
rende  inutile  ricorrere  alla  proporzione. 

§.  V.  AppUcoiione  della  formala  del  n”  498  alla  ricerca  del  vero 
valore  delle  funtioni  che  per  una  data  ipotesi  assumono  la  forma 


5a4.  Se  in  fisi)  si  fa  * = si  avrò  (n"  498  ) 


ovvero  rimettendo  per  y il  suo  valore  x — a , 


Or  supponiamo  che  il  v.ilore  x — a riduca  a zero  f{x)  e alcune  delle 
derivale  seguenti.  Sia  m 1’  ordine  della  prima  derivata  che  non  si  all- 
unila per  questa  sostituzione  j si  avrò 


/(.r)  = (a-ar 

o più  semplicemente 


/(-0(a) 

l.a.  . . .(m-fi) 


+ ec  ] > (a) 


f{x)  = {x-  loy.w 


(3) 


essendo  y,(.v)  una  fuiiziune  che  non  si  annulla  quando  per  a;  si  mette  a. 

Dunque  i teoremi  stabiliti  ne'  a'  46^  c scg.  per  le  fuiizioiii  intere 
hanno  luogo  per  tutte  le  l'uiizioiii  che  si  possono  sviluppare  in  serie 
cou  la  foniiola  del  11°  498. 


5u6.  Sia 


M 


una  funzione  frazionaria  che  diviene  - quando  si  la 
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x=a.  Questa  frazione  si  polrh  metter  «otto  la  forma 

(a-  - ar/.(^) 

la  quale  espressione  si  riduce  a una  delle  seguenti  : 
(a:— n)»-y.(.T)  /.(x)  /,(x) 


(4) 


secondo  che  , m = n , n»  n.  Or  se  si  fa  x — o , i valori 

delle  espressioni  (4)  divengono  ‘ 


oc. 


’ FC-)(a)’ 

Segue  da  ciò  che  per  trovare  il  vero  valore  delle  funzioni  che  di- 
vengono - quando  ad  x si  da  un  valore  particolare  a , bisogna  fare 

x=a+y,  c sviluppare  le  funzioni  secondo  le  potenze  d'y  ; e se  dopo 
aver  soppresso  i fattori  comuni,  si  fa  ^ = o , si  avrò  il  vero  valore 
della  funzione  proposta  , il  <iuale  potrà  esser  nullo  , finito  o infinito. 

fx*  — o*) 

Sia  per  es.  la  frazione-^ Fatto  x = a+^  , si  avrò 

(x  — a)‘ 


y 


Mettendo  r=  o si  ha  (aa)  * , che  è il  valore  della  frazione  data 
quando  x = a.  ' 

Sia  la  futizione , che  diviene  ^ quando  x=o.  Sostituendo 

X o 

agli  esponenziali  i loro  sviluppi  (n°  494  ) s **  “vrò 

— — = l'a  — 1'^  + [ (l'a)*  — (l'i)*  ]—+«■•• 
e facendo  x = o , si  ha  Va  — Vò. 
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ART.  VI. 

Pimostrazione  della  forinola  del  binomio  e della  serie 
esponenziale  ^ nel  caso  dell’  esponente  immaginario. 


5a6.  Nel  n°  4qa  si  c delermiuata  la  forma  di  una  funzione  conti- 
nua che  per  limi  i valori  reali  della  variabile  fosse  propria  a verifi- 
care la  condizione 

Supponiamo  che  quando  a;  diviene  immaginaria  prenda  la  forma 

delle  espressioni  immaginarie  di  secondo  grado  , sicché  si  abbia 

/(x)=/.(a:)+/.(a:).V=T.  (a) 

essendo  /^(x)  e /,(*)  «lue  funzioni  reali  e continue.  Si  tralU  di  de- 
terminare" anche  in  questa  ipotesi  la  forma  della  funzione. 

Si  dovrà  avere  per  la  condizione  (i) 

Se  si  fa  y = o , si  avrà 

/.(u)  +/.C»)-V~=  ‘ ’ 


d'  onde  ( n”  a4i  ) 

/.(°)  = ' 1 /.(«)  = 

Siccome  fX^'ì  è positiva  quando  x=o,  ed  c una  funzione  mntinua, 
rimarrà  positiva  per  valori  d’x  pochissimo  diversi  da  zero.  Sia  * «tna 
quantità  siiilicienteinente  piccola,  sicché  f,{^)  rimanga  positiva  t''®  i 
limiti  X = o , x=r».  Con  un  procedimento  interamente  simile  a quello 
del  n“  4q®  1 e tenendo  conto  delle  equazioni  (4)  c della  condizione 
yi^»)>o  , si  troverà  per  tulli  i valori  reali  della  variabile  x 


Scrivendo 


.r  . ,, 

- in  vece  d x 

X 


si  avra 


/.W  +/.(.«^) V-  • = [/.(*)  +/i(») V-  ‘ ]“, 
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/w=[/(^)r-  (6) 

Se  y,(x)  rimaDcsse  positiva  tra  i limiti  x=:o,a:=i,  si  potrebbe 
prendere  a = i , e si  avrebbe 

/(x)  = [/.(.)  +/,(1)VZT]'  = (7) 

i • .. 

f 

Senza  fermarci  a determinare  il  valore  di  [/(>)]*  che  entra  nella 
formola  (6)  , osserveremo  che  io  generale  la  forme  della  funzione  è 
sempre  , con  la  sola  differenza  che  la  costante  A , che  nel  caso  del 
n*  49^  doveva  essere  una  quantità  reale,  dev' esser  ora  occupata  da  una 
costante  immaginaria  , la  quale  , quando  si  pub  fare  a=i,  prende  la 
forma  A + B\—  i.  . . 

537.  Poiché  la  funzione  ha  sempre  la  forma  esponenziale,  «i  faccia 

/(x)  = ^?«,  (8) 

potendosi  supporre  che  A sia  una  costante  reale  e f(x)  una  funzione 
che  può  essere  immaginaria. 

Per  la  condizioue  (1)  dovrà  aversi 

.AW=z  A^<~’-r) . (9) 

Ma  quando  f(x)  c reale  , si  ha 

yrfW')  . A^'i  = , 

dunque 

+ ?(y)  =?(*+>)•  (>») 

Supposto 

= + ?.(•>■)•  V->  t 

si  avrà 
d'  oude 

?.(*) +?.(y)  = ».(*+/)  > ^.(®)  + ?. W = ?.(*+ J')-  (n) 

Le  funzioni  reali  ^,(x)  e ^^(x)  proprie  a soddisfare  alle  condizioni  (i  i) 
sono  stale  determinate  nel  n“  5o4  ; perciò  fatto  ?,(»)  = ax  , 
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= bx  , sarb 

J\x)  = . ( I a) 

Dunque  la  formola  del  binomio , stabilita  nel  ii’’  49^  per  un  espo- 
iicnic  ri-alc  qualunque  , ha  luogo  ancora  quando  per  x si  sostituisce 

un’ espressione  innmaginaria  della  fornra  (a-^by — >)a'i  purché*  con- 
servi un  valore  reale.  Parimente  la  fornaola  (a5)  del  n°  4s4  > quando 
a c reale  , si  verifìca  per  un  esponente  di  qualunque  natura. 

I 

Nel  caso  che  la  funzione  [/"(*)]"  entra  nella  formola  (6)  si  tro- 
vasse ridotta  alla  forma  M + Ny—i  , si  avrebbe 

M -1-  Ny — 1 = 

538.  Da  ciò  risulta  ebe  quando  A c reale  ^ si  avrò  per  tutti  i va- 
lori reali  o immaginari  d'x  e d’^  , 

A’.A^  = A^-t,  = A’.B'={ABy  -, 

quindi  le  regole  degli  esponenti  si  trovano  avverate  anche  quando  le 
quantità  reali  sono  affette  da  esponente  immaginario. 

ART.  VII. 

Sviluppo  in  serie  delle  funzioni  circolari. 


539.  Bastano  le  prime  nozioni  di  Trigonometria  per  isiabilire  le  for- 


mole  seguenti  : 

cos(a:  + =:  coixeosy  4!  sena^sen_y  , (i) 

sen  (a-  = sen x coiy  + sen  x cos y , (2) 

cos’a;  + sen'jc  =:  1 . 

Decomponendo  la  (3)  in  fattori , si  ot tiene 

(coso;  -f-  y — I .senx)  (cosx  — \ — i .sena  ) i.  (4) 


Ciascuno  di  questi  fattori  è una  funzione  del  genere  di  (|iiellc  con- 
considerale nel  11“  534.  Infulti  per  le  lelazioni  (1)  c (2)  risulta 

(coso’.J.y  — i .scnx)(cosy-|-y — isenv)^::  +V — ' s<^u(.T-p^-) . 
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Dunque  si  ba  per  qualunque  valore  reale  di  n (ii*'  5an).- 

(cosx  -f  V - > ■ sena-;"  = oosna;  + y^.sennx  , 

(cosa;  — y — 1 .sena;)"  = cosnx  — y — i .seanx  ; 

le  quali  , prima  sommate  e poi  sottraile , danno  . 

(cosx  q-  Y — i.senxì"  4-  (cosx — y — isenx)" 
cos/i:r  — — ^ ^ 


(5) 


(6) 


scnwx 


(cosa;  + y — I seux)"  — (cosx — y— isenx)” 

ay — 1 


(7) 


Sviluppando  con  la  formula  del  binomio  i secondi  membri  delle  (6) 
c (7)  , si  avr'a 

. n(n  — I ) 

cosnx  = cos  X—  cos"~’x  sen  x + 


I .3 


sennx  sr  ncos*"’x  senx 

+ 


n(n  — i)(n — 3)(n — 3)  ^ 

+ ■'  cos’^4xsen^x  — cc.  (8) 

1.3. 3. 4 ^ ■' 

n(/i  — i)(n — a)  , , 

^ ^ cos"“4xseirx  q- 


1.2.3 

-»)(»- 
1.2. 3. 4-5 


n(«— a)  („_4) 


cos^-^x  seu  .r  — ec . (g) 


53o.  Nelle  (8)  e (g)  scrivendo  - in  luogo  d’  x , si  avrà 


X nfn  — I ) X X 

cosx  cos co5"“’  - scu  - q. 

n 1.2  n n 


n(n— 0(n-2)(n— 3)  x x 

q — ~ cos"-4^scn't ec. 

I 2.J  4 fi  fi 


X X n(/i  — i)(n — 2) 

= ncos"-'  - SCI! i 


scii  «x=  ncos"~'  - scii 
n n 


OC  cc 

cos''-^-  sen*  - 4-  ec, 
1.2.3  il  n 


Or  quanto  piu  grande  è n , (anlo  piìi  cos  - si  avvicinerai  airuni- 

n 

tà  , sen a - ; c i fattori  che  compongono  i coefEcienti  si  riducono  ai 
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primi  termini.  Perciò  nel  limile,  cioè  quando  «=  oo  , si  avrò 

n‘' 


n'  X- 


cosar=  I . — +-■—  -j-  . . — 

i.a  n i.a.3.4 


— — ec. 


X n*  x^ 


senx  = 


Il  1.3.3  n*  1 .3.3.4'5  M 


_+  ec. 


ovvero 


X’  X 

cosx  = I !■ 


1.3  ~ 1 .3. 3.4  * ^ 


r + cc. 


senar  =r  x 


i.a,3  1. a. 3. 4-5 


■ — ec. 


(io) 

(") 


art.  \m. 

Esponenziali  immaginari. 

§.  I.  Pn^rielà  degli  esponemiali  immaginari. 
53i.  Se  nella  serie  ( n*  494) 


x’  X'  X’ 

e'  = I + X + + 


+ ec. 


I .a  "*  i.a.S"*"  1.3.3.4  1.3. 3. 4-5 


in  vece  di  x si  mette  successivamente  + x\ — 1,  — a^V~*  1 
può  farsi  ( n'  534  ) j *• 


X*  x*V — I x^ 

e«v=.=i  +xV— I - rr: + 


— t 


13  1.3.3  ’’’i.3.3.4  1.3  3.4.5 

X*  x’V-^  x‘V^ 




--ec.  (1) 


•*'  JT  V~"i  y • . . 

"rTs"^  1.3.3  1 .3.3.4  1.3. 3. 4. 5 ^ 


Da  queste  , prima  sommando  e poi  sottraendo  , si  ottiene 

•••  x**  X® 


+ e- 


1. 3*^1. 3. 3. 4 1.3. ...6 

3 «.5  .J.7 


e*v=<  — e-^v=i  X"  X 

r-f 


+ ec. 


(3) 


aY — i 


1.3.3  1.3.  . .5  1.3 7 


+ ec.  (4) 


Ma  le  serie  che  compongono  i secondi  membri  delle  (3)  e (4)  sono 
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rispetti vamenic  gli  sviluppi  di  cosa:  e sena:  (n°prec.)  , dunque  sari 

e*v=i  ^ — ^nr=, 

= cosa: , — = sena:  (*).  (5) 

* aV— I 

53a.  Queste  espressioni  possono  somministrar  prontamente  tutte  le 
proprietà  delle  funzioni  cosa:  , senx.  Infatti  se  si  eleva  a quadralo  cia- 
scuna delle  (5)  e poi  si  sommano  i risultamenti , si  avrli 


— )-^(  av=r  )=‘ 

che  equivale  a 

cos*x  -f  sen’x  = i . 

Se  si  prendono  le  quattro  espressioni 


(6) 


e»v^i  — e— 

ay — I 

e/v=>  q.  e-/v=i 


erv=i  — , e-T<r=‘ 

aV — I 

e»v=i  ^ 


e si  moltiplicano  prima  quelle  die  sono  nella  stessa  linea  , poi  quelle 
che  si  corrispondono  verticalmente  , sostituendo  agli  esponenziali  le 
espressioni  abbreviate  date  dalle  forinole  (5)  , si  avrà 

senxsenj—  i cos(x— y)  — i cos(x  -}- ^ 
cosx  cos^  z=  - cos  (x—y)  -J-  - cos  (a:  + j)  , 
sen  X cosy  = ^ sen  (x  + j)  -p  i sen  (x  — y) , 
cos  X sen^  =:  i sen  (a-  +_)-)  — i sen  (j:  — ^)  ; 
dalle  quali  facilmente  si  ottiene 


cos(x  ^ y)  = cos.r  cosjy  ^ senx  scn_y  , 
sen(x  + j)  = senx  cos_y  senj-  cosx. 


(7) 

(») 


(*)  Si  può  rcmJer  la  teorica  coiilcnula  in  questo  articolo  indipendente  dal^a 
Trigonometria,  riguardando  cosx  e senx  come  ituc  runzionì  d*  x iiestìnatc  a rap- 
presentar  la  somma  delle  serie  (3)  c (4). 

2G 
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SommaiiJo  prima  le  ^5)  , c poi  dalla  prima  sotlraciido  la  seconda 
moltiplicata  per  Y—  i , si  ricava 


e»v=i  — cosx  + Y — I .sena-  , = cosx  — Y~'  -SCDa:  (9) 

e perciò 

gtmv=t  — ^ cosa;  + Y“ *-set'*)"  =cosna:  + Y — > sennx.  (io) 

533.  Se  si  fa  a:  = o , si  avrò  cosa:  = i , senx  r=  o.  Aflìncliè  si  ab- 
bia sena:  = o , fa  d'  uopo  che  sia 


X 


(■ 


X* 

1 .2.3 


1 .3. 3. 4. 5 


Or  se  esiste  un  valore  « d' a:  die  rende  il  secondo  fattore  eguale  a 
zero  , dico  che  ne  esisteranno  infìniti  altri,  tutti  contenuti  nella  Ibrmola 
, dove  k rappresenta  un  intero. 

Infatti  essendo  ( 11“  prec.) 

cos’a"  -p  scn’.T  = i , (6) 


se  «r  è un  valore  d’  x che  rende  sena'  = 0 , sarà 


cos*«'  = I , d’  onde  cos*  =:  + 1 . 


Dippiii  si  ba 

cosJlr»  + Y — • .scnlrsrrr  ( cos*  + Y"~'  •scn*i-  )'  , (li) 

d’  nude 

cosA."  i V — * •SCIlÀ’<r=:  + I , 

eguaglianza  che  ( n°  a40  si  risolve  nelle  due  senfr*  = o , coslr»  =:  + 1. 
Quindi  per  tutti  i valori  positivi  o negativi  di  Ir  , cioè  per  tutti  i va- 
lori d'x  contenuti  nella  formula  sarà  sempre  senx  = o,  cosa:  = + 1 . 

Per  determinare  il  segno  che  corrisponde  a cosx  secondo  il  vàTore 
attribuito  a k , osserveremo  che  avendosi  cakif  ~ cos*rr  , tutti  i valori 
che  corrispondono  a k numero  pari  saranno  iiecessariamentc  positivi  ; 
]>er  conseguen-za  quelli  corrispuudenli  a k numero  ìmpari  saranno  ne- 
gativi. Perciò  si  avrà  in  generale 

co*kc  = ( — 1 )^  , sen/rrrrr  o,  (13) 

534.  Dall' eguaglianza  (^)  risulta  che,  come  sena*  =:  o rende 
cosa-  = ^ I , la  condizione  eos.r  o darà  pure  senx  =r  -1-  1 . Sia  fi  un  iiu- 
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mero  che  possa  soddisfare  a questa  seconda  condizione  ; dovrh  aversi 
+ e-rr=' 

= o , ovvero  s =o. 

Qnesta  equazione  corrisponde  all'  altra 

COS3/7  + y — 1 .sena/7  -p  i =r  o , 


d'  onde 


sen^y?  = o , cosa/»  = — i ;• 

per  conseguenza  (n®  prec.)  !^>=(a^  + !)«■ , essendo  aA:  + i numero 
impari  ; e in  fine  />ss  . Si  ha  perciò 


aA-fi 

cos * c=  o . 


sen  = ( — i )*. 


(.3) 


535.  Trattasi  di  trovare  Consideriamo  i polinomi 


1 


x'  x^ 

I .a.3  i.a.3.4.5 


X 


6 


1 .a. 


•7 


4 


ec., 


X* 

i.a 


1.3. 3. 4 i-a-.^b"*"”’’ 


(»4) 


(.5) 


il  primo  de' quali  è il  valore  di , 1'  altro  c di  cosar.  Quello  si 

riduce  a zero  per  x = i Ac*  , questo  per  x =:  + — - — * ; e sic- 
come k può  ricever  tutti  i valori  possibili  , secondo  il  teorema  del 
n°  466  i detti  polinomi  si  potranno  decomporre  in  un  numero  infinito 
di  fattori  binomi  di  primo  grado.  Osservando  la  forma  de'  polinomi 
si  conoscerà  facilmente  che  i fattori  binomi  dal  cui  prodotto  risulta  il 

(14)  debbono  esser  necessariamente  delia  forma  1 + s e quelli  da' 

2X 

quali  è composto  il  f i5)  debbono  aver  la  forma  1 + — ; . 

^ ^ — (3*  + i)v 


* 
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Perciò  le  due  forinole  (i3)  e (lij)  si  converlono  nelle  seguenti  ; 


(-;)(■ + 

(-“)(■ +t)(-s)0-^  ©(-SO 


(16) 


ovvero 


/,  4a^\/,  4^\/, 

-©) 

4x*  s 

(»?) 

( sr*  )C  9*V\ 

aòn’J 

• • \ 

c si  avri  in  fine 

senx  = x(i-^)(i-;^)( 

V.  9irV 

(18) 

COSX=(l-^)(i~)( 

4-t’  >. 
. 25«*/ 

• • • • • 

(•9) 

Se  nella  forinola  (19)  si  convellono  nuovamente  i fattori  binomi 
di  secondo  grado  in  laltoii  di  jiriino  grado  , si  avrà 


Fatto  X = - , si  ha 
a ’ 

« I 335!>77g 

* a '2  a 4 4 ^ G !3  !ì 

d'  onde 

*r  22446688  IO  IO  la  . 

-=-•-.-.-.-.5.-.-.  — ec.  fai) 

a 133557799  11  II 

formola  comodissima  a calcolarsi  co’  logaritmi  (’).  Prendendo  un  suf- 
liciente  numero  di  termini,  si  trova  prossimainetite  «■  = 3,i4i5926536. 

536.  Or  poiché  lutti  i valori  d' .v  che  soddisfanno  all’ equaiione 
senx  = o sono  compresi  mila  forinola  x=.k<t  ^ è cliiaro  (11"  19)  che  ipicsti 
valori  saranno  positivi  fra  i limili  x = o,  x = « , negativi  fra  i limiti 


(•)  Quella  è l’espressione  della  srmiciroonfcrenza  di  r.ij.’gio  i , dala  da  'Wallis. 
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e poi  ritorDeraiiiio  successi vamen le  con  lo  stesso  ordi- 
ne. Slmilmente  i valori  di  cos.v  saranno  positivi  tra  i limiti  ar  = o , 

* ~ “ 5 negativi  tra  i limiti  a;  = - , a ^ , e positivi  tra  i limiti 
_ 

* — ~ > a:  = 2»r  , e poi  ritorneranno  con  lo  stesso  ordine.  Perciò 

tutti  i valori  che  possono  assumere  queste  due  funzioni  son  compresi 
tra  , limiti  x = o , x=a«',  o pure  tra  # e — il  che  è lo  stesso, 
^unque  tutti  i valori  diversi  che  può  dare  l’esponenziale  e'v=.  deb- 
DODO  luteudersì  compresi  ira  fr  e — 


§•  II.  Uso  degli  esponenziali  immaginari. 

537.  Consideriamo  un’  espressione  immaginaria  della  forma 
A + By—  I ) e trattiamo  prima  il  caso  di  A positiva.  Sia 
/f  = Y/4‘+.B*,  modulo  dell’ espressione  immaginaria.  Posto 

cos6  = _,  sen9  = — ; 

si  troverò 

A + By — t = /J(cos6  + V—  1 .sen»). 


(>) 

(-) 


Sia  l’altra  espressione  immaginaria  — A — i.  Siccome  que- 

sta equivale  a —{AZf.  B\  — i)  , ritenendo  le  stesse  ipotesi  risulta 

— A + By—i  = — R{coià::f.y~i  .seoi). 

Ma  per  le  formule  (7)  e (S)  del  n"  53a  , si  ha 

— cos  0 = cos  ( ■*■  — 6 ) , ' sen  6 = sen  ( « — 0 ) ^ 

perciò  sar'a 

— A + By  — i = /? [ eos  {«•  — 6)  + Y — 1 sen  ( «-  — 6 ) J.  (3) 

Dunque  ogni  espressione  immaginaria  di  secondo  grado  si  può  espri- 
mere secondo  una  delle  forinole  (i)  o (3).  . 


.')3‘3.  Nelle  suddette  furinole  sostituendo  gli  esponenziali  alle  quan- 
tità chiuse  tra  parentesi  , si  avr'a 


A +By —\  = ' .,  (4) 

— A + By — 1 n;  . (5) 

Segue  da  ciò  che  una  quantità  variabile  .r  che  divenendo  immagi- 
naria dovrebbe  esser  espressa  col  mezzo  di  due  altre  variabili  reali  sotto 
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la  forma  u -f  , chiamando  X il  sao  modulo,  può  molto  como- 

damente rappresentarsi  per 

XeP^ , (6) 

essendo  X una  quantità  reale  che  può  variare  tra  o e ■!*  ce  ) ^ P 
un’  altra  variabile  reale  compresa  tra  i limili  + «r  e — «■, 

539.  Se  fosse  J?  = o , sarebbe  R — A,  e dall’  equazione  (a)  ri- 
sulterebbe 

COSA  = 1 , senA  = o ; 
ma  per  le  formule  (la)  del  n”  533  , si  ha 

A = + ih*, 

dunque 

g,U«V=. (7) 

Similmente  se  fosse  A—o^  si  avrebbe  B , e 
COSA  = o , senA  = 1 j 
e per  le  formole  (i3)  del  5-  prcc. 

A = +(aA  + I )<r  ; 

quindi 

c.{.*-0«v=.  = — 1 , (8) 

da  cui 

M 

540.  Essendo  ( 11°  53a  ) 

cos ( ai«r -f  > ) = cosa  , sen(aArv  + »)  = sen*, 

se  A è il  più  piccolo  valore  che  soddisfa  alle  condizioni  (1)  , le  fur- 
mole  (a)  e (3j  potranno  più  generalmente  esprimersi  per 

A + 2?Y— 1 = i{[  cos(aA:«'  -f  A)  + V — * + *)]  > (9) 

— A + R[coi(-ik+i  .«r  — A)+Y_i  ,sen(aJli+i  .«■ — A)]  ; (10) 

e le  (7)  c (8)  per 

A + B\—  I = , (il) 

— A ìBV — I (n) 
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Queste  ultime  formolc  compreiuloiio  lutti  i casi.  Se  B — o si  fari» 
0 = u *,  se  y/  r=  o , si  fark  9 = - . 


541.  Dall’ equazione  (7)  risulta 

»iir  • I 


(i3) 


Facendo  k ^hn  + kr  ^ cioo  — n:  2/*^  -j- , sarà  e n e~ 

n n 

m ^ 

Perciò  tulli  i valori  di  sono  quelli  che  risultano  dalla  formola  (i3) 
allorché  facendo  uso  del  segno  superiore  si  danno  a k tutti  i valori 

jnteri  compresi  tra  o ed  m , o pure  tra  — — e + - , o in  fine  tra  o e - 

purché  si  tenga  conto  del  doppio  segno  di  k, 

I valori  dati  da  due  esponenti  eguali  e di  segno  contrario  si  deb- 
bono considerare  come  simboli  per  rappresentare  compendiosamente  le 
espressioni  conjugate 


cos  — -T-  V — 1 • sen  — , 
n — n 


itf  

cos + V — ' 

a ~~  H 


Se  n è pari  vi  saranno  due  valori  reali  di-  ‘yi,cioè  4*1  cotrispou- 

dente  a A:  = o , e — 1 che  corrisponde  a k — Se  n e impari  ^ noa 

3 

vi  Sara  che  il  solo  valore  reale  4-  1 corrispondente  i k~o. 

Se  si  fa 

I 

X = (1)"  , da  cui  x"  — 1=0, 
le  diverse  radici  di  qiicsla  equazione  saranno 

1*  i\*  4*' 

I , cos  — + 'V  — • — > eos  — + Y — 1 sen  — , ec. 


Da  queste  espressioni  o dalla  formula  (t3)  si  ricavano  facilmente  le 
proprietà  delle  radici  dell’  unità  esposte  ai  n'  aSa  e seg. 


7 j j.  Dall’  e(|uazione  (b)  si  ottiene 

ai*-!  « 

e " =(-0". 

Se  si  fa  A =;  ha  + A'  , si  avrà 

aA  I aA'  4 I 

• ■ ' w XX.  2/la  4 


(•4) 
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K puicli» 


si  vede  elio  lutti  i valori  diversi  ehe  può  dare  la  furinola  (i4)  >>  ul- 
leiigoiio  dando  a a/c  4-  1 tutti  i valori  compresi  tra  o c n. 

Se  n c pari  , questi  diversi  valori  sono 

« 3r  ir  «— • 

,:v=i  » — v="  , -v^i  » irv=< 

■ „ N « •* 

e 1 e , e , c 

\ quali  son  tutti  immaginari  e corrispondono  alle  espressioni  conjugale 
<r  — r 

COS-+V — i.sen— , cos — +y— i.sen  — 

n — nn  n 


n — I , n—i 

cos «•  + V — tsen «. 

— — * n 


Se  n e.  impari,  i valori  distinti  di  ( — t )"  corrispondono  a quelli 
elle  si  ottengono  dando  a at  -j-  1 i valori 

1,3,5 (n  — 2 ),  n. 

Quelli  elle  corrispondono  ai  valori  i,3....(n  — 2)  sono 

r ^ 

* a — 

n « « " > 

f 5 « > « 


ovvero 

« *f  3r  . — 3«r 

cos  - + V—  t-sc>  ~ V — — > 

n~  n n n 

n~  u ^ ^ , ;i  — a 

cus  ft  + y — t.seli r. 

n — n 

11  valore  che  corrisponde  a alt  4-  1 n c reale  ed  eguale  a — 1 , 
perche  si  ha 

e = — I . 


543.  Se  — è una  fia^iunc  irrudicibile  , si  ha 


(.)"  =[{.)"]'  = (O'i 

« T 

t ipiindi  (1)”  ammette  gh  stessi  valori  che  (•)". 


(.5) 
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Etseudo 


(0  "=« 


alir 

» V'—l 


(•r=— = -r  = (0  " = (0'i 
(•)"  (0" 

m I 

cioi’  (i)  " aiiiuieltc  eli  slessi  valori  che  (i)*. 

Si  ha 


(.6) 


(-.)"=  [(-in'i 


c siccome 


» -»-V=l 


/•  \ A m 

(—0  =e 

ne  segue  che  se  iii  è pari  , sarh 

m in  I 

(-0“  = (-i)""=(i)% 

e se  m c iinptiri 

m m I 

544'  Dalla  funiiola  (il)  si  ha 

t I I 


(>7) 

(i8) 


{A±£y-^)’ =R“  e " (19) 


( .1  2^Y — • )"  = ^cos  - + Y — i.sen  -^(1)"  . (ao) 

[ligiiarilaiulo  si'iiipre  0 come  il  più  piccolo  de'  valori  che  possono  sod- 
disfare alle  ei|iiazioni  (i)  , si  ricava  che  i diversi  valori  di 

t 

( yf  + i?Y — * )'  *>*  Ottengono  moltiplicando  1’ espressione 

I 

f\  ^oos-+Y — 1 5CII (ai) 

M ___ 

pc' divcr>i  valori  di  Yi- 
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Fra  tulli  questi  valori  deve  esser  dislìnio  quello  che  corrisponde  alla 
* — 

radice  reale  di  Vi  e che  è precisamente  l’espressione  (ai).  La  quale 
da  sotto  forma  finita  il  valore  che  si  olterrenbe , se  sì  operasse  di- 
rettamente l'estrazione  della  radice  di  A — i , o cou  la  formola 

del  binomio  o in  altro  mo<lo  ; ed  è rispetto  agli  altri  valori  ciò  che 
la  determinazione  aritmetica  della  radice  di  un  numero  è rispetto  alle 
determinazioni  algebriche.  Quando  dunque  si  prescinde  da' valori  prò- 

r 

venienti  dalle  diverse  radici  di  1,1’  espressione  {A  + jBV — t)*  ha  un 
valore  determinato. 


545.  La  formola  (la)  somministra 

= 7?"  e*  ^ = 7?" 


e 


Q 

-V=l 


» 


ovvero 

Il  t 

( — i -fiV — ‘ )*  — ( C05— Ijr  y — I scn  ( — 1)"  . (aa) 

\ n «/ 

Segue  da  ciò  che 

t SI 

i-A±  B^=T)~  = {A  + i)\ 

t 

Quindi  l’espressione  ( — A .flV — i )"  , che  ha  la  parte  reale  nega- 

tiva , deve  sempre  riguardarsi  come  contenente  un  numero  n di  deter- 
minazioni diverse. 


546.  In  generale  se  — rappresenta  una  frazione  irriducibile , sara 


{A  + B^ — I )"  = /l'^cos  — + Y — I seu  — ^ (i)" , (a3) 

m m 

{A  +By — 1)  " z=z  n "^cos^^*+Y — 1 seti  (i)',  (a4) 

M M m 

{ — A±By^i)"  = /<"^cos^:4:V^*en^j{— i)',  (a5) 

M SI  M 

{—  A + By — 1)  " = "^cos— +Y — ’ **^**  "]^)^ — 


Nelle  due  ultime  formolo  conviene  sostituire  per  ( — l)"  , c ( - 1)  " lo 
espressioni  più  semplici  date  dalle  (17)  e (i8). 
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Le  forinole  precedenti  contengono  la  risoluzione  generale  dell’equa- 
zione 

(»+^v“r=»> 

ossia  la  risoluzione  generale  delle  equazioni  binomie , di  qualunque 
natura  sia  il  termine  noto. 

547.  Dalla  formola  (7),  indicando  con  la  caratteristica  l' i logaritmi 
neperiani,  si  ottiene 

l'(i)  = + aÀ«'V — 1;  (27) 

da  cui  ricavasi  che  1'  uniù  ha  infiniti  logaritmi  , de'  quali  uno  è ze- 
ro , e tutti  gli  altri  sono  immaginari. 

Parimente  dalla  formola  (8)  si  trae 

l'(— I ) =:  + (2A;  + — 1,  (a8) 

cioè  — 1 ha  infiniti  logaritmi  tutti  immaginari. 

Se  in  quest’  ultima  forinola  si  fa  il  =:  1 , si  ha  Ja  proporzione  di 
Giovanni  Beriioulli  : i ; — 1 ; l'( — i ). 

548.  Dalla  formola  (11)  si  ricava 

l'(  A ± ) = l'i?  + (a*ir  + e)V~  , (ig) 

ovvero 

i'(  A + ± « v“  + r(»).  (3o) 

Similmente  dalla  formola  (13)  si  ottiene 

l'(  A i i?V—  1 ) = l'fl  + ( a*  + I )«-y — I Ip  «V — I , 

ovvero 


l'(— = + I +l'(-0-  (^') 

549.  Tra  gl’  infiniti  valori  che  somministra  la  formola  (3o)  vi  è 
quello  che  corrisponde  a r(i)  = o.  Quando  dunque  si  vuol  fare  astra- 
zione da’  valori  inoltiplici  provenienti  da  l'(i)  , r espressione 

V\^A  + Jy — 1 ) ha  un  valore  determinato  dall’equazione 

l'(^  + ^ylTT  ) = l'«  + 8V~  (3a) 

in  cui  8 c il  più  piccolo  valore  die  soddisfa  all’ equazione  (1). 

Al  contrario  I’  espressione  1*(  — Ì valore 
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preciso  e distinto  dagli  altri  , e deve  perciò  riguardarsi  come  un  sim> 
bolo  che  comprende  infinite  determinazioni. 

55o.  Se  fosse  B = o , bisognerebbe  fare  6 = o ( n°  54o  ) ; e perciò 
le  formolo  (3o)  e (3i)  daranno 


VA  = VA  + l'(i)  , l'(—  ^ ) = 1'^  + l'(  — I ) ; (33) 

cioè  una  quantità  reale  positiva  lia  infiniti  logaritmi  , de' quali  uno 
solo  c reale  \ ed  una  quantità  reale  negativa  ha  infiniti  logaritmi  tutti 
immaginari. 

Dalle  forinole  precedenti  si  conchiuJe  che , qualunque  sia  f , si  ve- 
rifica sempre  la  proprietà 

1'(ì-.i)  = 1'at  + l'.i  , 

o pure 

l\o:.l  ) = l'(-.r)  +l'(-l  ). 


55i.  Se  i logaritmi  si  rapportassero  ad  un'altra  base  a,  siccome 
ha  (n°  497)  — jr  5 *■  troverebbe  primieramente 

>C)  = ±^-V^, 


i(-0=±^S^V-i 


e poi 


\{A±  BS-  . ) = lA  ± -j^V-  .+!(.),  ( Ì4) 

i(-^  + z?v~)  = ifiq:^V=^ + !(->)•  (3>> 

55a.  Si  abbia  l'espressione  (n  + iy  — Facendo  per  brevit'a 

r^ya*  +ò*  , si  avrò 

l'.(a  + by~ = ( a + ^'ITT )[Vr±{^k*  + e)v~]-  (36) 

Se  si  esegue  la  moltiplicazione  indicata  nel  secondo  membro  , si  avr'a 
un  risultamenio  della  forma  m + «V — • > quindi 

( Il  + òy  — I )*'?v=i  — = e'"(cosM  + Y — I .seiin  ). 
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Supponiamo  die  sia  a=o,  « = o,  fallo  ( n°  539)6=- ^ e per 
maggior  semplicità  k = o , satìi 

p» 

— e * ( cos.|6l'i +y~  sen.jSl'A).  (87) 

Se  fosse  A = 1 , ^ = i , si  avrebbe 

-r 

( V — • = e * = 0,207879.  (38) 

553.  Nelle  formole  (5)  del  n"  53 1 ponendo  x = ^ — i , si  avrà 

«n(A'^)=-^^^^.y-i,  cos(^y^)=f!j^.  (3g) 

pre^Sl^l^XuL’.ìe'^ 

cos(.  + C08 » + y=r.f!l^^ seq » , (4o) 

*®“(»±i3y— i)=^-i^sen«  + y_  i,1-I1£I!.co3».  (41) 

Se  nella  formola  (4o)  si  fa  «=A«'  si  avra  (n"  533)  cos«=f— iV. 
sena  = o , e perciò  ^ ^ V ; > 

COs(*# + |3V'Zr7)_!_±Ìl!(_  (4a) 


E se  nella  formola  (4i)  si  suppone  * — 2A-  -{-  i 
, a ^ 

“f*  l — * _1_  i»— P 

sen(_—^  + ;5V_,^=_J^  (_,)».  (43) 

le  cpiali  forinole  comprendono  lulli  i casi  ne’ quali  le  funzioni  senx  , 
cosa',  per  x imniagiunria  aujuislaiio  un  valore  reale. 


)sa  , pei  X imniagiiiaria  acijuislaiio  u 
Si  osservi  che  l’espressione  — — 


c sempre  maggiore  di  i ; in- 


falli p(>slo 


+ e-A 


— > I , 


e’**  + I ^ 2c^  , ovvero  e’^  — e^  e® 
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_ i)>e^—  1 , cioè  e®>  I. 


Ora  si  è dello  che  il  valore  delle  funzioni  cosx,  sen*  è compreso  tra 
— I e + • j perciò  quando  si  scrive 

+ e-^ 

sen»  =:cosx  = : — > 


la  X dey’  esser  necessariamente  immaginaria. 

554.  Per  risolvere  il  problema  inverso , si  supponga 

C08(u+(>V l)  = *+^V  *• 


(44) 


Si  traila  di  trovare  u e v.  , „ r 1 

Mettendo  per  cos(u  +vV— 1)  il  valore  dato  dalla  formola  (40) 

si  ha 

fliiUcosM—  V— T.- ^senu  = » + ^V— * > 

a ’ a 


d'  onde 


e»  + e~* 


e»  — e“* 


fi  . 


a cosi*  a seni* 

le  quali , sommando  e sottraendo  , danno 


e»  = 


i» 


COSI*  sena 


cosi*  seii  II 


Moltiplicando  i rispettivi  membri  di  queste  due  equazioni , risulta 



cos’  u sen*  u 

la  qual  equazione  congiunta  con  1’  altra 

cos‘11  + sen’  « — 1 

dara  por  semi  e cosi*  due  valori  reali.  Fallo  per  brevità 
cosu  — rt  ) seiiu  —l>, 

sarò 

— t — ^ =«  + hS — ' > 

a II 
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(!'  onde  . 


Ma  essendo  a*  + 4*=  i , fallo  nella  forinola  (ap)  /{=:i , 0:=(i,  sark 
0 = 1'^^  — I)  , H = ±(a**+fl).  (45) 

555.  Le  diverse  forinole  stabilite  in  questo  §.  conducono  al  seguente 
teorema. 

Teorema.  Ogni  espressione  immaginaria  si  può  ridurre  alla  forma 

^ + B\~. 

5.  III.  Osservaùoni  sul  calcolo  delle  espressioni  immaginarie. 

556.  Siccome  ogni  espressione  immaginaria  può  ridursi  alla  forma 

u°prec.)  è necessario  esaminare  se  le  regole  del  calcolo 
algebrico  gik  stabilite  possono  senza  restrizioni  estendersi  al  caso  in  cui 
le  lettere  rappresentino  espressioni  immaginarie  della  forma  indicata. 

Da  (pianto  si  c detto  uè'  n'  a65  e seguenti  risulta  che  le  trasforma- 
zioni conosciute  sotto  il  nome  di  addizione,  sottrazione,  moltiplicazione  e 
divisione  si  eseguono  sempre  con  le  medesime  regole  , qualunque  sia 
la  iialura  delle  (juantita  su  cui  si  opera. 

Dippiù  se  Ili  , Ili' , ih"  , . . . . rappresentano  numeri  interi  , positivi 
o negativi  , si  avrà  sempre 

^ —(xy)"",  x*“‘.  (1) 

557.  Queste  eguaglianze  non  potrebbero  aver  più  luogo  se  m,  m', 

m"  , ec.  rappresentassero  quantità  frazionarie,  llichiaraando  su  questo 

punto  le  considerazioni  esposte  al  11°  361  si  conchiuderà , che  anche 

quando  si  tratta  di  radicali  immaginari  , e i radicali  si  prendono  in 
tutta  la  generalità  , in  un’  espressione  algebrica  saranno  permesse  quelle 
Sole  Irasrorraazioni  che  non  aumentano  nò  restringono  il  numero  delle 
determinazioni  di  cui  è suscettibile  1'  espressione  data.  Cosi  all'  espres- 
sione .V*  .j"  si  può  sostituire  1’  altra  {xy)"  , perchè  tutte  due  son  su- 

II  I 

sceltibili  di  n determinazioni  ; ma  quando  x"  , y"  , (xy)"  si  riguarda- 
no come  simboli  capaci  di  n valori  diversi  , non  si  {lotrebbe  fare 

I I t 

H H / \ '< 
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a meno  che  non  si  aggiungesse  la  condizione  tacila  di  prendere  iu 

t 

ciascun  membro  la  stessa  determinazione  di  (i)*  ■ 

558.  Se  u-  ed  y sono  quantità  reali  , vi  è un  caso  in  cui  le  egua- 
glianze (i)  si  verificano  anche  per  m , m'  , m"  , frazionati;  ed 

è quando  si  fa  astrazione  dalle  radici  dell'  unita  , ossia  quando  in 
ciascun  l'attore  si  considera  la  sola  determinazione  corrispondente  al 

I 

valore  i di  (i)"  . 

Ma  se  X ed  y sono  espressioni  immaginarie  , non  esistono  i valori 

t 

corrispondenti  ad  (i)"=:i  che  solo  quando  le  parti  reali  delle  espressioni 
immagiuarie  sono  positive  (n°  544)-  Cosi  fatto  a:=»-p|3V  — i , l'espres- 
sione ( X -f- — I )"  avr'a  una  determinazione  precisa  quando  a è po- 
sitiva. In  caso  contrario  1’  espressione  stessa  è sempre  un  simbolo  su- 
scettibile di  n determinazioni  diverse.  Quindi  la  prima  condizione  af- 
finchè le  eguaglianze  (i)  possano  aver  luogo  è,  che  se  si  ha 

x = » + |3V—  I , y = »>  + p'\—  I , ec. 

le  quantità  > , , ec.  sieno  positive.  Ma  ciò  non  basta. 

Sia 

ir=a  -l-i«V— I , y = x'  , z=x"  i , ec.  (a) 

Si  potrà  fare 

X = Xer^'  , y = X’eP‘'^>  , a = X"ep"^' , ec.  (3) 

essendo  p , p'  , p'>  , ec.  uecessariamente  compresi  tra  «■  e — «• , 
n“  53(i  ) . 

Ciò  posto  vediamo  a quali  restrizioni  vanno  soggette  le  eguagliaii- 
ze  (i).^ 

fU  L’ eguaglianza 

ha  luogo  sempre  che  x sia  (|iiaiilità  positiva. 

Si  ha  in  fai  li 

ar*”  . X*"' . a:*  . . . . /»(*** w -w"*. . .yr;? ^ 

a"  L’  eguaglianza 


>11  I 
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Ita  luogo  solo  aoando,  con  *,  »',  oJ',  ec.  positive,  la  somma 

resu  minore  di  «■.  In  efièlli  se  si  avesse  ^ . . . = JU  + 0, 

essendo  h numero  intero,  si  avrebbe 


c quindi 


xyt. . . . = XX'X". . . . Xe®^  (—  i)* , 

I I 6 

(xjr, {XX X' e*  ~ !)*• 


Al  contrario  si  ha 


n 

y 


..^szX" 


t 1 ^ v=i  1 

.X^  e'  . X'" 


=(Arjr>T'....  )’e  ’ 


3°  L’ egnagiiania 


ha  pure  luogo  quando , essendo  a positiva  , si  ha  m;;  ^ «r.  Infatti  se 
mp  = ^«r  4-  0 , sarà 

(*■")"=  e*  — 1 )* , x"=  X^  e"'^' : 

risullamenli  affatto  diversi. 

559.  Nel  n°  5a8  abbiamo  conchiuso  che  per  le  funzioni  esponen- 
ziali della  forma  A‘  le  regole  degli  esponenti  si  verificano  anche  per 
gli  esponenti  immaginari.  Ma  se  si  considerano  le  funzioni  inverse  , 
cioè  le  logaritmiche  , le  regole  stabilite  nel  n°  837  vanno  soggette  a 
notevoli  restrizioni  quando  traiusi  di  espressioni  immaginarie. 

Cosi  si  dimostra  facilmente  col  metodo  seguito  nel  n*  precedente 
che  r eguaglianza 

Ix  + ìy  + U + = ì{xyi ....) 

non  ha  luogo  se  non  quando , essendo  a , a'  , a" ... . positive  , si  ha 

P +/^  +/»''+ <». 

Similmente  1’  eguaglianza 

1 .ar"  = mi* 

ha  luogo  solamente  quando  a è positiva  ed  è mp 

27 
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ART.  IX. 


Sviluppo  in  serie  delle  frazioni  algebriche.  Serie  ricorrenti. 
Serie  de’  numeri  figurati. 

56o.  La  sola  forinola  del  binomio  basterebbe  per  sviluppare  le  fra- 
zioni algebriche  in  serie  convergente  , ordinala  secondo  le  potenze  della 
variabile.  In  effetti  si  ha 


e perciò 


1 


X X 

+ +r.  +:;3+®‘=> 


il  qual  risultamenio  ò identico  a quello  che  si  ottiene  con  la  divisione. 

Ma  siccome  le  frazioni  algebriche  danno  origine  ad  una  classe  par- 
ticolare di  serie  j ci  varremo  per  svilupparle  del  metodo  de’ coefficienti 
indeterminati  , che  oltre  alla  brevilli  ha  il  vantaggio  di  render  più  evi- 
dente la  legge  di  dipendenza  fra  i coefficienti  delle  potenze  della  va- 
riabile. 


Consideriamo  in  primo  luogo  la  frazione  più  semplice  ' > c 

si  faccia 


a! 


— A^x  + d,x'  + d^x^  + ec. 


Moltiplicando  entrambi  i membri  per  af  4-  b'x  , si  ha 
o=«'^o  + ec. 

d’  onde  ( n°  487) 

a=a'A„,a'A , +b^A^  = o,  a'A^  -f-i'^,=:o,  ec. 
e in  generale 

+ *'-^.-1  = o > (1) 

la  quale  dà 


cioè  il  coefliciente  d'  ogni  termine  , dal  secondo  in  poi  , è uguale  al 
precedente  moltiplicato  per •. 
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Prendiamo  1'  altra  frazione  -r — ^ , 

a’  +i'.c  +c'x*  ’ 


a bx 

d -J-  Vx  + dx^ 


= <^o  + -^.A’  + + A^x^  + ec. 


Operando  similmente  si  ottiene 

o = (o'^„— a)+(o'^,  +*'^0— +c'/i„)a:‘ 
+ +ec. 


c quindi 

— 0=0  , a! A ^ -^-b' A ^~b  =z  0 , a'A^  + + <^■'^0  ~ ° ) 

e in  generale 

®*^n  + l>'An-i  + dA,^,  = o , (a) 

da  cui  , 


In  questo  caso  ogni  coefficiente , cominciando  dal  terzo  , si  forma  dai 


due  precedenti,  moltiplicali  rispettivamente  per  — ^ 


Sviluppando  con  lo  stesso  metodo  la  frazione  — 


n + Ax  + ex' 


a'  + b'x  + c'x'  -p  Ax^ 
si  troverà  che  i coefficienti , dal  quarto  in  avanti  , sono  legati  dalla 
relazione 


^'A^  + b'An-i  + dAa-i  + d'A^-ì  = o.  (3) 

In  generale  per  la  frazione 

o + Zix  + ex*  + 4.  hx'^> 

a'  + b'x  + c'x*  + + l'x"' 

la  legge  di  dipendenza  de’ coefficienti  , cominciando  dall’ ni. sarà 
data  dall’  equazione 

a'A^  + dA„-,  + c'An-,  + + l'A„-,a  = o.  (5) 


L'na  serie  che  procede  secondo  le  potenze  ascendenti  della  variabile 
e di  più  i coefficienti  sono  congiunti  fra  loro  per  mezzo  di  un'equazione 
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<li  primo  grado  , dicesi  ricorrente  , appunto  perchè  per  ottenere  un 
teriniiie  qualunque  bisogna  ricorrere  ad  un  certo  numero  di  termini 
, . , . > . b' 

precedenti.  Le  quantità  costanti ^ , , ec.,  per  le  quali  biso- 

gna moltiplicare  i roeOìcienti  precedenti  per  ottenere  quello  che  si  cerca, 
compongono  la  scala  di  relaiione. 

Delle  serie  si  classifìcano  in  ordiui  secondo  il  numero  de'  termini 
che  costituiscono  la  scala  di  relazione.  Sono  di  primo  ordine  quelle 
la  cui  scala  di  relazione  costa  di  un  sol  termine  , di  secondo  quelle 
nelle  quali  la  scala  di  relazione  ha  due  termini  ; e cosi  di  seguito. 


56i.  Osservando  che  la  frazione  (4)  e 1' etjuazione  (5)  si  possono 
metter  sotto  la  forma 


- ( « + i.v  + ex* 


1 +-,x'  +....+-X- 


V d e . 

A + + • • • • + 

* n*  n*  ni 


si  vede  che,  data  la  scala  di  relazione  e i primi  m termini  della  serie, 
si  può  subito  comporre  la  frazione  generatrice. 

l’er  fìssare  le  idee  supponiamo  che  lu  serie  abbia  per  scala  di  rela- 
zione a,  — 7,  — 3.  Il  denominatore  della  frazione  sar'a 
I — «a-  q-  ^x'  — yx'‘  + Jab  Facendo 


a -J-  bx  q-  ex'  + dx' 


■.A„+A,x  + A,x'+A^x^  + A^x^  + ec. 


I — »a’  q-  — yx^  -f-  Sx“* 

e osstTvando  che  per  la  natura  della  serie  deve  aversi 

xAn—,  q-  — yA„-ì  q-  SAu-t  » 


SI  troverà 


a -J-  bx  + ex'  + f/x’  :=:  + A^  |x  q-  A^ 

— — xA, 


X*  q-  A^ 

— aA^ 

+ 

— 


d' onde 


b=:A~xA„,r=:A,-»d,+^A„,  d=sAi-»A,+,ìA,+yA^^^ 
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perciò  la  frazione  generatrice  sari»  ^ 

y4„+{A,  —j.A„)x+{A, — a-A , +|3/^  Ja,-»  , —yA„)x' 

I — aa;+;3x*  — yx’ + Jx'* 

56a.  È da  osservarsi  che  lo  sviluppo  di  una  frazione  razionale  rie- 
sce assai  più  semplice  ({uando  il  denominatore  può  decomporsi  in  fat- 
tori , perciò  che  allora  anche  la  frazione  potrò  decomporsi  in  frazioni 
parziali  che  avranno  per  denominatoiri  rispettivi  i fattori  del  denomi- 
natore. In  tal  caso  il  coefficiente  di  x"  nello  sviluppo  della  frazione 
data  sarò  uguale  alla  somma  de’  coenicienti  di  x"  negli  sviluppi  delle 
frazioni  parziali. 

Sia  'Q— ( la  frazione  data  , in  cui  può. siippocsi  ( u°  5i  ) che  il  grado 

di  File)  sia  maggiore  di  i]uell.o  di  fix)  Supponiamo  che  x — h sitv 
un  fattore  di  iTx  , e sia  jF’(x)  = (x  — A)'”^(x).  Sarò  (n°  472) 


F\x)  ~ (x-A}"  (x— A)—  (x— A ■ • ■ ■ X- A ?(x)  ‘ ''  '' 

563.  Occupiamoci  perciò  dello  sviluppo  di  una  frazione  della,  foc-' 

7 nres-  Ora  st  ha 

(x  — A)" 


N 

(x-A)« 


= ( - . )"Ar. - (-  xTN( a - 

O-f)  ^ ^ 


Scrivendo  per  brevilò.  s in  vece  di  ? si  avrò  (a”  5og)t> 


(i-a)-"=  1 +m.zHr  -.f-ia*  ^ a. 3.  ' 


I .:z 


la  iiuale  serie  ha  per  leriiiùie  generale- 


3 - - -Zi  •. 

1.2.3..  .... .« 

Facendo  m~  i , = 3 , =3  , eot  si  lianiKxgli  sviluppi  di  latte  le  fra- 
zioni parziali  contenute  nella  (6]. 


564-  Meritano,  particolare  considerazione  te  serie  fòrnaate-  da’  coelli- 
cienli  delle  potenze 


( I — j)-  , ( t,—  z )-*  , ( t — z , ec. 
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luCatti  nella  (7)  dando  ad  m successivamente  i valori  i , 2 , 3 , ec. , 
e osservando  che 


m{m  + i)(>n  + 2)  . . . . (m  + n — l) 

1 • 3 . 3 n 

1.2.3 (m — i)m(m+i)(;n  + 3) 1) 

1.2.3...  .{ni — 1).  1 .2.3. ...  n 

_^n+i)(yt4-2)(ra+3) (n-|-/w— 1) 

1.2.3 {m  — 1) 

si  avranno  le  serie 


> z » 1 

» ) »,  » > 

» > 

» , 

ec. 

3 , 4 1 5 , 

6, 

7 5 

ec. 

1,3, 

6 , IO  , i5  , 

2>  > 

28  , 

ec. 

> ) 4 s 

IO  , 20  , 35  , 

56  , 

84, 

ec. 

1,5, 

i5  , 35  , 70  , 

126  , 

310  , 

ec. 

ec. 

le  quali  , dulia  seconda  in  poi  , hanno  per  termini  generali 

n + i (n+i)(/i+3)  (n  + i)(yi+2)(ytq-3) 

I ’ 1.2  ’ 1.2.3  ’ 

(/1+i)(/I+2)(/1+3)(w+4) 

1.2. 3. 4 ’ 


(8) 


(9) 


(10) 


Queste  son  delle  le  serie  de’  numeri  figurati , nome  allrìbuilo  da  pri- 
ma ad  alcune  per  cerle  relazioni  eon  le  figure  di  geomelria , ed  esleso 
poscia  alle  altre,  perchè  considerale  come  appartenenti  ad  una  stessa 
famiglia. 

La  scala  di  relazione  dipendendo  dal  denominatore  sara  evidente- 
mente formala  da’ coefficienti  del  binomio  (a;  — a')". 

11  modo  di  comporre  le  dette  serie  c facilissimo.  Infatti  si  h.i 


(«  + i)(w  + 3) {n  +m— a)(/i +m— 1) 

1.2.3....  («t  — 3)(//l 1) 

(n  + i)(n  + ^) (n  + m — 'j)y  n v 

i.2.3....(»i  — a)  \;;i — 1 ) 

(n  + i){n+7.) {n+m—i)  n{n  + i){n-^u). 

1.2.3..,.  [ni — 2)  1.2  3 . . . 


. . (n+m— 2) 

.(m-i) 


La  prima  parte  di  questa  espressione  rappresenta  il  termine  n.*'"» 
della  serie  dell’ordine  ni — i , e la  seconda  parte  il  termine  (n — j 
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della  serie  dell' ordine  m.  Perciò  ognuna  delle  serie  (io)  si  forma  dalla 
precedente  sommando  un  termine  con  quello  che  lo  segue  nella  serie 
superiore.  Cos'i  il  termine  35  della  quinta  serie  ò formato  aggiungendo 
al  termine  precedente  i5  il  termine  seguente  nella  serie  superiore  , 
che  è ao. 


565.  Se  nella  serie  (io)  si  scrive  nel  secondo  termine  n — i , nel 
terzo  « — 2 , nel  quarto  n — 3 , ec.  , i termini  suddetti  diverranno  i 
coefficienti  del  binomio  (ar-pa)’.  Per  conseguenza  scrivendo  le  serie 
(9)  nel  modo  seguente  ; 


«si» 

■ ) 

• > 

« > 

‘ , 

> S 

1 > 2 J 

3, 

4, 

5, 

7 ) 

» > 

3, 

IO  , 

i5  , 

21  , 

» > 

4, 

IO  , 

20  , 

35, 

* ) 

5, 

>5  y 

35, 

1 , 

fi  , 

2»  > 

‘ ) 7 > 
> > 


si  forma  il  triangolo  aritmetico  di  Pascal , nel  quale  i numeri  che  coift' 
pongono  1’ colonna  vertic.ale  sono  i coefficienti  della  potenza 
{x  +a)'‘~‘,  e le  somme  delle  colonne  verticali  formano  la  progresr 
sione 

2°  , , a*  , 3' a"-' , 

come  dev’essere  ( n°  ta3,  III). 


566.  Conosciuti  i coefficienti  che  formano  lo  sviluppo  di- 


possono  con  un  metodo  pratico  trovare  quelli  che  derivano  dalle  fra- 
zioni della  forma 


(._:,.)(.  _.v>)(i  ,...(._  x")- 

Per  cominciar  dai  casi  più  semplici  ^ consideriamo  da  pem^  La 

frazione, Si  ponga 

(1  — x)(i  -X  ) 

\ — ~=  + cJ^x'  + A,x^  + ec.  ; (la) 

(»— — •*  ) 

6ura 

/ r;  = 

(I_.x)(,  _.c’) 
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Sommando  le  (la)  e (i3)  , si  avrà 

7 — + -^1 1*  + 1 **  + I *’  + ec., 

(‘-*)  +^„1  +^.l  +^,1 


(i^xy  ==  '*»  + “■*  + “•*’  + “»*’  + “• 

essendo  , a,  , a,  , a,  , ec.  i numeri  figurati  di  prim*  ordine  , si 
avrà 

^ o * ^1  ’ j “■  ■"  ^ 4 * 

Perciò  ì coefficienti  delle  serie  (la)  e (i3)  saranno 

t,  a,  3,  4,  5,  6,  7, 8, 9,  io,ec. 

1,1,  a,  a,  3,  3,  4,  4,  5,  5,ec.; 

cioè  scritta  la  prima  serie  , l’altra  si  formerà  sottraendo  da  ciascun  ter.- 
mine  della  prima  il  termine  già  ottenuto  nella  seconda.  Si  avrà  perciò 

(,-,g)(i— 'W~  » + * + + a*’  + 3*^  + 3:e‘  + 4®«  + ec. 

Passiamo  alla  frazione  — Ì-— : e si  fàccia 

(i-x)(i-**)(i-;e*)  = ^"  + + ec. 

Moltiplicando  prima  per  x poi  per  »*  e sommando , si  avrà 

f?— + ^,K+  + ec. 

+ a + I 

Rappresentóndo  per  , .ff,  , 5.  , 5,  , i coefficienti  di  questa 

serie  , ai  avrà 

(i  + x)(i +X  + x’) 

®.  X ".j-  + + ('i) 

R se  si  fa 

1 

= o„  + o,a:+  rt,x’+ fljx>  + cc.,  (i6) 

osservando  che  i primi  membri  delle  (i5)  e (i6)  sono  eguali  , si 
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avranno  Ira  le  , le  £ , le  a le  rclaiioni  scgiicnii  ; 

— + Ait-t  •¥  A,-i  ) a,  =:  + B,-,  , 

d’  onde 

B^  = a^  — Bn-tt  A„~B^  — Ax-t  — A„^f 

Perciò  scritta  la  serie  delle  a , cioè  la  serie  de'  numeri  figurali  di  se~ 
oond'  ordine  , si  avrò  la  serie  delle  B sottraendo  da  ciascun  termine 
della  prima  serie  il  termine  precedente  della  seconda,  poi' quella  delle 
A sottraendo  da  ciascun  termine  della  seconda  serie  i due  termini  della 
terza  serie  che  precedono  quello  che  si  cerca  ; siccome  si  vede  qui  sotto  : 

1,3,6,  IO  , i5  , 21  , a8  , 36  , 45  , 55  , ec. 

I , 2 , 4 y 6 , 9 , 12  , i6  , 20  , 25  , 3o  , ec. 

1,1,2,  3,  4 , 5,7,  8,  IO,  12,  ec. 

Sarò  perciò 


(t— ®)(l— »*)(!— 


=:!  + * + 2x’  + 3x*  + 4^'  + 5x’  + 7x®  + ec. 


Per  avere  i coefUcienii  della  serie  risultante  dalla  frazioue 
1 

, basterò  osservare  che 


(,_a.)(i-**)(i— x*)(i— x*!) 

t _(»  +a;)(l  +x-f  x*)(i  + X + X*  + x^) 

(l  — x)^  (i — x)(i — x’)(l — a:’)(i  — x'*) 

Per  conseguenza  se  s' indicano  con  le  A numerate  ì coefficienti  della 
serie  che  da  la  frazione  proposta  , con  le  B quelli  che  da  la  frazione 
1 -4-  X + X*  -4-  X* 

: , ..-7 , con  le  C i coefficienti  della  serie 

(,_x)(,_x‘)(l-x*)(l-x^)  ’ 

r i 4-  j?  4-  1 4“  iC  + .V*  4* 

data  dalla  frazione  ^-7 -r  , e flnalineiiie 

(,  _ay)(i_x‘)(l-x’)(l  — x^)’ 

con  le  a i coelficietHi  della  serie  daU  dalla  frazione  , si  avran* 


(l— X) 


PO  tra  questi  coeflicienti  le  relazioni  seguenti  ; 
d'  onde 


f'n— n,— Cn— I , B^—C^—Bn—i^Bn—1  , A ^^B ^•^An^i—A n~i~’An^i% 
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Perciò  con  la  medesima  regola  si  formeranno  le  quattro  serie  seguenti  : 


a. . . . 

...1  , 4 , 

IO  , 

20  , 

35  , 56  , 84  , 

120  , i65  , 

ec. 

C.... 

, . . . I , 3 , 

7 > 

i3, 

22  , 34  , 5o  , 

70  > 95 , 

ec. 

B.... 

...I  , a , 

4, 

7 > 

11,  16  , 23  , 

3t  , 41  , 

ec. 

A.... 

...I  , 1 , 

a r 

3, 

5,  6,  9, 

11,  i5  , 

ec. 

In  generale  per  avere  i coefTicienti  della  serie  che  dh  la  frazione  (1 1) 
bisogna  prima  scriver  la  serie  de’ numeri  figurati  dell’ ordine  poi 

si  forma  la  seconda  serie  sottraendo  da  ogni  termine  della  prima  serie 
un  solo  termine  della  seconda  ; da  questa  si  forma  la  terza  serie  sot- 
traendo da  ciascun  termine  della  seconda  serie  i due  termini  della  terza 
che  precedono  il  termine  che  si  cerca  5 da  questa  si  forma  la  quarta 
sottraendo  da  ogni  termine  la  somma  di  tre  termini  precedenti , e cosi 
si  prosegue  fino  a che  si  ottenga  la  (m  — i serie  , che  sark  quella 
che  corrisponde  alla  frazione  (n)- 


567.  Dato  il  denominatore,  si  può  determinare  il  numeratore  in  modo 
che  la  serie  abbia  una  forma  data.  Prendiamo  a considerare  le  serie 
provenienti  dalle  frazioni  che  hanno  per  denominatore  — x)"*.  Per 


fissare  le  idee  supponiamo  che  la  frazione 
serie  de’  numeri  quadrati.  Fatto 


a + òx  + ex' 
~(i—xy 


debba  dar  1^ 


o + ix  + ex' 

— rzTip— 


-h  4^^  + 9^’  + 


si  ricava  a = i , A = 1 , c =:  o.  Volendo  con  denominatori  di  que- 
sta forma  aver  le  serie  de’ cubi  , delle  quarte  potenze,  cc.  de’ numeri 
naturali  , si  procederà  nel  modo  stesso.  Si  avranno  cosi  le  serie  se- 
guenti : 


= 1 + 2x  + 3x’  + ec. 

(I— x)* 

— 1 q.  a’j,.  q.  3*x’  q-  ec. 

(l-x)* 


1 /iX 

I I Ix  -f*  1 ix* 


= I -p  ’ì'x  4-  3’x’  q-  ec. 

1 q-  a''.v'  q-  3^.r’  -p  ec. 


La  forma  di  queste  frazioni  indica 
lenze  possono  comporsi  da  i|  nelle  dei 


in  qual  modo  le  serie  delle 
numeri  figurati. 


po- 
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ART.  X. 

Dello  sviluppo  di  una  funzione  in  serie  per  mezzo 
delle  frazioni  continue  , e viceversa. 


568.  Una  funzione  ({ualunquc  X si  trovi  espressa  per  mezzo  di  una 
frazione  continua  , cioè  sia 


- X n T 3 

e + ec. 


e sieno  ^ , ec.  le  frazioni  convergenti  verso  A'  ; sari 

evidentemente 


AT  = 


A ,B  A ^ .C  B . /D  C 
A>'^{W~~A')'^\a  B')'^\D'~7P)'^ 


ec. 


Sostituendo  in  vece  delle  quantità  tra  parentesi  le  espressioni  date  dalle 
formole  (j5)  del  u°  3ga  , si  avrà 


A’  = a + 


AB’ 


»i^  *pr «j'b'S 

B’C'^'C'D'  DE' 


(«) 


Questa  serie  sarà  tanto  piti  convergente  , quanto  più  piccole  sono  le 
quantità  » , , y , ò , cc. 


569.  Se  si  ha  a = ^ = y = 5 = . . . . r=  1 , si  avrà 

— ~ÀÀì'  C’D'^WE' 

« 

serie  convergentissima.  Avvertendo  che  ogni  termine  della  serie  (a) 
risponde  a un  teruiine  della  frazione  continua 


cor- 


« + 


1 

d + ec. 


si  vedrà  che  tanto  pili  convergente  sarà  la  serie  quanto  più  coiiver- 
gente  c la  frazione.  K siccome  si  ha  il  modo  di  dare  alla  frazione  con- 
tinua la  più  grande  convergenza  (n°  38o)  , si  potrà  ottenere  ancora  la 
serie  più  convergente  possibile. 
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Sia  «r=  3,i4<59>^536.  . . (a*  535  ).  Svolgendo  questo  numero  in 
frazione  continua  si  hanno  i quozienti 

7>  *5  ^9’  > * > * > • > * ) **'• 

o pure , seguendo  il  precetto  dato  al  n*  38o  , 

3 5 7 > > ®94  ) 3 > 3 j ec. 

Applicando  a questi  ultimi  la  regola  del  u°  367  per  formar  le  ridot- 
te , si  trova 

A'=i,  C'  = ii3,  Z>'=— 33ai5,  — ggSSa,  ec.; 

perciò 

^ 1 I 1 I 

"^7  7.113  ti3.33ai5  332(5. gq533  ^ 


570.  Siccome  una  frazione  continua  si  può  trasformare  in  serie  , 
sark  anche  possibile  convertire  una  serie  in  frazione  continua.  Ma  la 
frazione  continua  che  ne  risulta  avrò  fortaa  diversa  secondo  il  modo 
come  è regolata  1’  operazione. 

Per  dare -un’ idea  dell' audamento  da  seguirsi  sia 


Si  faccia 


sarà 


X = a^  + a,  4.  a.  4-  a,  -(■  ec. 


a.  a 

1 4-  -i  4.  4-  ec. 


(3) 


Eseguendo  la  divisione  e prendendo  un  solo  termine  nel  (|uoziente  , si 
troverà 


Y z=i—  

‘ «o  "H  ®i  +"»  + •••  • 


d' onde 


+ a,  + °.  + «5  + 

I 4.  ^ 4.  ^ 4.  ^ 4.  ec. 
a.  a.  d. 


Eseguendo  la  divisione  , e preudendo  pure  un  solo  lesauiie  , si  ha 

„ _ — «„<».)  + (°,a.  - «o°.0  + («,°s  — «n"i)  , 

'•  ” rt.  +:«.  + «, +«. 
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Fatto  per  breriU 

“i«i  — «o“.  =*.  5 o„«s  = ^3  > «,<«3  — «o«4  = ^4  > ec- 

si  avrii 

^ ^jf£3_+^+ec.  ^ ^ ^ 

«.  +a. +«3+ec. 

cT  onde 

^ _a,  + g.  + a,  +ec. 

• . + 

Su  questa  espressione  operando  come  sulla  precedente , c mettendo  per 
brevi  tlt 


A.a.  — o/,  — Cj  , , ec. 

«s+f^+^s  + ec. 


^.  + *3  + *4  + ec-  ^4' 


si  avrlk 

■^3  = ®i  + 

Parimente  fatto 

^3«^3  — b,c^  = — A.cj  = rfj  , ec. 

si  troverà 

jr4  = ^.  + + +fL. 

c,  + C4  + ec.  X, 

E così  si  prosegnirb.  Dalle  relazioni 

•^3  “ ®l  + ^ > -^4  — ^ 


ricavasi 


I ! A. 

“o  + — r <^3  j 


(4) 


Cj  + ec. 
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Trasportando  la  parlo  non  siiiimcttica  nel  primo  membro  , si  cUicne 


+ ",  + _ ‘li 

«„  + (J , + oc.  a„  + 


+ 


‘l, 

c,  + ec.; 


(!'  onde  si  rucuoglic  che  può  trasformarsi  in  frazione  continua  anche 
una  funzione  frazionaria  , i cui  termini  son  due  serio  infinite. 

È da  osservarsi  che  la  frazione  continua  che  ne  risulta  cosi  ope- 
rando non  è sempre  la  più  semplice.  Ma  le  Ibrmole  esposte  al  n°  3<)3 
varranno  certamente  a dure  alla  frazione  continua  la  forma  che  meglio 
conviene. 


5^1.  La  semplicitb  e la  simmetria  di  una  frazione  continua  dipen.* 
dendo  della  forma  delle  relazioni  (4)  , sar'a  sempre  pili  utile  ne’  casi 
particolari  operare  direttamente  su  la  serie  data,  che  lar  l'applicazione 
delle  formolo  generali  riportate  nel  ii°  precedente,  o di  altre  che  po- 
trebbero all'  uopo  stabilirsi. 

Seguendo  per  la  serie  che  d'a  il  binomio  (i  + j)"*  le  tracce  segnate 
nel  n“  prec.,  si  trova  che  può  mettersi 


.\=x  + , 


da  cui  ricavasi 


m — 1 . in — 1 m — 2 . 

I + -r  +— ^ X*  + ec. 


Eseguita  la  divisione  , si  ha  un  resto  che  ha  per  fattore  comune 
(m — i)j-;  porióò  si  l'ara 


■ A'. 


d'  onde 


, \ , . m — 2 

2 -p  ( m — 1 -p  {^in  — I ) . — ^ -p  ec. 


in  — 2 (in  — u)(in — 3) 

' + + ‘'‘'• 
3 .3.4 


= 2 + 


( '«  + » )-r 


Così  proseguendo  si  troverà 


V _2  + y (m-3)a- 

-V.,  — o , .1,,  — a -1 y , .1  j — D — , ec. 

-'5  -«6 
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(l  + x)’"=I  +J 


(m — i)x  - 


(m — a)j: 


a + 


(m— 3)a- 


a + 


(m+3)ar 

7 — ec. 


Siccome  si  ha  ( n*  496  ) 

(i  + a-)”'  = i niV  (1  +a)  [l'(i  + i)]’+  ec., 

questa  serie  alla  frazione  continua  precedente  , soppri- 
mendo il  fattore  comune  m , e poi  facendo  m = o , si  avrò 


l'(i  + a-)  =- 


(G) 


1 + • 


a + 


2 j+ 


ax 


a + 


ax 


5 + 


3.r 


a + 


3x 


7 4 


4x 


a 4 


4x 


9 + ec. 


Nella  formola  (4)  scrivendo  — in  vece  di  x e poi  facendo  m~oa, 
si  avrò 

(7) 


e*=  I + 


a 4- 


a 4- 


5 


a 4. 

~ X 

7 — 


a4*ec. 
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5^3.  Da  quest'  ultima  formula  si  ricava 


e = I + 


= * + 


> + 


a + 


— a + 


— 3+- 


a + 


a + 


3+ec. 


5 + 


— a+  ec. 


Ai  quozienti  di  cui  si  compone  questa  frazione  , applicando  la  regola 
del  11*  367  , si  troverà 

A>  = \ , £'=zi^  C'=z—\,  Zy=:4,^'  = 7,  ^ = ^9, 

C'  = — 7»  , IT  r=  536  , /'  = 1001  , ec. 

Quindi  la  formola  (a)  dark 

111  1 I I I 

^ — 7 "I T + a coT? 

1 4 4-7  7"39  39.71  71.530  536.1001 

573.  Le  forinole  precedenti  si  sono  ottenute  limitando  ad  un  solo 
termine  il  quoziente  di  ogni  divisione.  Ma  la  forma  della  frazione  con- 
tinua sarebbe  cssenziulmentc  divers.a  se  si  prendessero  i quozienti  di  due 
termini. 


574.  Consideriamo  la  scric 

+ A^x  + A^x*  + ^5X5  + ec.  (8) 

ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  della  variabile.  É chiaro  che 
prendendo  i quozienti  di  un  solo  termine  , questa  serie  dark  luogo  ad 
una  frazione  continua  della  furiiia 


"„  + • 


in  .V 

«,  + -*- 

+ 


«5  + cc. 


Se  nella  serie  delle  operazioni  si  arrivasse  ad  un  quoziente  con  un 
resto  uullo  , la  frazione  (8)  sarebbe  terminata  , e la  serie  (^J  sarebbe 
necessariamente  lo  sviluppo  di  una  frazione  razionale  della  torma 


o + i.c  -f  ex'  + rf.r'  + . . . . A-x»-' 
a'  + t.'x  + e'x'  + d'x’’  + /'x"  ’ 
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e perciò  la  serie  sarebbe  ricorrente  ( n”  56o).  Quindi  la  conversione 
delle  serie  in  frazioni  continue  offre  il  modo  di  conoscere  se  una  se- 
rie , di  cui  s' ignora  la  legge  , è ricorrente. 

È da  osservarsi  però  che  volendo  convertire  in  frazione  continua  la 
frazione  (q) , pei-j^far  che  il  resto  sia  di  grado  minore  del  divisore, 
conviene  di  preferenza  prendere  i quozienti  di  due  termini.  In  effetti 
cosi  facendo  si  ha  un  resto  divisibile  per  x*  , e la  seconda  frazione  su 
cui  dovrò  operarsi  sarò  della  stessa  forma  della  (9). 

Rappresentando  per  X la  frazione  data  e per  il  quoziente 

di  , si  potrò  fare 

I , , X* 

X -P“  + + X,  ’ 

4P* 

x,=p,  + q.*  + -Y  , 

•t  * 

= , 

ec. 

cl'  onde 

(io) 

Po  ‘ H 

P,  + 7.*  + 

P*  + 7.*  + - 


• ■ OC 

p»—t  + q«— 1*. 

Dunque  per  esaminare  con  maggior  prontezza  se  una  serie  è ricorren- 
te , conviene  cotivertirla  in  frazione  continua  della  lorina  (lo)  j e se 
ò ricorrente  , si  dovrò  pervenire  a un  quoziente  senza  resto. 

Per  es.  sia 


A'=  I -I-  a-r  -b  3.r’  -f-  3x’  -f  7x^  + Sx’  + i5x®  + gx’  + ec.  5 
si  troverò 

Po  -ir  <i„x—  ^ — •>x  , p.  + 7.-^  = I P,  + 7.'*^  = “ + y ' 

Dunque 


A'  = 


1 — a.r  -p 


X’ 


I - r + 


+ 4*^ 


I -p  3x  -p  3x* 

I -p  .T  — ax’  — ax’ 


28 
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Una  giudiiiosa  delemiiiiaiioiic  del  minierò  de’  lennini  di  cui 
deve  comporsi  ogni  tjuozienle  pno  coiilribuire  molto  a date  alla  fia- 
zioiie  continua  la  forma  piu  semplice. 

Riprendiamo  la  serie 

X—  Ii„  + «,+«,+  + «I  4-  fc.  (3) 


Si  ha  primieramente 


d’  onde 


rt, 

■V, 


\-  — ""  + 4- 2j  4-  »-  4-  «,  4-  <*c- 

1 + -'+^  + "/4-cc. 
rt,  n,  n, 


(■•) 


Prendendo  per  quoziente  i due  primi  termini  del  dividendo , .si  ha  un 
risultamciito  seinplicissimo  , cioè 


= + — 


4-«5  4-«>4-c«j  ) 

4-  4-"s  4-  cc 


c perciò  potrà  farsi 


ad 

'^.  = "u4-«, 

li'  ouile 


A-  : 


fli  f/a  . 

‘ +rf+,7+r7:  + ‘=‘^^ 


(li) 


Paragonando  la  i^rinola  (i  i)  con  l.i  (la)  si  vedrà  , che  si  ]mò  passare  da 
Jfj  ad  A\  , poi  da  questo  ad  A,,,  cc.  accrescendo  gl' indici  di  mi  nni- 
l'a.  In  conseguenza  si  avrò  iinniediatamcntc 


.V=-"- 


(i3) 


a a ■ 

U • I 


n.  4-'»,- 


"j  4-«4—  ‘•■e. 


forinola  di  un’  applicazione  assai  pili  facile  di  quella  del  n“  5"o  , e 
che  Eulero  ha  olteiinta  per  altra  via  ( Inlroduclio  in  niuilysiii  in/i- 
nilurnin  , ( ii“  368  ). 
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5^6.  Se  si  avesse 


operando  sitnilmeole,  o pure  facendo  le  corrispondenti  sostiluzioi 
formola  precedente  e applicando  le  trasformazioni  del  n°  393  , si 

■ ;r=i— . 


ò + a ■ 


c + A — 


+ c — ec. 


Se  si  ha 


SI  trova 


ab  abc  abeti 


X=z 


b + 1 


c + 1 


d + I 


C + l cc. 


Filialmente  la  serie 


m n P . <ì  , , 

v"_  j.  — J.  ' — 4-  —2 -4 + ec . 

a db  abc  ahed  abede 


darli 


-V 


hm  + n ■ 


bmp 


cn  +/1  — 


cnq 


dpr 
eq+r  — ( 


* 


(•4) 

li  nella 
ottiene 

(15) 

(16) 

(>7) 

(.8) 

(■9) 
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A K T.  XI. 

Osservaziuni  sullo  sviluppo  in  serie  delle  frazioni 
numeriche. 


*>77.  Uaa  frazione  numerica  prende  necessariamente  la  forma  di  una 
serie  ogni  volta  che  si  vuole  esprimere  per  mezzo  di  un’  altra  frazione 
che  fra  tutte  quelle  che  adempiono  una  data  condizione  sia  la  più  pros- 
sima alla  data.  Le  condizioni  a cui  può  esser  sottoposta  la  nuova  fra- 
zione sono  y che  abbia  un  dato  denoniinalore  o un  dato  numeratore^  o 
che  sia  espressa  in  termini  più  KMuplici. 

, da  convertirsi  in  una 


Sia  ~ una  frazione  irriducibile  , minore  di 

/I 


fra/iorte  — di  cui  è dato  a ; è chiaro  che  ciò  non  potrà  farsi  esalta- 
et 

mente  se  a non  è multiplo  di  A.  Ma  volendo  risolvere  il  problerna 
|>er  approssimazione  , fa  d’  uopo  determinare  tu  iti  modo  che  la  dil- 

fcrenza  “ — — sia  la  più  piccola  possibile.  Ciò  si  ollieuc  col  pren- 

A III  ' 

der  per  iii  1’  intero  più  prossimo  al  numero  \ c facendo 

Z?«  — Ani  -h  C , si  a via 

ti ^ 

A a a A ' 


(0 


11  resto  C sarà  positivo  o negativo  secondo  che  si  prende  per  m l’in- 
tero minore  o pur  maggiore  di  Essendo  C<^A,  si  potrà  su  la 

A 

C w 

frazione  operare  come  sulla  prima  ; sicché  , essendo  ^ la  nuova  fra- 

CA, 


. . V' 

zione  prossima  a — , 

c Z?  il  resto  positivo  0 negativo  di  , 

si  avra 

C n n 

('■') 

II 

+ 

X!' 

Similmente  si  avrà 

■E-P  +JL. 

A c Ac  ’ 

(3) 

e cos'i  di  seguito. 

Si  osservi  che  essendo  lì  A per  ipotesi  , e i rl-sli  CyD,EyCc. 

saranno  tutte  mi- 


minori  del  divisore  A , le  frazioni  — , 7 , 
, ab’ 


p 

, cc. 


neri  di  l.  Imperocché  se  Ba — Am  = + C , sarà  Ba'^  Ani , c per- 
ciò a > m ; se  Ba  -.-A  — — C , sarà  A{^ni — 1)  = Un  + C — A , e 
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siccome  C — Ab  una  quantiià  negativa,  sara  A(m — »)<5a,  e per- 
ciò ni — > , ovvero  ni'<Ca+i< 

Agli  stessi  risultamcoti  si  perverrebbe  se  fossero  dati  i numeratori 
m ^ n , p , ec.  ; allora  C rappresenterà  il  resto  della  divisione  di  An* 
per  B , D ì\  resto  della  divisione  di  An  per  C , ec. 


Si  avrò  dunque  nell’  un  caso  e nell’  allro  la  frazione  ~ convertila 

A 


in  una  serie  di  frazioini  decrescenti  5 e dalle  relazioni  (1)  , (a)  , (3) 
si  ricaverà 


57S.  Se  i denominatori  son  dati  ^ c tutti  eguali  , si  avt'a 


-f.  cc^ 


(4) 

(5) 


Preudendo  i resti  tutti  positivi  , i numeratori  rapprcsenteiainio  le 
diverse  cifre  con  le  quali  viene  espressa  Li  liazione  data  nel  sistcnui  di 
numerazione  che  ha  per  base  <1.  K si  vede  clic  se  0=10,  1'  opera- 
zione prescritta  coincide  con  quella  die  si  Gì  in  Aritmetica  per  con- 
vertire la  Irazioue  data  in  decimali. 

579.  Si  ravvisa  in  quesi^  ultimo  caso  die  i nuineratorl/ii,  ec., 

che  sono  i quozienti  di  Ha  , Ca  , Da  , ec.  divisi  per  A , debbono 
uecessariaineiite  formare  una  serie  periodica,  peceiù  die  periodica  è fa 
serie  de’  resti  ( 11°  SgS  ).  Quindi  se  si  ba.  uua  serie  delLi  forma  (5.) 
die  va  ali’  iiiuiiito  senza  die  i umneraluri  Giriuiuo  una  serie  periodica, 
questa  serie  non  potrà  rappresentare  una  frazione  razionale. 

Al  contrario  se  sono  dati  i numeratori  c si  cercauo  i deiioniùia lo- 
ri , la  serie  delle  operazioni  indicate  nel  11"  677  condurrà  necessariitr 
melile  ad  una  divisione  senza  lesto  \ c ailova  la  serie  sarà  terminata. 
Dunque  una  serie  della  l’orma  (^4)  "*  »i  « -h  i , -h  1,  cc 

die  va  all' iniiiiito  , rappresenterà  iiccessariaiuente  una  quaiiLilu  ii ra- 
zionale. 

5:io.  Se  si  prende  m~n—p~ = ■ , avrà 

Ha.  — AzzlD  ^ Cb  — A — D , cc.  (ti) 


c la  scric  sarà 


I iiiimeri  a ^ h ^ c ^ il  1 cc.  si  otteng"iio  dividendo  //  per  fi,  A pu 
V , poi  A pei  D 1 e<'. 
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Se  si  prendono  i quozieiili  minori  de'  veri , i resti  saranno  tulli  po- 
sitivi , c i segni  della  serie  saranno  alternali  ; se  poi  si  prendono  i 
quozienti  maggiori  de’  veri  , i resti  saranno  tulli  negativi  , e i termini 
della  serie  tutti  positivi.  La  serie  sari)  la  più  convergente  , quando  si 
prendono  i quozienti  più  prossimi  , in  più  o in  meno. 

Se  dal  numero  c = 2,7i8i8iS,  base  de’  logaritmi  neperiani , si  stac- 
cano gl’  interi  e poi  sulla  frazione  ^ si  opera  nel  modo  iodi- 


calo,  prendendo 
riportala  al  u"  494- 


looooooo 
quozienti  tulli  maggiori  de’  veri 


si  ritrova  la  serie 


58 1.  Finalmente  se  si  trattasse  di  convertire  la  frazione 


B . 


un' 


altra  ^ di  cui  non  è dato  nè  il  numeratore  nè  il  denominatore , c sì 
a 

S in 

voglia  che  la  diCferenza  ^ — — sia  la  più  piccola  possibile  nel  tempo 

stesso  che  — sia  una  frazione 
a 

bisogna  far  C = + i , e determinare  m ed  n in  modo  da  soddisfare 
alla  condizione 

Ba  — Ani  = + i . 


più  semplice  di egli  è evidente  che 


Da  questa  condizione  si  potrebbe  agevolmente  ricavare  tutta  la  teorica 
delle  frazioni  continue  , ed  ottenere  lo  sviluppo  della  frazione  ^ se- 
condo una  serie  della  forma  ( n°  569  ) ' 

1 t 1 1 

+ + + 

583.  Tutto  ciò  clic  si  c dello  iiilurno  alla  b'azionc  ^ c applicabile  alle 

quantii'a  irrazionali  , allorcbè  queste  si  trovano  ridotte  in  frazioni  do- 
cimali  approssimale. 
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CAPO  VI. 


METODO  INVERSO  DELLE  SERIE. 


5S3.  Sia  la  variabile  y espressa  per  mezzo  ili  una  serie  proceilciile 
secondo  le  polenzc  d’  x ; si  domandi  di  cspriineie  .i'  in  una  serie  or- 
dinata secondo  le  poleiue  d’ y.  In  ciò  consiste  il  meioilo  inverso  deUe 
Serie. 

Si  abbia 


y — h+  jcx”*  -I-  + yar"'"'  + ec. 


(0 


Per  aver  .r  in  funzione  d’y  possono  seguirsi  diverse  vie.  Noi  terremo 
quella  de’  coefiicienti  indeterminati  come  la  pili  propria  ad  indicare  La 
legge  di  dipendenza  de’  termini. 

Tatto  por  maggior  scinplicit'a  — = s","  = b , J =:  c , cc.  , la 
serie  (i)  prenderà  la  forma 

a”"  = ar”  ( I -I-  /ac”  + r.r'"  + t/.e”'  + ec.)  (a) 

Si  supponga 

a,-  = -1-  + Czr-^"'  + ec. 

Conviene  in  primo  luogo  determinare  ;*  e e.  Da  questa  ipotesi  si  ba 
x"‘  = 3'"-“  ( A”  + inA^-'B-.”  + ec.  ) 

A-“-"  = 3”'*  ( A’-'z""'  -b  ec.  ). 

Sostituendo  tpiesli  valori  in  (a)  si  lia 


^ mA”~' -T  bA"‘‘z‘‘t^”'i^  -T  cc.  • 

Questa  eguaglianza  non  potrebbe  reggere  se  [ler  ogni  esponente  diverso 
di  z non  esistessero  almeno  due  termini  con  lo  stesso  esponente,  lai 
condizione  rimane  soddisfatta  facendo  (*  = i , » = «•  E siccome  si  ha 
pure  A z=z  i , la  nuova  serie  avi'a  la  forma 

x = z(i  +Bz"  + Cz'" +Dz^- + ec.).  (3) 

Formando  per  mezzo  della  (3)  i diversi  termini  che  compongono  la 
serie  data,  e sostituendoli  in  (a),  si  avra  un’ eguaglianza  che  som- 
minislrer'a  le  opportune  eijuazioni  per  delermiuare  B , C , D,  ee. 
Facendo  in  generale 

• (,  + /?:”  -p  Co*"  + Dz^^  + ve.y  = I + R,z-  + C\z'-  -h  D,z^‘  + cc. 
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s"  =:  *"  ( I + BS  + eo.  ) 

+ il"*  ( *"  + 5..,»*"  + + ec.  ) 

+ «■(  »"'  + ^«.^»'‘  + ec.) 

+ rf*"(  *’"  + ec.) 

+ ec. 

£ quindi  ( n”  487  ) 

i = o , 

+ hBm-¥H  + C ^ O J 
“i"  cBm*-tn  *f*  ^ ~ O ^ 

ec. 

£ li  vede  in  qual  modo  un  coefficiente  dipende  da  tutti  i precedenti. 
Componendo  secondo  il  metodo  esposto  nel  n°  5ia  i coefficienti 

■®»1  } J ì ■^m*n  > Cm*H  , CC.  Bmt-t»  j eC, 

e sostituendo  in  (4)  espressioni  corrispondenti  , si  avrli 


m + n . 
+ a.—^B 
m 


^ ^ m -ì 


^a{ni+n)c  b(m+un)  c -. 

m m ^ m J ’ 


Questi  valori  debbono  esser  sostituiti  in  (3). 

584-  Se  si  ha  /«  = n rr  1 , si  ricava 
* ^ * [ • — 03  + (aa’  — 3)s*  — (5o’  — 5a6  + c)i”  4.  ec.].  (fi) 
Se  m = I , n = a , si  Ila 

ni*  ,J.  (3n*  — — (i?o‘*~8ni  +c)i»  +ec.].  ((i; 
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X x‘‘  X x^ 

y — • H 1 h , H 5 — + ce. 

1 1.3  1.3.3  l.a.3.4 

die  esprime  lo  sviluppo  di  e"  (u°  494)’  ^crii 

,=jr_.,  , « = i,  A=‘  , c = ^,  ec., 

e quiudi  la  formolo  (5)  darh 

1 — +—3 4 — +“•’ 

risultamento  ideolico  a quello  del  n®  496  e che  rappresenta  lo  sviluppo 
di  1'^. 

Sia  per  secondo  esempio 


y=x 


+ 


1.3.3  1.3. 3. 4-5  1.1. ...j 

che  è lo  sviluppo  di  sena:  (n®  53o).  Si  avrh 


+ ec. 


a=z 


1.3.3’  1. a. 3. 4*5’  1.3. ...7 

Facendo  le  sostituzioni  nella  fonuola  (6),  si  ottiene 

1 1.3  1.3.5  y’  1.3.5.7 

+ ;-r+7:4-  5 7 + “■ 

£ questa  l' espressione  dell’  arco  in  funzione  del  seno. 

586.  Sia  ora  1’  eguaglianza 

»X'"*  + ec.  = »'/■'  + + ’/y’'*'"'  + oc.  (7) 

in  cui  ciascun  membro  costa  di  due  serie  inGnite.  Si  domanda  lo  svi- 
luppo d’ X in  funzione  à' y. 

L’equazione  (7)  può  mettersi  sotto  la  forma  seguente  ; 

*■"(1  + f .r”'  + cc.  ) =^(  1 + Jr'  +^r''  + ) (8) 


I ec. 
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Facendo  per  brevità 


la  formola  (8)  diverrà 

\ 

x"'(i  oc)  +rf'j’*"4-cc.).  (g) 

Si  supponga 

X z=  Ai>^  + + cc.  (io) 

Trattasi  di  trovar  (*  c v. 

Ritenendo  rispetto  a’  coclllcienti  delle  potenze  del  polinomio 
A + Bi"  + 6’s"  + cc.  la  stessa  notazione  di  cui  si  c l'atto  uso  nel 
n°  583,  si  avrà 

x™  = r™."  [A„  + B^z>  + C„ + ec.  ) 
ar"">  = {Am.nz"/*  + + cc.  ) 

X"‘"=  J”'*  + cc.  ) 


cc. 

Sostituendo  questi  valori  nella  (g)  si  ottiene 

(//„  + + cc.)  = i'"  ( . + //:'•”  + c'i-  + cc.  ) 

+ bz’"i^{A..nz”>^  + + cc.) 

+ + ec.) 

+ ec. 

Aflìnchè  questa  eguaglianza  possa  vcrilìoarsi  , convictic  in  primo  luo- 
go che  sia  |z  = i , condizione  cui  tieii  dietro  l’altra  A~ì.  Poi 
per  determinare  v si  possono  fare  diverse  supposizioni  che  stabiliscono 
delle  relazioni  fra  n ed  n".  Facendo  v = zi"  , si  può  supporre  che  il 
primo  termine  dello  sviluppo  di  .r"’*  corrisponda  al  secondo,  o al  ter- 
zo , o al  quarto  , cc.  dello  sviluppo  di  .v"'.  Si  avrà  allora  n = /t"  o 
pure  n — in"  ^ o n =z  3n''  , cc.  Supponendo  2v  = zi"  , si  ricava 
a/l  = n"  ; e cosi  di  seguito. 

Per  trattare  il  caso  di  n — n"  1'  equazione  (g)  dovrà  aver  la  forma 
.v"*  (i  + bx’'  + ex'"  + cc.  )=="■(  I + b'i'  + c'-."'  + cc.  ) ; (II) 
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c la  (io)  (liverrli 

x = *(i  +£*’’+  Ci*"  + + cc.)-  (i2) 

Con  un  calcolo  inleramenle  simile  a ((ucllo  del  n°  prcccdcii le  si  tro- 
vano per  delerminare  ^ , C , Z)  , ec.  le  segueiiii  equazioni  ; 

C,„  -p  al{„.„  , 

*4*  nC«+u  q*  "l*  C — C*  j 

ec.  • 


Da  queste  si  otliene 
V — b 


Z?=- 


C z= 


m 

. . — !.Z?* (m  -4-  rt)  5 , 

in  u in 


m 2.3 

— ^i(/n  -4-  n)  C — c(m  -4-  un)i?  , 


n)(/ii-l-n — 0 


Sostituendo  questi  valori  nella  (12)  , e poi  rimettendo  per  z il  suo 
valore,  si  avra  lo  sviluppo  d' x in  lunzione  à' y. 

Se  mz=n=  l , si  ha 

B = b'-b,  C=c'  — c—ibB,  D=zd'  — d—bB*  — ibC—5cB,  cc. 


Rimettendo  per  b , c , d ^ . i corrispondenti  valori  , e con  le  let- 

tere A , B , C , I) , ec.  indicando  i coefficienti  precedenti,  si  avra 


»'  fi’ — ,3A*  , y'  — 23AB — yA’  , , 

X = V»  + ‘ ! y^"  + !- y^"  , 

XX  X 

S'  _ 6B*  — 03AC  — 3yA’B  — S\‘< 

.4. ! y*’'  -4-  CC- 


Per  applicazione  di  quest' ultima  formola  sia  data  l’equazione 

X — -X*  + ^x' — [x*  -4-  jx'  — cc. 

2 3 4 J 
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Kira 


m'  = i,«  = i,,3  = — -,  y = 3,  « = — ^,ec. 

Fatte  le  soslituxioni  si  trova 

I 1.3  1.3.5  ^ 1.3. 5. 7 ^ 

* = + M + a":4X8^  + 


587.  Mei  caso  <li  n — a/i'* , le  forinole  (9)  c (10)  diverranno 

n ^ 

x"{i  + ia?” +C*’'' + ec.)  = s"(i  + AV  + c**"  + «fa’ +e'**’+ ec.), 

H 

X XX  s ( I Sz  Ci^  "Dz  Fa*  ec.  ). 

Seguendo  lo  stesso  metodo  c la  stessa  notazione  precedentemente  usa- 
ta , si  troveranno  per  determinare  F , C , Z) , cc.  le  relazioni  seguenti  : 


= y , C„+A  = c',  + 

' + bCti.m  + czxe'  , E^  + aDm<H  + Aj?».»»— , 

nZjB.A  hCm*ìK  "I*  c — ^ , cc. 

Fermandoci  al  caso  di  m = n—\  , fatte  le  debite  sostituzioni,  si  trova 


»'  , a'  V 7'  — a'— 2fiAIl  V 

X = -jr-'  + Lj,  + £ 


»»  _ — ajJAC  - yA’ 


' . _ 


+ ec. 


Così  si  procederebbe  negli  altri  casi. 
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PARTE  TERZA 


DELLE  EQUAZIONI  ALGEBRICHE. 


CONSIUERAZIOM  PREL1!UI!VARI. 


588.  Un’equazione  dicesi  algebrica  quando  l’ incognita  non 
si  trova  involta  in  runzioiii  trascendenti  , come  esponenzia- 
li , logaritmi,  o funzioni  circolari.  L’equazione  a’ = b , ri- 
soluta nel  11°  3a5  è un’  equazione  trascendente. 

589.  Liberando  l’equazione  da’ denominatori , riunendo  i 
termini  che  contengono  la  medesima  potenza  dell’  incogni- 
ta , c nel  primo  membro  disponendo  (jiicsti  termini  secondo 
r ordine  delle  potenze  , un’  equazione  algebrica  di  grado  n 
si  riduce  alla  forma 

ajc'  + + fljX"-»  + + a,n_,x  + = o , (1) 

nella  quale  i coeflicienti  a. , a,, «„  possono  sup- 

porsi interi.  Ordinariamente  si  vuole  che  il  primo  termine 
sia  positivo  ; se  non  è , si  cambierà  il  segno  a tutta  l’equa- 
zione. 

Quando  non  interessa  che  i cocQicienti  sicno  interi,  l’equa- 
zione può  ricever  la  forma 

x'  + + + y/,_.x  + y<,  = 0.  (s) 

Un’  equazione  scritta  secondo  una  delle  forme  (1)  o (a) 
si  dice  ordinata. 

590.  Un’  equazione  è completa  quando  contiene  tutte  le 

potenze  successive  dell’  incognita  eia  x"  sino  ad  x° , cioè 
quando  ninno  de’  coefficienti  a, , a, , a,_, , o pure 

, è zero.  Se  un’  equazione  è incomple- 

ta , e il  genere  di  ricerche  esige  che  si  abbia  a considerare 
come  completa,  si  suppliranno  i termini  che  mancano,  dando 
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a questi  per  coellicicnic  zero.  Cx)sì  1’  equazione 

— 7-v*  + 5=0  si  può  considerare  come  completa  scri- 
vendo a?’  o . a;**  -f-  o . a;’  — 7^*  -|-  o . a.’  -|-  3 = o. 

691.  Of^ui  espressione  algebrica  che  messa  in  luogo  del- 
1’  incognita  rende  il  primo  membro  eguale  al  secondo  , si 
chiama  radice  dell’  equazione. 

5qa.  In  seguito  indicheremo  più  brevemente  un’  equazio- 
ne per 

/(x)  = o.  (3) 

In  tal  caso  f{x)  rappresenterà  sempre  un  polinomio  intero 
rispetto  ad  a? , e della  forma  (j)  o (2). 

593.  Lia  rieerca  di  una  radice  consistè  nell’ operare  diverse 
Irasibrntazioni  , sicché  1’  equazione  si  riduca  ad  aver  l’ inco- 
gnita sola  in  un  membro  , e nell’  altro  vi  sia  un  espressione 
composta  de’  cocllicienti.  La  ricerca  di  tulle  le  espressioni  di 
simit  natura  che  possono  soddisfare  all  equazione  costituisce 
la  sua  risoluzione  compiuta. 

Se  1’  equazione  è numerica  cioè  se  i coeflicienti  sono  nu- 
meri , c si  cerca  la  radice  auclie  in  numeri  , si  tratterà  di 
comporre  per  mezzo  de’  cocnicicnli  un  numero  che  pos.sa  o 
esaltameli  te  o per  approssimazione  ridurre  a zero  il  primo 
membro. 
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CAPO  I. 

nECOMI’OSIZIOJiE  DELLE  EQUAZIONI  l,\  FATTORI. 

ART.  I. 


Teoremi  sull^  esislenza  delle  radici. 


5g4-  Teohema  I.  Se  due  numeri  p e i/,  positivi  o nega- 
tivi, sostituiti  in  luogo  dell’ incognita  danno  risili tanienti  di 
segno  contrario  , fra  questi  due  numeri  dovrà  almeno  cadere 
una  radice  reale  dell’  equazione. 

Di  fatti  il  primo  membro  di  un’  equazione  , essendo  una 
funzione  intera  d’  x , varia  di  una  maniera  continua  tra 
-j- oo  e — 00.  Dunque  se  nell’ intervallo  tra  p c q cambia 
di  segno , conviene  necessariamente  che  passi  una  o più  volte 
per  zero. 

5g5.  Teorema  II.  Ogni  equazione  di  grado  impari  ha  ne- 
cessariamente una  radice  reale  , di  segno  contrario  al  se- 
guo dell’  ultimo  termine. 

Rappresentiamo  per  Z/  il  numero  che  messo  in  luogo  d’ a' 
rende  il  primo  termine  maggiore  della  somma  numerica  di 
tutti  gli  altri,  e per  l il  numero  clic  rende  l’ultimo  termine 
maggiore  del  valor  niiinerieo  di  tntli  gli  altri  termini. 

Sia 

■v’  + + AjT'-'  + + A,-,x  — A^  = o 

un’  equazione  di  grado  impari  con  I’  ultimo  termine  negati- 
vo. l'atto -.V  = + L si  ha  un  risultaiiicnto  positivo  ; fatto 
.V  = -f-  / , si  ha  un  risultamcnto  col  segno  dell’ ultimo  ter- 
mine c perciò  negativo.  Diimpie  tra  -f-  Z/  c -{■  l vi  sarà  una 
radice  reale  ( n“  prcc.  ). 

Se  l’equazione  ha  l’ultimo  termine  positivo,  fatto  a;  = — l 
si  ha  un  risultamcnto  positivo,  fatto  .r  = — Z/  si  ha  un  ri- 
suliamcnto  negativo,  perchè  il  primo  termine  diviene  nega- 
tivo. Perciò  tra  — le  — L vi  sarà  una  radice. 
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5g6.  Teorema  III.  Ogni  equazione  di  grado  pari  con  l’ iil- 
limo  lermine  negativo  , ha  almeno  due  radici  reali,  una  po- 
sitiva e l’altra  negativa. 

Ritenendo  le  stesse  denominazioni  di  cui  si  è fatto  uso  nel 
precedente  teorema,  e osservando  che  la  sostituzione  di  -|- Z# 
o di  — Li  dà  sempre  risultamento  positivo  perchè  il  primo 
termine  è una  potenza  di  grado  pari , si  vedrà  che  le  sosti- 
tuzioni di  Zf , e di  / danno  rìsuhamenti  co’  segni  se- 
guenti : 

X '=■  Tj + 

X ~ + / 

X ■=  — L +. 

Perciò  vi  sarà  una  radice  tra  Z/  c , e un’  altra  tra 

— le—L  (*).  . 

597.  Questo  principio  non  può  servire  a dimostrar  l’esi- 
stenza di  una  radice  nelle  equazioni  di  grado  pari  con  l’ ul- 
timo termine  positivo  , perciò  che  le  sostituzioni  medesime 
danno  sempre  risultameiiti  positivi. 

E da  osservarsi  però  che  nell’  espressione  della  radice  di 
un’  equazione  debbono  necessariamente  entrare  tutti  i coeffi- 
cienti. Imperocché  se  alcuno  ne  mancasse , potrebbe  questo 
coelliciente  ricever  nell’  equazione  valori  arbitrari , e vi  sa- 
rebl>ero  infinite  equazioni , tutte  soddisfatte  dal  medesimo 
valore  d’a:;  il  che  è assurdo.  Ciò  posto  , sia 

aje"  + a,*"-'  + + -p  a^-iX  — a,,  = 0 (1) 

un’equazione  di  grado  pari  con  l’ultimo  termine  negativo. 
Si  potrà  ( n“  prec,  ) concepire  1’  esistenza  di  una  fuiuionc 
reale  de’ coeflicienti  che  sia  la  radice  dell’equazione  (1). 
Rappresentiamo  per  - 

* = - W 

questa  radice.  Le  equazioni  (1)  e (2)  sono  tali  che  1’  una 
può  esser  sostituita  all’altra,  perciò  che  tutte  due  contengono 


(’■)  In  questo  teorema  , come  nel  precederne  , in  vece  di  /.  e / si 
potevano  adopeiare  i limiti  + co  , o e — oc  . 
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sotto  forma  diversa  le  medesime  relazioni  tra  le  quantità 
cognite  e le  incognite.  Se  dunque  tanto  in  (2)  quanto  in 
(1)  si  cambia  il  segno  dell’  ultimo  termine , si  produrrà 
un  egual  cambiamento  nelle  dette'  relazioni  , e la  (2)  non 
perderà  la  proprietà  di  poter  esser  surrogata  alla  (1);  sicché  le 
equazioni  (1)  e (2)  anche  in  questo  caso  non  rappresente- 
ranno che  una  sola  e medesima  equazione.  Dunque  col  cam- 
biamento di  segno  di  la  (2)  potrà  al  più  cessare  di  es- 
sere reale , ma  non  perderà  la  proprietà  di  poter , come  espres- 
sione algebrica,  soddisfare  alla  (1)  dopo  aver  cambiato  il 
segno  dell’  ultimo  termine. 

Dunque  anche  per  le  equazioni  di  grado  pari  con  1’  ul- 
timo termine  positivo  esisterà  un’  espressione  che  vi  soddis- 
fa. Questo  ragionamento  conduce  a stabilire  il  seguente 
Teorema  IV.  Ogni  equazione  ammette  una  radice  o reale 
o immaginaria. 

598.  Questa  proposizione  può  anche  dimostrarsi  direttamente  nel 
modo  che  segue. 

Premettiamo  però  che  , siccome  ogni  espressione  immaginaria  può 
ricever  la  forma  a + òy — 1 , quante  volte  una  quantità  ha  o acqui- 
sta un  valore  immaginario  , deve  intendersi  sempre  di  un  valore  im- 
maginario della  forma  indicala. 

Sia 

X*  + -f-  + + <=  o (3) 

an' equazione  i cui  coeffìcicnti  sono  espressioni  reali  o immaginarie. 
Si  può  supporre  che  i valori  che  debba  ricever  la  x sieno  della  forma 
u + (y — 1 , essendo  questa  l’espressione  più  generale  di  una  quantità, 
perciò  che  comprende  come  caso  particolare  le  quantità  reali.  Or  se  si 

sostituisce  u + — I in  vece  di  x , e per. brevità  si  rappresenta  per 

y(x)  il  primo  membro  della  (3)  , /(  u + r>y-_  i ) darà  un  risulta- 
meato  della  forma 

u + rv^. 

AfCnchè  u-l*  t'V  — i sia  radice  dell' equazione  (3) , deve  aversi 

u + y V — 1 = 0, 

il  che  corrisponde  ( n”  270  ) a 


V£/’  + y^z=o. 

29 
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Dastcra  dunque  dimostrare  che  è sempre  possibile  determinare  de'  va- 
lori fluiti  per  u e (>  sicché  il  modulo  ili  y(a:)  si  riduca  a zero. 

Si  chiami  « il  modulo  di  u — i , U il  modulo  di 
y(  u + r>y — i),  e sieiio  dippiìi  r,  , r,  , r,  , ec.  i moduli  de'coelH- 
cieuti  ^ , ec.  -,  i moduli  de’  termini  A , Ajx'~' , 

A^x*-^ , ec.  saranno  rispettivamente  , Tjib'-J  , ee. 

( n“  278)  e si  avrà  ( n°  272) 


^ + + r„  ) , (4) 

allorché  la  differenza  k'  — +....+  r„)  é positiva. 

Ora  se  è il  più  grande  de’ moduli  r, , r, , r . , ec.,  quella  differenza 
sar'a  positiva  per  «=r„  + l (n°  45S);  perciò  il  valore  d’  x che  rende 
ilz=o  deve  avere  un  modulo  inferiore  a Dippiù  , siccome  il 

secondo  membro  della  f4)  cresce  indeflnitainente  con  x> , il  valore  di 
a,  potrà  crescere  al  di  là  di  ogni  limite. 

Dico  che  partendo  da  un  valore  x=zp  -f  — i si  può  dare  ad  x 
una  variazione  tanto  piccola  sicché  quella  che  ricevè  il  modulo  di  f{x)y 
rappresentato  per  il , sia  minore  di  una  quantità  data  k. 

Ili  effetti  se  si  fa  x=:p  + — i >1-  sz  , essendo  z una  variabile 

immaginaria  da  determinarsi  , ed  s un  coefliciente  numerico  che  può 
divenir  piccolissimo  , sarà  ( n”  49S  ) 

Ap  + ?V-  >+«*)  = 

Ap  + +f  ip  + <7V— *)•*=  + ).«’*’  + cc. 

Ora  é chiaro  che  non  può  esser  f(p+q^ — i)=o, altrimenti  ~ ^ 

sarebbe  radice  dell' equazione  j parimente  le  derivale  seguenti  non  pos- 
sono esser  tulle  zero,  altrimenti  si  avrebbe  /(p+q^ — 1 -+-«z)  eguale 
a /{p  + i/Y  — 1 ).  Supponiamo  dunque  per  maggior  generalità  che  il 
valore  x=p  -p  i/Y — • riduca  a zero  alcune  delle  derivale  di  A^')  1 
e sia  m I’  ordine  della  prima  derivata  che  non  si  annulla  per  questa 
sostituzione.  Chiamando 


p + <?v-  • , Qy-  * ) i*— + <?... V-  i , ec. 

i valori  rispeuivi  che  preadono  le  funzioni 

I V I 


/(^)  j ■ 


ec. 


1.2.  ...fn*'  ' '■  I ,a. . . .(/n+iy 

allorché  cc  riceve  il  valore  p + 7V-  i , 1'  espressione  (4)  diverrà 

(P+<^yZ:7)[i  + 

P+9V— 1 p+QY_,  -> 

(^>) 
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Se  si  determini  per  e un  valore  proprio  a soddisfare  all’  equazione 


e per  compendio  si  chiamino  c,  , c, , ec.  ciò  che  divengono  le  espres- 
sioni 

• • *■  ’ , ^ — " <"*»  , ec. 

/>  + QY-  1 p + Qy—i 

allorché  per  x si  mette  il  valore  dato  dall’  equazione  (6)  ; 1’  espres- 
sione (5)  diverrò 

( P + ) ( « + •"  + + ec  ).  (7) 

Sia  /2  il  valore  di  £l  corrispondente  ad  + — * j e*°^  *1 

modulo  di  P q.  Qy  — i , P'  il  modulo  dell’  espressione  (7) , e T il 
modulo  di 


I 4.  «"  + + c,s«*»  + ec.; 

sarà  ( n*  278  ) 

R>=iRT.  (8) 

Ma  chiamando  p,  , p, , ec.  i moduli  de'  coeflìcìenti  c,  , c, , ec.  si  ha 

r>(i  + + ?.»-*>+  ec.  ),  . 

ovvero 

—p.*  — |>.»’‘—ec.).  (q) 

Dunque  sostituendo  questo  valore  in  (8)  , si  avrà 

P' ^ fl  ( I + s™  — p,s"-‘ — p,<""  — ec.  ) , 

<T  onde 


P' 


— P;^Pi’"(i  _p,*_  py— ec.  ). 


(10) 


Ora  è sempre  possibile  determinare  per  « un  valore  che  renda  il 
secondo  membro  della  (io)  minore  di  * ( n°  4^9)  j perciò  la  difle- 
renza  R'  — R potrà  divenir  minore  di  k. 

lu  questo  caso  la  differenza  P'— P è positiva  , e il  modulo  di/(i) 
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aumenta.  Ma  se  si  vuole  che  questo  modulo  vada  diminuendo  , è ne- 
cessario prender  per  a un  valore  proprio  a verificare  1’  equazione 


p + QV- 


(•■) 


Ritenendo  in  questo  caso  le  stesse  indicazioni,  T espressione  (5)  diverrà 


(P  + <^v— I 

e si  avrà  ( n”  ) 

P<  ( 1 - a")  + p.a—  + + ec. 

Il  qual  valore  messo  in  (8)  darà 

P'  > P ( I — a"  + + ec.  ), 

d’  onde 

R — P'-<P5"'(i  — p^a — Pj8* — ec.  ).  (12) 

Dunque  il  modulo  il  di  /(x)  che  non  può  divenir  mai  negativo  , 
varierà  di  una  maniera  cotitinna  dopo  un  certo  limile  positivo  A sino 
all'infinito;  a ciascun  valore  di  il  corrisponderà  un  valore  finito  d'x, 
e il  aumenterà  o diminuirà  secondo  che  z vien  determinala  per  mezzo 
dell’ cipiazione  (6)  o della  (n).  11  valore  di  z proprio  a verificare 
r una  o r altra  delle  dette  due  equazioni  è dato  iinniediataniente  dal 
secondo  membro  quando  m~i  ; e quando  m non  et,  sarà  uu' espres- 
sione immaginaria  data  dalle  furraole  del  n”  646. 

Poiché  c possibile  far  diminuire  il  dopo  un  certo  valore  R sino  ad 
A , sia  x=:p^  + — i il  valore  d’  x che  corrisponde  al  valore  A 

di  11.  Allinchc  sia  A il  limite  de'  decrescimenti  di  H , è necessario 
che  se  si  fa  x = — i + *z  > e si  rappresenta  per  R!  il  va- 

lore corrispondente  di  li  , la  differenza  R' — A non  possa  divenir  mai 
negativa.  iMa  questa  differenza  diviene  negativa  quando  per  a si  prende 
il  valore  dato  dall' equazione  (11),  perciò  dev’ esser  necessariamente 
= o , e il  valore 

^•=Po+  VoV~« 

cui  si  può  giungere  facendo  diminuire  H fino  al  limite  zero  , sarh 
radice  deU'  equazione. 


699.  Se  un’  equazione  non  contiene  che  radici  immagina- 
rie , qualunque  quantità  reale  sostituita  per  x deve  dare  un 
risultaiiiciilo  positivo.  In  fatti  se  vi  potesse  csst'rc  una  quan- 
tità j)  die  sostituita  per  x desse  uu  risultanicnto  negativo. 
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cbiamandu  JL  il  numero  che  rende  il  primo  icnuine  mag- 
giore della  somma  numerica  di  miti  gli  altri , fra  ed  Z> 
cadrebbe  una  radice  reale  j il  che  è contro  l’ ipotcsL 

ART.  II. 


Decomposizione  della  equazioni  in  fattori  di  primo  grado. 


600.  Teorema  I. 
quanto  è il  suo  grado. 
Sia 


Ogni 


equazione  ammette  tante  radici 


x'  + A ^x^—’  + A^x^'  + + A^-tx  + = o (i) 

un’  equazione  di  grado  n , che  per  brevità  rappresenteremo 
per 

fx)  = o.  (a) 

Poicliè  ogni  equazione  ammette  una  radice  (n°  597),  sia 
il  valore  d’  x clic  riduce  a zero  f{x)  ; questo  polinomio 
sarà  divisibile  per  x — a;  ( n”  465  ) ; c rappresentando  per 
f{x)  il  quoziente,  che  dev^ esser  un  polinomio  di  grado  n — 1, 
si  avrà 

/(x)  = (x  — X,  }/(x). 

Similmente  sia  x,  il  valore  d’  x che  rende 

f(x)  = O , 

f(x)  sarà  divisibile  per  x — , e si  avrà 

/(x)  = (x  - ».)/,(»), 

essendo  f,{x)  un  polinomio  di  grado»  — 2.  Così  pure  cbia- 
niando  Xj  il  valore  d’  x che  rende 

/ (x)  = o , 

f (x)  ammetterà  il  divisore  .f  — x^ , e si  avrà 

y.  w = 

K poirbc  ogni  quoziente  ainmeilc  un  divisore  di  primo  gra- 
do, si  potrà  proseguire  questa  decomposizione  finché  si  giunga 
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ad  un  quoziente  x — ar„  di  primo  grado.  Si  avrà  allora 

/(x)  = (at  — *,)(*  — *.)(*  — *5) (*-*„). 

Siccome  la  decomposizione  del  polinomio  y(x)  in  n fattori 
di  primo  grado  non  si  può  fare  ebe  di  una  sola  maniera 
(n“  467  ),  V equazione  proposta  non  potrò  avere  che  la  forma 

(x  — x,)(*  — xj(*  — X5) (x  — xJ=o. 

Questo  prodotto  non  può  andare  a zero , se  non  è zero  uno 
de’  fattori.  Ogni  fattore  eguagliato  a zero  somministra  una 
radice  ; e siccome  il  numero  de’  fattori  di  primo  grado  non 

Suò  esser  nè  maggiore  nè  minore  di  n,  il  numero  delle  ra- 
ici  di  un’  equazione  sarà  precisamente  quanto  è il  suo 
grado. 

Questa  proposizione  non  lascia  di  esser  vera  , quando  vi 
sono  fattori  eguali , cioè  quando  il  polinomio  acquista  la 
forma  ( n®  4^8  ) 

( * —a?,  )*(®  - — Xj)»" 

Allora  le  radici  distinte  sono  in  minor  numero  di  n , ma 
il  numero  totale  delle  radici  è sempre  quanto  il  grado  del- 
1’  equazione. 

601.  Se  r equazione  data  ha  tutti  i cocillcienti  reali,  allorché  vicn 
divisa  per  un  fattore  immaginario  x — (*  + — i ) j data  un  quo- 

ziente che  Sara  un  polinomio  intero  d'x  a coellicieiili  iiiiiiiaginari.  Que- 
sta circostanza  esige  che  nel  teorema  del  11“  697  sia  considerata  ge- 
neralmente un’  equazione  a coeflicienti  reali  o immaginari.  Perciò  la  di- 
mostrazione dei  teorema  precedente  diviene  più  rigorosa  , ritenendo 
intorno  alle  radici  immaginarie  ciò  che  si  è esposto  ne’  numeri  4^9 
e 598. 

6oa.  Allorché  1’  equazione  ha  i coefficienti  reali  , se  ammette  una 
radice  » + jSy — i , ammetterli  anche  la  radice  conjugata  « — ^V~*  > 
e sarà  perciò  divisibile  per  lo  fattore  di  secondo  grado 
— 2«x  -p  **  + (3*  ( n°  470  )•  Ha  ciò  risulta  il  seguente 
Teorema  li.  Ogni  equazione  a cuefiicienti  reali  si  può  decomporre 
in  fattori  reali  o di  primo  o di  secondo  grado. 

6o3.  Siccome  nelle  equazioni  a coefficienti  reali  le  radici  immagina- 
ne vanno  sempre  a coppia  , ne  segue  che  ogni  equazione  di  grado  im- 
pari deve  avere  necessariamente  una  radice  reale  , come  già  si  sape- 
va ( n°  5g5  ). 
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Dipniìi  , siccome  un  fattore  di  secondo  grado  proveniente  dal  pro- 
dotto di  due  fattori  immaginari  conjugati  è della  forma 
x'  anx  *!•  >*  -H  ) cioè  ha  il  termine  noto  essenzialmente  positi- 
vo , un'  equazione  di  grado  pari  con  1’  ultimo  termine  negativo  deve 
ammettere  necessariamente  un  fattore  di  secondo  grado  con  l'ultimo  ter- 
mine negativo.  Ora  questo  fattore  di  secondo  grado  dando  due  radici 
reali  e di  segno  contrario  ( n°  aa^  ) ) ne  segue  che  ogni  equazione  di 
grado  pari  e con  l’ ultimo  termine  negativo  deve  aver  almeno  due  radici 
reali  e di  seguo  contrario,  conforme  al  teorema  dimostrato  (n°  SgG). 

Poiché  il  fattore  x*  — axx  .p  *’  -p  corrispondente  a due  fattori 
conjugati  equivale  a (x  — , un’equazione  che  avesse  tutte  le 

radici  immaginarie  si  può  riguardare  come  risultante  dal  prodotto 

[(x-«)*  + ^’][(x-.')’+^'’][(*— =o; 

e sotto  questa  forma  chiaramente  si  vede:  i"  perchè  1' ultimo  termine 
esser  debba  necessariamente  positivo  ; a"  perchè  tutte  le  quantità  reali 
messe  per  x debbono  dar  risultamcnti  positivi*,  3“  a qual  genere  d’ im- 
possibilita corrispondono  le  radici  immaginarie. 

604.  Siccome  un’  equazione  di  grado  ii  si  può  concepir 
ridotta  alla  forma 

(x— x,)(x— x,)(x  — Xj) (x— xJ=o  , 

si  vede  che  quando  per  x si  luctloiio  due  numeri  p c q , 
i risultamcnti  saranno  dello  stesso  segno  o di  segno  contra- 
rio , secondo  che  questi  due  numeri  fanno  cambiar  di  segno 
un  numero  pari  o impari  di  fattori  , ossia  secondo  che  fra 
essi  si  trova  compreso  un  numero  pari  o impari  di  radi- 
ci. Perciò  quando  due  numeri  messi  in  luogo  .dell’  inco- 
gnita danno  risullameiiti  di  segno  contrario  , fra  essi  cadrà 
o una  radice  ( n°  5g4  ) o un  numero  impari  di  radici  ; e 
quando  daranno  risultamenii  dello  stesso  segno  , essi  o non 
comprenderanno  alcuna  radice  o ne  conterranno  up  numero 
pari. 

605.  Per  decomporre  in  fattori  di  primo  grado  un  polino- 
mio intero  d’x,  bisogtu  egtiagliarlo  a zero  c risolver  l’equa- 
zionc  che  ne  risulta. 


Digitized  by  Coogle 


( 456  ) 


A R T.  111. 

Composizione  delle  equazioni. 

606.  L’  equazione 

+ /r.*’-»  + + A„-^x  + A^  =0  (l) 

polendosi  concepir  ridona  alla  forma 

(.T— — X.)(X— Xj) (X-Xj  = 0,  (2) 

r ideniiih  de’  due  primi  membri  darà  ( u®  112  ) 

— (x,  + X,  + Xj  + + x„) 

A^  =(a:.X.+X.Xj+.  ...+X,X„+X,X5+.  . . . +X,X„+.  . . .XjX.+  CC.) 
A^——  ( X,X.Xj  + 1-  x,x.x„  +....+  X.x,x„  + cc.  ) (3) 


d„  — x,xjc^ x„(—  i)"  ; 

cioè  il  copfiicienle  del  secondo  termine  è iif^unlc  alla  somma 
delle  mdici  col  segno  cambialo  , il  cocflicienlc  del  icrzo  ter- 
mi ne  ò uguale  alla  somma  de’  prodolli  delle  radici  a due  a 
due,  ec.,  fìnalmenlc  l’ullimo  termine  è il  prodotto  delle  ra- 
dici col  segno  proprio  0 contrario  secondo  che  n è pari  o 
impari. 

Da  ciò  segue  che  in  un’  equazione  mancante  del  secondo 
termine  la  somma  delle  radici  è uguale  a zero  ; se  manca 
il  terzo  termine  la  somma  de’ prodolli  a duo  a due  è zero,  cc. 

✓ 

607.  Le  relazioni  (3)  fra  lo  radici  e i cociricicnli  bastano 
per  comporre  un’  equazione  , date  le  radici.  Per  cs.  sicno 
2 , — 3,-1  le  radici , sarà  — 2+5  + i=  4) 

2X  — .3  + 2X  — 1 + 3x1=  — 5,  — 2X  + 3X  + I = — 6; 
perciò  r equazione  sarà  a:’  +4^;'“  — 5x  — (j  =;  o. 

Si  potrebbe  credere  che  dati  i cocllicienii , le  relazioni  (5) 
potessero  col  processo  di  eliminazione  fornir  le  radici.  Per 
lissar  le  idee  prendiamo  1’  equazione 

x'  + A,x^  + A^.v'  + A^x  + A^~n’, 
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si  avranno  le  qiiaiiro  equazioni 

— .T,  — a:.  — a-,  — x.  , 

^.  = + + x,xj  + x,ar.  + .t,Xj  + x^x^  + , 

— X.X.Xj  — X,X,X^  ) 

= X,X,XjXj. 

L’eliminazione  delle  incognite  x^,  x , x^,  si  può  far 
subito,  moltiplicando  la  prima  per  a;,^,  la  seconda  per  .r 
la  terza  per  x^ , e poi  sommando  le  quattro  equazioni.  Si  avrà 

^,X^  + + ^jX.  +A^=z—  X*, 

ovvero 

x/  + ^,x/  + ^,x/  + y^jX,  + = O , 

la  quale  equazione  è perfettamente  simile  alla  proposta  ; in 
conseguenza  la  didicollà  per  trovare  x,  ò la  stessa  che  quella 
per  trovare  x.  Facendo  la  medesima  operazione  sopra  cia- 
scuna delle  altre  radici  si  perverrà  sempre  all’ equazione  da- 
ta , con  la  sola  difl’erenza  della  lettera  che  rappresenta  l’in- 
cognita. La  qual  cosa  deve  di  necessità  verificarsi,  perciò  che 
le  quantità  x,  , x, , X3  , X;  , entrando  tutte  allo  stesso  modo 
nella  composizione  de’ coefficienti , le  equazioni  per  delcrnii- 
narlc  debbono  esser  tutte  sijiiili.  In  generale  quando  la  de- 
terminazione delle  incognite  dipende  da  un  sistema  unico 
di  operazioni  da  eseguirsi  sulle  stesse  quantità,  esse  saranno 
necessariamente  radici  di  una  medesima  equazione. 

608.  Le  rcKizioni  (3)  possono  in  molti  casi  render  sem- 
plice ed  elegante  l’ eliminazione  di  n incognite  fra  n equa- 
zioni. Imperocché  quando  le  equazioni  si  possono  preparare 
in  modo  che  sia  data  la  somma  delle  incognite,  la  somma 
H de’  loro  prodotti  a due  a due  , la  somma  C de’  prodotti 
a tre  a tre,  ec.  o pure  sieno  date  le  somme  semplici,  quelle 
de’  prodotti  a due  a due  , a tre  a tre  , ec.  di  qualche  fun- 
zione delle  incognite,  come  sarebbero  i quadrati,  i cubi,  ec.; 
queste  incognite  o queste  funzioni  delle  incognite  saranno 
tutte  le  radici  di  un’  equazione  che  ha  per  coefficiente  del 
secondo  termine  — , per  coclBciente  del  terzo  -f-i?,  cc. 
Ui  questa  proprietà  ci  siamo  serviti  nel  n“  281  per  risolvere 
il  problema  riportato  al  n"  280. 
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ART.  IV. 

Del  massimo  comun  divisore  fra  più  polinomi. 


6og.  Sieno  e fix)  due  polinomi  inlcri  rispetto  ad  x. 

1 binomi  di  primo  grado  ne’  quali  si  può  intender  decom- 
posto ciascun  polinomio,  si  dicono  i suoi  fattori  primi. 

I fattori  primi  di  un  polinomio  sono  rispetto  al  polino- 
mio quel  che  sono  rispetto  a un  numero  i suoi  fattori  pri- 
mi. Quindi  avviene  che  non  solo  su  i polinomi  si  verifica 
la  proprietà  dimostrata  al  n"  467,  ma  con  leggiera  modifica- 
zione ne’  ragionamenti  , si  potranno  su  di  essi  dimostrare 
alquante  delle  proprietà  stabilite  ne*  n’  78  e yg  intorno  alla 
decomposizione  de’  numeri. 

(ilo.  Se  i due  polinomi  F^x)  e /*(*)  fossero  decomposti 
in  fattori  primi  , si  vedrebbero  subito  i fattori  comuni  ad 
amendiie.  Ria  per  trovare,  senza  eseguir  questa  decomposi- 
zione , il  polinomio  che  contiene  il  prodotto  di  tutti  i fat- 
tori primi  comuni , si  può , stante  l’ analogìa  fra  le  proprietà 
de’ fattori  primi  de’ numeri  e quelle  de’ fattori  primi  de’ poli- 
nomi , tenere  un  metodo  analogo  a quello  che  si  segue  per 
trovare  il  massimo  comun  divisore  fra  due  numeri.  Anzi  que- 
sto processo  di  calcolo  offre  un  modo  di  decomposizione , che 
rende  più  breve  la  ricerca  de’  fattori  primi  de’  polinomi. 

Supponiamo  che  de’  due  polinomi  dati  Fix)  sia  quello 
di  grado  maggiore.  Si  divida  F.x)  per  f{^x~)  , spingendo  la 
divisione  fincliè  si  possa  ottenere  un  quoziente  intero  rispetto 
ad  X.  Rappresenti  Q il  quoziente  e il  resto,  che  sarà 

di  grado  minore  di  f{x).  Si  avrà 

/>Xx)=  Q/(x)  +/,(.r).  (1) 

Or  lutti  i fattori  comuni  a F[x)  e f{x)  debbono  esser  co- 
muni anche  d.  ffx).  Imperocché  se  a; — a:,  è un  fattore  co- 
mune a’ polinomi  dati,  si  avrà  i<'(a;,)  = o,  yi[ar,)=z  o;  per- 
ciò se  nella  identità  (j)  si  mette  x,  in  luogo  d’a',  si  avrà 

= o i 
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e quindi  f,(x)  avrà  per  faiiorc  x — x,.  Dunque  luui  i fai- 
lori  primi  coinmii  a’  due  polinomi  dall  saranno  nct<  .s.s.uia- 
meme  comuni  al  resto  /".(a:). 

Similmente  dividendo  y’(x)  pery](x)  e chiamando  J',\x) 
il  resto , lo  stesso  ragionamento  porterà  a conchiudore  cito 
tutti  i fattori  primi  de’  due  polinomi  dati  debbono  esser  ne- 
cessariamente comuni  a yXx). 

Sicché  passando  sempre  il  divisore  per  dividendo , e il  re- 
sto per  divisore , e con  metodo  uniforme  protràendo  I’  ope- 
razione finché  s’ incontri  una  divisione  che  non  lasci  resto , 
r ultimo  divisore  conterrà  tutti  i fattori  primi  comuni  a’ po- 
linomi dati. 

In  effetti  estendendo  1’  adottata  notazione  , e supponendo 
per  fissar  le  idee  che  la  divisione  che  non  dà  resto  sia  la 
quarta , le  operazioni  prescritte  daranno  luogo  alle  seguenti 
eguaglianze  : 

F(x)=^/(x)+/.(x), 

/W  = <?7.W  , 

/.(^)  = TOWi 

le  quali  hanno  fra  loro  tal  dipendenza,  che  qualuiupic  va- 
lore d’  X riduca  a zero  J'i(x)  , ridurrà  a zero  tutte  le  altre 
funzioni;  e perciò conterrà  tutti  i fattori  primi  comuni 
alle  due  funzioni  date  F(x)  e /ì[x). 

Siccome  in  ogni  divisione  il  resto  é di  grado  minore  del 
divisore,  si  deve  con  l’indicato  processo  necessariamente  per- 
venire a un  resto  nullo  o ad  un  resto  indipendente  da  x. 
In  quest’  ultimo  caso  si  può  conchiudere  che  i due  polino- 
mi dati  , o non  hanno  alcun  divisore  comune,  ose  1’ hanno 
dev’  esser  indipendente  da  x e deve  perciò  dividere  i coeffi- 
cienti. 

Gli.  Ordinariamente  non  si  tien  conto  che  del  solo  di- 
visore in  X.  In  tal  caso  sarà  permesso  in  ogni  divisione  di 
sopprimere  o d’ introdurre  fattori  comuni  indipendenti  da  x, 
i quali , perciò  che  non  contengono  x , non  possono  alte- 
rare il  divisore  in  x di  cui  si  fa  ricerca.  Siccome  nelle  suc- 
cessive divisioni  si  tratta  di  aver  polinomi  interi  rispetto  ad 
X,  le  divisioni  potrebbero  esser  eseguite  nel  modo  prcscriuo 
al  n“5i.  Ma  la  soppressione  di  un  fattoi-  comune  ne’cocfficiciiii 
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è utile  per  operare  sopra  polinomi  piò  semplici;  e l’ intro- 
duzione di  un  fattor  cuinime  indipendente  da  x dev’  esser 
diretta  all’  oggetto  di  aver  nel  quoziente  termini  interi  ri- 
spetto a tutte  le  lolicrc. 

Allorché  uno  de’  polinomi  contiene  un  fattore  in  x co- 
mune a tutti  i termini , e questo  non  è fattore  comune  del- 
l’altro polinomio  non  potrò  far  parte  nel  divisore  che  si  cerca, 
e perciò  sarà  permesso  di  sopprimerlo  nel  corso  dell’  ope- 
razione. 

Sia  per  es. 

F(x)  = a®*  — 3n®'*  + 5a®x’  — 4®^®’  > — 9<w:*  — aia*®  + laa*. 

Nel  primo  si  può  sopprimere  il  fattore  x^  , nel  secondo  il 
fattore  5a.  Si  avranno  allora  i polinomi  più  semplici 

a®’  — Sax'  + Sa'x  — 4®*  > 3®*  — •jax  -J-  4«’. 

Moltiplicando  il  primo  per  3 ed  eseguendo  la  divisione,  si 
ha  per  primo  resto  5ax^  -f-  ’ja^x  — laa’’.  Sopprimendo  il 
fattore  a,  e moltiplicando  per  3,  si  avrà 
che  diviso  per  5x^ — >70®-}- lascia  per  resto  56a® — 56rt^ 
Soppresso  il  fattore  comune  56a  , rimane  x — a.  Passando 
3®*  — 7a®-|-4«’  per  dividendo  ex  — a per  divisore,  fatta 
la  divisione  ai  ha  un  resto  nullo  ; perciò  ® — a è il  divi- 
sore comune  cercato. 

6ia.  Se  i polinomi  fossero  più  di  due,  cioè  F(x),J'(x)j 
9(®),  >|.(^)>  ec.,  per  trovare  il  polinomio  in  ® che  contiene 
i. fattori  primi  comuni  a tutti,  si  procederà  come  na’ nu- 
meri ( n“  79 , IX).  Cioè  sia  D il  divisore  che  contiene  i fat- 
tori comuni  di  t\x)  e y'(®)  , D'  il  divisore  comune  di  D 
e 9(®)  , sarà  D'  il  divisore  comune  di  jP(®)  , J\x')  c 9(®). 
Similmente  se  D"  è il  divisore  comune  di  D'  e >J.(®),  sarà 
D"  il  polinomio  che  contiene  tutti  i fattori,  comuni  di  i*l^®), 
® 4-(^)  j c cosi  di  seguito. 

61 3.  11  metodo  precedente  riceve  qualche  modificazione, 
quando  si  tratta  di  trovare  non  solo  il  divisore  che  contenga 
tutti  i fattori  primi  in  ®,  ma  anche  i fattori  primi  nume- 
rici o indipendenti  da  ®.  11  polinomio  che  risulta  dal  pro- 
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dolio  di  lulli  i faliori  comuni , o dipendenti  o indipendenti 
da  X,  dicesi  il  massimo  comun  divisore  de' polinomi  dati. 

Per  ben  intender  che  cosa  sia  il  massimo  comun  divisore 
preso  in  questa  estensione,  consideriamo  i polinomi 

+ Ax"-'  + ■¥  A„,  (1) 

5.X"-  + C + (2) 

Se  questi  non  contengono  che  la  sola  lettera  x , ì coef- 
fìcienli  Aay  A,  ^ ec.  B,  , ec.  saranno  numeri,  c con- 
verrà in  primo  luogo  ricercare  il  loro  divisore  comune.  Sia 
* questo  divisor  comune , in  guisa  die  si  abbia  in  generale 

Ai  = »P, , A,  = ; 

i polinomi  dati  dopo  la  soppressione  del  fattore  a diverranno 

+ P.*-’  + + P„ , (3) 

+•••••+  (4) 

Questi  non  contenendo  più  alcun  divisore  comune  indipen- 
dente da  X , potranno  esser  sottomessi  all’  operazione  pre- 
scritta nel  n°  precedente  ; e si  potranno  nel  corso  del  cal- 
colo introdurre  o sopprimere  fillori  indipendenti  da  x.  Tro- 
valo il  divisore  D , xD  sarà  il  massimo  comun  divisore. 

Se  i polinomi  fossero  più  di  due,  si  opererà  analogamente 
a ciò  che  si  è dello  nel  n°  61  a. 

6j4-  Se  i polinomi  fossero  funzioni  delle  due  lettere  ar  ed 
y , ordinali  secondo  la  lettera  x nel  modo  che  irovansi  scritti 
i polinomi  (1)  e (2)  , i coefficienti 

ì d,  , A^  , , B^  , 

saranno  polinomi  che  contengono  la  sola  y.  Operando  su  di 
questi  secondo  il  metodo  precedente,  sia  a il  divisore  comune 
numerico  , e ti  il  divisore  comune  in  y ; a facendo 

A,  = adP,  , B,  = mIQ,  , 

soppresso  il  fattore  comune  %d  , i polinomi  si  ridurranno  alla 
forma  (3)  e (4).  I quali  non  contenendo  più  alcun  fattore 
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comune  iiulipcndenie  da  x,  potranno  esser  sottomessi  al- 
r operazione  prescritta  ; e poiché  niun  fattore  indipendente 
da  .V  può  far  parte  del  massimo  comun  divisore,  si  potranno 
sopprimere  i fattori  che  son  comuni  all’  uno  e non  all’altro, 
e i III rod arre  que’  che  servono  a render  possibile  la  divisio- 
ne. (jliiamaiido  D il  fattore  comune  in  x,  »dD  sarà  il  mas- 
simo comun  divisore. 

Ciò  che  si  è detto  basta  per  indicare  come  si  debba  esten- 
dere il  metodo  al  caso  in  cui  i polinomi  contenessero  tre  o 
pili  lettere. 


— JiftOWI» 
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CAPO  II. 

DELLE  FUNZIONI  SIMMETRICHE  DELLE  RADICI. 

Cl!>.  Sia 

+ + + A„=zo  (i. 

un’ equazione  le  cui  radici  sieno  rappresenuie  per  a,  b,  c, 

SI  avrà  ^ n 606  ) 1 i t i 

^,=  — (a  + i+ C + IÌ+.... +/), 

< = aA+ac+ad+  ....  + a/ + Ac  + M + ....  +W  + c(i+ec. 
•^3  — — “ ( aie  + abd  + ....  + abl  4*  aed  + . , . . ad  + ec.  ) , (a) 

A^~  + abed 1. 

I secondi  membri  della  (a)  non  variano  allorché  si  permutano  fra 
loro  le  leiiere  a , b , c , . . , l perciò  ( 11“  45a  ) i coelficienli  di  un’ 
equazione  sono  funzioni  simmetriche  delle  radici. 

Or  non  solo  quelle  che  formano  i secondi  membri  delle  (a)  ma 
tutte  le  funzioni  simmetriche  delle  radici  si  possono  esprimere  per  mezzo 
de  coefficienti  dell’equazione  ; della  qual  proposizione  formeranno  prova 
le  formole  che  andranno  a stabilirsi. 

616.  L'equazione  (1)  da  1’ indentiti 

*”  + ^.x»-*  + + + 

— (x  — a)(x  — A)(x  — c).  ...(x — /). 

Se  si  rappresenta  per  /(a:)'il  primo  membro  della  (1)  e per  /'(x)  , 
/,'(^)  > derivate  , e poi  nella  (3)  si  mette  x + j in  luogo 

d'  X , si  avrò 

A^)  +/'W  -y  + + ...•+/  j 

= (x  — a +y)(^r-b  +y)(x-c+_y).  , ..(x  — /+y). 
Facendo  per  brevità 

— “ = *,  > *■  — * = — 
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r identilà  (4)  (larh  ( n°  1 1 1 ) 
fi*)  — *1  *.-^3  •••••*«> 

fi*)  = *.*s + > 

\f'i*)  = *3**  ••■•*„+  *■** 

(*)  = «.+*.  + *5  + ••••+  *,.  •> 

cl’  onde  si  trae 

f(x)  111  I 

•'77^= - + 

fi*)  ».  ».  »3  », 

f"(x)  11  I . I 1 

•'-7^=  — + + ....  + —+  + ....+ +ec.  (5 

a/W  ».».  *.=5  ».»„  ».»3  ».», 

f"i*)  > > ' 

''  + + ••••+ +CC., 

a.3/(ir)  a,=.i„ 

ec. 

Rimettendo  per  le  z i corrispondenti  valori  , e scrivendo  per  brevità 
solamente  la  prima  delle  equazioni  precedenti , si  avrà 


1 I 1 

f 7+  + 


y"(x)  X — a x^h  a:  — c 
617.  Ciò  posto,  si  ha 

1 


X — l 


(C) 


X — b 
1 


1 

a 

a* 

5=  “ 

+ - +ec., 

X 

X* 

I 

b 

b 

= — 

+ — 

+ “i:  + cc., 

X 

x^ 

a:’ 

1 

c 

c’ 

.T 

+1^ 

+ ^+ec., 

ec. 


Fatto  in  generale 

+r+c-  + 


+ r, 
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li  uvih 


/'{■r)  n .S\  S .S’  , S S. 

J\.)  - .r  + +■■•••  +.V'-  +^..  +i:rr  + «=• 

HiiiicKiMiiIu  (XT  /■(.f)  c i valori  corrispondenti  e moltiplicando 


+ "■0, 


S 


+ [h  — u)A^ 

. . 4* 

+ 

+ 

+ • • • • 

+ 

+ >1 A „-i 

ottiene  ( u"  4^7  ) 

= <>  , 

= 0 . 

+ •>■1.  = 

« 1 

.•v„  . + ./..V. 

• ■ • + :/i  - 

1 )-  /«-  i o , 

-(•  ,J ^S,-,  -p  . 

. -f  «,■/„  r= 

X~'  +PC. 


(7) 


Ila  (jneste  si  ricava  sii-cissivaiuculc 

‘V.  =-••/.  , 

.V.  =zJ,-~  , 


Tutte  le  formule  die  danno  le  somme  delle  potenze  maggiori  di  n si 
possono  comprendere  in  una  sola  , che  saià 

*^n*m  -p  ^ . . . « . . 4 . + A^S ^ ZS=  O.  (8) 

Per  aver  le  somme  delle  potenze  negative  delle  radici,  basterà  mol- 
tiplicare r ef|ii:i/,ioiie  (i)  per  .r-'.  Poi  soslilnendn  tulle  le  n radici 

3u 
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(1,  A,  c, /,  e sommamlo  , ti  trova 

•V,_. jiy.-B-I  À^Sn-m-t  +•.••  + — O) 

(Ja  mi 


^n-m  • 


(9) 


Ncir  applicazione  di  quest'  ultima  forinola  bisogna  ranniientarsi  die 

S = /II. 

bia  per  cs.  1 equazione 


— .t'  — iga^’  + 49-»^  — 3o  = I). 


Si  troverà 

5,  = I , .y.  = 39,  =—89 , .y^  = 723 , S^=.  -28491 

618.  Osservando  le  forinole  precedenti  si  riconoscerà  die  le  potenze 
simili  delle  radici  formano  una  serie  ricotTentc  (11"  56o)  ; per  le  po- 
sitive la  scala  di  relazione  è formata  da'  coefficienti  dell'  equazione  , 
e per  le  negative  la  scala  di  relazione  c 


^«—4 


Ci 9.  Nelle  crjuazioni  Linoraie  della  forma 
.r”  — 1=0, 

cliiainando  a , ^ , 7 1 ^ 1 t-'C-  le  radici  , si  avrà 

= ‘+  « + |3+ =0, 

.y.  = I -l-a'  -1-^*  + ..  .=0, 


»y,  = I + *"  + iJ"  + • ■■—ni 

e poi 

^yn-i  — o ^ iy«-a  — o ly»»!  i 

620.  Potendosi  le  potenze  simili  delle  radici  di  un'equazione  espri- 
mere |)er  mezzo  de'  coefllcicnti  , si  potranno  anche  i codìicienti  vulu- 
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tare  per  mezzo  delle  potenze  simili.  Infatti  dalle  (8)  si  ricava 

^ _ J,S,+S, 

^ ’ 

J _ +*S's 

— 3 , 

ec. 


(io) 


6at.  Le  formole  precedenti  danno  le  funzioni  simmetriche  nelle  quali 
ogni  termine  contiene  una  sola  lettera.  Per  mezzo  di  queste  formole 
si  possono  anche  ottenere  i valori  di  quelle  funzioni  simmetriche  i cui 
termini  costano  di  piu  lettere. 

Dicesi  funzione  simmetrica  di  due  lettere  quella  in  cui  ogni  ter- 
mine è della  forma  a“b^  ; (|uclle  di  tre  lettere  son  composte  di  ter- 
mini della  forma  c^b^c*  5 e cosi  di  seguito. 

Sieno  n lettere  a , A , c , rf  , e , . . . . Se  si  prendono  tutte  le  di- 
sposizioni a due  a due  e si  dk  l’esponente  a alla  prima  lettera  , il  |3  alla 
seconda  , si  avrk  la  funzione  simmetrica  di  due  lettere.  Se  si  pren- 
dono le  disposizioni  delle  stesse  lettere  a tre  a tre  , e poi  si  dk  in  ogni 
termine  1’  esponente  » alla  prima  lettera  , il  P nlla  seconda  , il  7 alla 
terza  , si  avrk  la  funzione  simmetrica  di  tre  lettere.  E cosi  per  le  fun- 
zioni di  quattro  lettere  , di  cinque,  ec.  Il  numero  de' termini  di  una 
funzione  di  n lettere  è (11°  tot)  n(n  — i)(n  — 2)....(n — m-pi). 
Per  brevitk  saranno  indicate  per 

S[a!'b^]  , S[arb^c'>  ] , , oc. 

le  funzioni  simmetriche  di  due  , di  tre , di  quattro  , cc.  lettere  ; in 
modo  che  si  avrk 

S[  + c“a^  + ec.  , 

] = «“/A»"  + a^c^P’  +....+  a'^b^tF  + + 

ec.  , 

Ciò  posto  sia 

iSjj  (t*"  c*  ec.  ) 

^ P + tF  + ec.  ; 

mulliplicando  si  avrk 

S^Sf,  = {,F  + -f-c“  + +cc.)(a^  + c^-|-t/^  + ec.). 

Il  secondo  membro  essendo  una  funzione  simmetrica  , se  si  effettua  il 
prodotto  la  funzione  resterà  simmetrica.  I termini  di  questi  prodotti 
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$oiio  (li  due  apecic  -,  alcuni  della  forinu  , altri  della  forma  a^6^. 
Perciò  si  avrà 

d'  onde 

= (.•) 

Mcdtiplicande  quest' e(]uazione  per  l'altra 

+ ò"  + c’  + 'f’  + cc.  = *9j. 

sì  avrò 

.y[a“ò^]  x(«'  + + c'  + d>  + ec.  ) = ‘y,‘Sp*y,.  — 

Ora  nel  'primo  membro  vi  debbono  esser  necesaa  ria  mente  termini  della 
l'orma  , altri  della  f.irnia  a‘h^">  ,,  e quelli  della  forma  . 

C siccome  la  funzione  dcv'  esser  sniimetrica  , si  avrà 

iS[  ] + S[  a'^b^r  ] -}-  , 

<da  cui  ricavasi 

«y[ a s s — s s^Sn.fi  + 2*yii<p*y  (•*) 

È facile  comprendere  come  dovrelrbe  operarsi  per  trovar  la  funzione 
simmetrica  di  quattro  lettere  e le  altre  che  seguono. 

Per  mezzo  delle  furinole  precedenti  possono  valutarsi  non  solo  le 
funzìont  siinmetricbe  intere  , ina  anche  le  frazionarie.  Di  fatti  qnalnn* 
qire  sia  la  forma  primitiva  di  una  funzione  simmetrica  frazionaria,  si 
può  si'iiipre  , riducendo  i termini  allo  stesso  denominatore  , riportarla 
ad  una  frazione  imic;i  , di  cui  il  numeratore  e il  dcnomiiiatore  sono 
funzioni  intere.  Per  es.  la  rnnzuiuc 


a r 


If  c 
+ - + - 


a a 


si  riduce  a 

a'b  + b’n  + n*c  + c'n  -J-  b'c  + c’it 
abc 


Le  formule  precedenli  badano  a stabilire  il  seguente 

Teorema.  Tutte  le  funzioni  razionali  sinuiietriclie  delle  radici  possono 
esprimersi  razionalmente  per  mezzo  de' coellicienti. 

6aa.  Esaminando  a(tent.i niente  le  forinole  (7)  si  vedrò  che  se  i Coef- 
fìcieiiti  ^ ^ yi , sono  funzioni  intere  di  una  quantilò  j , in 

modo  elle  gl'  indici  di  cui  sono  affette  le  A corrispoiuiano  i ure  al 
grado  delle  funzioni  d'j  , le  ó',  , S ^ , S ^ ^ ec.  saranno  anche  funzioni 
d'  V il  cui  grado  non  può  esser  maggiore  dell’  indice.  I.a  stessa  osser- 
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Tn/.iniie-  purlirl:i  tulle  lormule  (i>)  e (*^)'  <'uHdiic«  a voiiahiudeM!  eli» 
tuflla  ipolesi  lallu  intorno  alle  A , il  gcailo  ili  una  fiiniiune  siniioe- 
Iriea  . . . ],  !!oii  può  esser  iii.iggiorn  di  a 4r  7 *17  • • • • 

6a3.  Le  furinole  precedeiili  debbono  esser  iiiuilirieate  ((iiaiidu  alcuni, 
ilegli  esponeiili  fossero  eguali.  Per  lissare  le  idee  cuiisideriamu  la  fuii- 
liuiie  di  due.  lelicre.  Se  nella  lorjuuLi  (li.)  si  fa  a ^ i leniiinà 
<J«L  primo  iiieiuhro  divcerraiuus  eguali  a due  a due  j e perciò  sL  avrk 


•T 


«A* 


£ facile  comprendere  che  in  qualunque  fnnriune  simmelnea  ti  trorano. 
due  esponenti,  eguali  , il  numero  de'  termini  si  riduce  alla  inrt'a  , e 
perciò  bisogna,  divider  per  2,  P espressione  generale  di  questa  funzioi- 
ne.  PariuieiUe  se  vi  fossero  tre  espoueuli  eguali  , hisogneceblie  divi- 
dere il  valore  di  quest»,  finzione  per.  L..2.3.  In  geuerale  se  si  hanno- 
p espoueuli  eguali  , ugtù  teriiiiiie  si  taover'a  ripetiilo.  laute  stolte  per 
quante  perimilazioiii  s>  possono  face  iu:  un  gruppo  di  p lettere;  e per- 
ciò fa  (P  uopo  diviilere  il  valore  della  fiuiziuiie  per  1.2  3 ^ ^ 

( 11°  loS  ).  £ se  vi  sono  p.  LeUere  uQelle  da  muo  stess»  esponente  , 
altre  q lettere  alleile  dello  stesso  esponente  diverso  daV  primo  , altre- 
r lettere  i»a  lo  stesso  esponente  diverso  da’ due  peimi,  il  valore  della 
funzione  che  corrisponde  al  caso  degli  esponenti  indi  disuguaK-  do-^ 
via  I sier  diviso  per  v.a  3 . ..p  ^ ■■3..  XI  > 3.. . . n 

624.  Si  può  senza  il  soccorso  delle  &>nitole-  precedenti  trov.Tre  dir 
zetlanieiite  c in  mi  modo  scmplicissiiao  il  valore  di  una  (unziuiie  siiu.~ 
uieiritai  delle  radioi. 

UJleiiendo  che 


».  ì • ‘ y t\ 

Steno  le  radici  delPequazione  (■)>  1^  qoati  per  ora  possono  supporsi  tulle- 
disuguali , si.2  tJ  una.  fuiu'ioiie  siinmetrica  di  queste  radici.  Si  di«ida 
il  polinomio 

ar"  -f  -t  -f-  ..... . -t;  A^iX 

per  X — a , e il  qitozienle  sia  rappresenlato  per 

X"-'  -p  -p  J8,x"-^  + -t-  B,-,. 

Questo  secomlo  polinomio  si  divida  per  x — , e il  quoziente  sia. 

X*-»  + e,.r*-»^-f  r.x— 4 + + r._,. 

Questo  terzo  polinomio  si  divida  per  x — e,  c cosi  si  prosegua  fino  a 
che  il  penultimo  quoziente  diviso  per  x — Ir  dia  un  quoziente  x 4* 
di  pillilo  grado.  Tutte  queste  divisioni  si  faraiiito  senza  resto  , perciò 
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che  le  a , A , c , ec.  son  radici  dell'  equatione  proposta.  1 liporlali 
polinomi  eguagliali  a zero  forniranno  questa  serie  di  equazioni  : 

x"  + A,x—'  + + + = o , 

, of^«  + + B^x"-^  + + .B«-t  = o ) 

+ C + + Cn—t  — O ) 

('3) 

x’  + 7,®’  + 7,x  + /j  = o , 

X*  + K^x  + 7T,  = o , 

X + 7,  = o. 

La  prima  avrà  per  radici  b , c, . . . i ^ b ^ / j la  seconda  b , c ... 

»,  A ; la  terza  , c t , A , / ; la  penultima  , A , i ; 1’  ultima , 

/.  Intanto  le  A son  quaiitit'a  date,  le  B contengono  la  sola  a,  le  C 

solamente  a e b , c cos'i  in  generale  i coefficienti  di  ciascuna  equazione 

non  contengono  che  le  sole  radici  che  gli  precedono  nell  ordine  alfa- 
betico. 

Supponiamo  clic  U ordinalo  rispetto  ad  l sia  rappresentato  per 

Pr  + + + -Pa- 

I coefficienti  P„  , P,  ec.  non  conterranno  l.  Si  cambi  in  questo  poli- 
nomio / io  X ,°e  poi  si  divida  per  x-l-7,.;  chiamando  Z ^ il  quoziente 
cd  U,  il  resto  che  non  dovrà  contenere  x , si  avr'a 

P„x“  + P,x»-  + -1-  P^=zZ,{x  + 7,  ) -1-  V,. 

Se  per  x si  rimette  / , si  avrà 

e siccome  U,  non  contiene  x , non  conterrà  /. 

La  funzione  Z/,  si  ordini  rispetto  a A , e poi  si  cambi  A in  .r  ; si 
avrà  un  polinomio  che  potremo  rappresentare  per 

Qy  + Q.xfi-  + + Q^. 

I coefficienti  , ec.  non  conterranno  ne  A , nè  / , Si  divida 

questo  polinomio  per  x*  + 7l,x  + ; rappresi'nlando  per  Z,  , il 

quoziente  e per  p,x  +tj,  il  resto  , si  avrà 

Qo*®  + + •••■  +<?f=  -2^.  (^“  + 7T,x+  A'.)  +p,.v-f7.. 

Facendo  successivamente  x = A,  .v  = /,  il  primo  membro  darà  sem- 
pre U i e perciò  si  avrebbe 

1/  = p,k  + tj,  , U = pj  + 7,  i 
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'juindi  r equazione  di  primo  ^rado 

U =zp,x  + 7,  , 

ammetterebbe  per  a-  due  valori  distinti  ; il  ebe  è impossibile.  Dunque 
il  resto  della  divisiiiue  di  -p  ec.  per  .r’ + A’,a' + A’, 

dev’  essere  indipendente  da  a-.  Rappresentando  per  questo  resto  , 
cj  aviti 

U=  L\ 

ed  U ^ y perciò  che  non  contiene  x , non  conterrà  iiù  k nè  l. 

Siiiiilmente  ordinando  U rispetto  ad  i , e |>oi  cambiando  i in  x si 
abbia  il  polinomio  +/{,.%•>-'  .p  ec.  il  ipiale  dora  sempre  un’espres- 
sione eguale  alla  Punzioue  U allorché  .si  cambia  oi'  in  i,  o in  A,  o in /. 
Dividendo  questo  polinomio  per  x''  + /^x’  + /^x  + /,  il  resto,  sarà 
indipendente  da  .x'j  allriiiicnii  un'equazione  di  secondo  grado  ainmet- 
lercbbe  i tre  valori  i , k,  1;  il  elio  è impossibile.  Chiamando  Z/j 
questo  resto  , si  avi'a 

cioè  la  funzione  U si  troverà  cambiata  iu  clic  non  conterrli  nè 
i , uè  A , nò  i. 

Così  proseguendo  si  giungerà  ad  iwi’' espressione  di  U che  non  con- 
teri  ìi  elle  la  sola  radice  a , e che  ordinata  rispetto  ad  a , e poi  cam- 
biato js  in  a , preuder'a  la  forma 

+ cc. 

Diviso  questo  polinomio  per  x -p  yf  ,x"~‘  -p + , si  avr'a  un 

resto  iiidijieiuleiite  da  x e perciò  da  a , e questo  resto  sarà  il  domaii- 
dulo  valore  di  L . 

Der  applicazione  , sieno  n , le  radici  dell’  equazione 

•r'  -P  //^x  + = o , 

e sia 


L'  — b‘c  -p  be'  + e’n  -p  eri’  -p  iCb  -p  ai’.. 
Le  equazioni  (i3.J  ilivei  ranno 

+ Ia  + = •>  ) 

.r'  -p  ux  -p  ri*  A ^ =.  o y 

X -p  i -p  « =:  o. 

t)ra  in  L)  cambiando  c in  .r  , si  avrà 

(„  + + („’  + A’  ).r  + ; 


Digitized  by  Coogle 


( ) 

e (Jiviby  (jiirslo  pfiluiiiiniu  |u.t  .v  -p  A -p  **' 

L = Su'h  + inh‘. 

Caiiiliiuiiilu  b in  .r  e iliviilfiiilo  |iit  .r  ' -|- «a- -pti’ + si  l'S  I''’*’ 

V = - 3«  ( «•  + ). 

FiiialniciilL- , canibiaiiilo  a in  a-  c ilividcnilu  pir  .r'+.-/^.r+  si  lia 

U=zòC. 

(jn5.  li  «la  osservarsi  che  se  nelle  equaiioni  (i3)  in  luogo  d' a;  si 
mede  a nella  prima  , 6 nella  seconda  , c nella  lerta,...  k nella  pc- 
nnllinia  c l nell'  ultima  , si  avranno  le  stesse  eijuaiiuni  che  si  oller- 
rchbero  dalle  (a)  , allorché  dalla  seconda  si  elimina  / per  mezzo  «Iella 
prima,  dalla  terza  si  eliininanu  1:  e«l  l per  mezzo  delle  due  prime,  e 
cosi  di  seguilo. 

Infatti  si  supponga  che  , eseguita  sulle  ( •)  la  citata  op  raziuue  , 
siensi  avuti  i risidiameuli  seguenti  ; 

/+/.,=<>. 

Ir*  + A, A A^  ■=  o , 

i*  + y,i'  + /,«  + /j  = o, 

('4) 

i—  + + f/  -'  + . . . + = •'  , 

b'-‘  + ii,b-~'  + + + yi,  . = u , 

a"  + A ^a'~‘  + -{-  + = o, 

11  coefliciente  A,  della  prima  non  eontertà  Z;  i coelTìcirnii  A,  , A, 
non  conteriannu  né  A nè  Z j le  / non  eonleriaiiuo  né  < né  t ne  Z *,  c 
in  generale  i cocllìcienli  non  contcrratino  che  le  sole  lettere  che  pre- 
cedono <|uella  per  la  quale  sono  ordinali  i polinomi.  Per  conseguenza 
r eipiaziune  ordinala  rispetto  a b avra  i coeilìcienli  con  la  sola  a,  cc. 

Or  poiché  le  funzioni  sono  simmetriche  , é chiaro  che  l'ultima  con- 
tenente la  Sola,  a do vr'a. reggere  se  per  a si  mette  qualun«|iie  delle  quan- 
til'a  A , i; ....  i y A,  Z.  Perciò  scrivendo  x in  vece  di  a si  avrà  un'e- 
quazione che  avr'a  per  radici  a , A , c < , A , Z. 

Siniiliiienle  la  penultima  , che  ne'  coefUcienli  contiene  la  sola  n,  do- 
vrà reggere  allorché  per  A si  mette  una  qualunque  delle  radici  che  se- 
guono A ^ se  dunque  in  essa  si  scrive  a:  in  vece  di  A si  otterrà  uii'eipia- 
zione  che  avr'a  per  radici  A,  c ....  t , A , Z. 

T'ii  simile  ragionamento  fatto  su  gli  altri  {ìolinonii  prova  che  se  nelle 
(i4)  si  cambia  m x la  lettera  per  la  «piale  sono  ordinati,  si  avranno 
le  e>[uaziuni  (|3)  scritte  in  ordine  conUario. 
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(i'26.  Diiikiuc  r rspoUu  iiit  lixlo  (11’'  6.>4  ) l'iilucesì  ad  climi  :nrc  p<  r 
IIIC/.2U  (Ielle  lorinule  (a)  dalla  funzione  U succeasivamenle  le  la.lieì 
l , k ^ i ....  c , b a.  Questa  eliminazione,  che  a prima  vista  parrebbe 
• l'iver  riuscire  assai  intricala  , diviene  facilissima  allorché  le  cipiazionì 
(a)  Soli  preparale  secondo  la  forma  (i4)  ; perciò  che  consideralo  U 
Orme  funzione  di  t e.  diviso  per  la  prima  delle  (i4)  si  ha  un  resto  senza 
l ; questa  resto  consideralo  come  funzione  di  k e diviso  per  la  seconda 
delle  (i4)  da  un  resto  senza  i ; questo  considerato  come  funzione  d'i 
e diviso  per  la  terza  delle  (i4)  da  un  resto  senza  i ; e cosi  ad  o^ni 
divisione  s<»mparendo  una  radice  si  arriverk  ad  un  resto  composto  dei 
coellìcienli  dell’  equazione.  £ siccome  i resti  successivi  son  tutti  uguali 
ad  {/ , quest' ultimo  resto  dara  il  valore  di  U espresso  razionalmente 
per  mezzo  de’  coefllcienti. 

Inoltre  alle  (2)  si  da  la  forma  (i4)  dividendo  reqiiazione  data  siic- 
ressivamente  per  x — n , x — /< , x — c , ec.  , e poi  cambiando  ne' quo* 
zieiiti  , X in  li  , in  ò , in  c , ec. 

627.  Avviene  in  molli  casi  che  il  resto  indipendente  delle  radici  si 
presenta  prima  che  sieno  esauriti  tutti  i divisori.  Questa  circostanza  ren- 
derà l’operazione  piìi  breve. 

Cos'i  supponendo  che  sieno  a , b , r , il  ìe  radici  dell' ei|uaziune 
X’'  -4-  .l4^x'  + jX  + A ^ = o y 
V clic  si  debba  determinare  la  funzione 

t'=  (a  + ò)  (n  + c)  («  + d){b  + + f/)(c+  </)> 

operando  in  conformità  della  regola  si  troverà 
£•  = -[{a+/.}(n  + c) 7, + r)]’=_  [(«+/, )(«’ =-  , 

c l'operazione  terminerà  alla  terza  divisione. 

(izS.  Nello  stabilire  la  teorica  precedente  abbiamo  supposto  ciré  le 
radici  fossero  tutte  disuguali.  Ma  le  formole  che  ne  abbiamo  dedotte 
sussisteranno  anche  quando  l’ equazione  avesse  radici  eguali.  Infatti 
chiamando  il  valore  di  U espresso  per  mezzo  de’  coefficienti  , la 

formola  U ~ C/„  sarà  esatta  finché  le  radici  a , A,  c i,  A,  l 

sono  disuguali , per  quanto  piccola  esser  possa  la  loro  dilTcrenza.  Or 
se  si  suppone  che  i coefficienti  , A ^ , ec.  variino  per  gradi  pie- 
ciolissimi  in  modo  che  la  loro  variazione  tenda  a render  nulle  al- 
cune delle  differenze  a — A , n — c , ec.  fra  le  radici  , la  formola 
^ continuerà  ad  aver  luogo  per  quanto  prossime  al  limite  zero 
esser  possano  queste  diilerenze.  Dunque  avrà  luogo  anche  nel  limite 
(n°  137  ). 
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CAPO  II[. 


DELLE  THASEOBMAZIOM  DELLE  EQUAZIONI. 

629.  Per  Irasformazionc  eli  un’  equazione  deve  inlcndorsi 
non  un  cainbiainciilo  di  forma  dipcndciile  dalla  disposizione 
de’  suoi  Icrmiiii  , ma  il  passa{,'"io  da  (pic.sia  ad  im’allra  equa- 
zione le  cui  radici  abbiano  con  quelle  della  prima  una  data 
relazione. 

630.  Sia  r equazione 

x"  + A,x'-'  + q-  -h  . . . . + + A,— .0  ( . ) 

e debba  trasformarsi  in  un’  altra  le  cui  radici  sieno  quelle 
stesse  della  proposta  diminuite  di  una  quantith  costante  //. 
E evidente  che  bisogna  fare 

X = h + y, 

perchè  da  questa  relazione  risulta 

y = X — h. 

Rappresentando  ]ier  f{x)  = o , 1’  equazione  propositi , la 
trasformata  sarà  ( n”  121) 

m+f{h)-y^  {fW  y'  + 4-  . . . . q-  / = o.  (a) 

Dunque  per  ottenere  questa  trasformata  , bisogna  scriver 
r equazione  data  c tutte  le  sue  derivale , con  1’  avvertenza 

di  divider  per  2,  poi  la  derivala  di  ^ /""(a)  per  5,  la 

derivata  di  P*'*'  4j  c co.sì  di  seguito.  Questa  ope- 

razione soniininislrerà  de’  polinomi  in  a- , i (piali  per  la  so- 
stituzione di  h in  luogo  d’ a-  daranno  i coellicienti  della 
trasformala  in  ordine  inverso. 

Sia  per  es.  1’  eipia/ionc 

a.r'  — •J.r'  — '.r'  -f  7.1-  - à o 
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che  debba  irasiuniiarsi  in  un’  altra  le  cui  radici  eguaglino 
quelle  della  proposta  diminuite  di  2.  Si  avrà 

/(.v)  = a.i: • — S.V’  — 7.1-’  + 7.1-  - !i  , 

_/'(.v)  ~ !'a-^  — G.r’  — i4x  + 7 , 

^/"(a-)=  -7  > 


Sostituendo  2 in  luogo  d’  x , si  avrà 


/(a)=  -3 , /'(a)  = .9  , -‘/"(a)=--ay,  ^/'''C^)=  >4,  = a 5 


c perciò  la  trasformata  sarà 

aj’  + + ’-av’  + lyj  — 3 = o. 

63i.  Se  nell’  equazione  (2)  si  rimette  per  y il  suo  valore 
si  avrà  la  trasl'ormata  in  x — /z  , che  sarà 


m +/W- 


1 ^ ' 12 


+ (x-/,r=o.  (3) 


Questa  equazione  non  è che  la  proposta  sotto  altra  for- 
ma ; e di  fatto  si  ritornerebbe  all’ equazione  (1)  se  si  svilup- 
passero le  potenze  di  x — /i  e si  ordinasse  il  risuliaineiito 
rispetto  ad  x.  Or  sotto  qnesta  forma  si  vede  che  /'(/z)  è il 
resto  della  divisione  dell’  equazione  data  per  x — /t  ; f{h'\ 
è il  resto  che  lascia  il  quoziente  diviso  per  x — /^  ; c del 

pari  è il  resto  della  divisione  del  secondo  quoziente 

per  X — h -,  e in  generale  si  possono  ottenere  i coeflicicnti 
della  trasfùrniata  dividendo  l’equazione  proposta  c poi  i (quo- 
zienti successivi  j)or  x — h. 

G3a.  Se  fosse  /t  = i , la  trasformata  in  x — 1 si  farcMie  con  faci- 
lita •,  perciò  che  sccoiido  le  relazioni  fra  i coeflicicnti  del  dividelldu  (! 
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del  quoliente  ( n*  4^^  ) i quegli  ultimi  si  ottengono  sommando  il  coef- 
ficiente corrispondente  del  dividendo  .con  ijiiello  precedentemente  ot- 
tenuto nel  quoziente.  Avuta  la  trasfurmuta  in  x_ — i , si  può  pas.s.ire 
a quella  in  x — 9)0  i coefficienti  dell*  equazione  in  x — a si  for- 
meranno da  quella  in  a; — i con  la  regola  medesima.  La  ricerca  dun- 
que de'  coelTìcienti  della  trasformata  non  richiede  che  semplici  addi- 
•ioni.  £ siccome  questi  coeflìcienti  sono  i risullamenti  delle  soslituzioui 
de’  numeri  i , a , 3 , ec.  nell’  equazione  proposta  e nelle  sue  deriva- 
le , queste  sostituzioni  non  richieggono  uii’  operazione  superiore  all'ad- 
dizione. 

Le  trasformale  in  a:  -l-  l , x -p  a , ec.  si  ottengono  pure  con  la 
medesima  regola  , sol  clic  nelle  operazioni  relative  alla  formazione 
de'  coeflìcienti  si  sostituisca  la  sottrazione  all'  addizione. 

Riprendendo  1'  esempio  proposto  si  disporrò  ]'  operazione  nel  inodiz 
che  qui  trovasi  scritto. 

CoelT.  della  proposta  -J-a  — a — 7 + 7 — 5, 


del  i“  quoz a o — 7 o — 5, 

a® a + a — 5 — 5 , 

3° a + 4 — I , 

4° a -1-  6 , 


5- a. 

Si  forma  cosi  un  quadro  in  cui  ogni  termine  c uguale  alla  somma  di 
quello  che  si  trova  nella  linea  superiore  c di  quello  che  si  trova  » 
sinistra.  Gli  ultimi  tennini  di  ogni  linea  sono  i coeflìcienti  delta  tras- 
formata ili  X — I ; e si  avrà 

a(x  — 1)’  + — I )*  — (x  — i)’  — 5(x— 1)  — 5 = 0. 

Supponendo  x — 1 = a-*  , e trovando  la  trasformata  in  x'  — 1 si 
avrà  quella  in  x — a ; cioè  la  trasformata  in  x — a si  otterrà  ope- 
rando allo  stesso  modo  su  gli  ultimi  termini  del  quadro  precedente. 
£ cos'i  per  le  trasformate  seguenti. 

633.  Sieiio  a , A , c , cf , . lo.  radici  dell' e<|ua7.ione  (1), 
se  per  h si  prende  una  delle  radici , per  es.  a,  1’  equazione 
(3)  si  risolverà  nelle  due 

f{a)  = o , (4) 

/'(«)  + + ••••+  T""'  = ®-  C») 

L’  equazione  (5)  avrà  per  radici  le  differenze  fra  la  radice 
a e lune  le  altre  ; sicché  queste  radici  saraitno  6 — a, 
c — a , d — a , ec. 
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Le  equazioni  (4)  e (5)  avendo  Juogo  contemporaneamente 
e rimanendo  della  stessa  forma  allorché  in  luogo  di  a si 
mette  una  qualunque  delle  altre  radici  , se  da  queste  si  eli* 
mini  a , ne  risulterà  un’  equazione  in  y , la  quale  non 
conservando  più  alcuna  traccia  della  radice  che  si  è consi- 
derala in  particolare  , dovrà  aver  per  radici  le  differenze  fra 
le  radici  della  proposta  prese  in  tulle  le  maniere  possibili. 
Il  grado  deir  equazione , dovendo  esser  quanto,  il  numero 
delle  radici  (n“6oo),  sarà  eguale  al  numero  delle  dispo- 
sizioni che  si  possono  dare  ad  n lettere  riunite  a due  a due, 
cìm  sarà  n{n  — 1 ) ( n°  101  ).  L’  equazione  che  ne  risulta 
chiamasi  quella  delle  dìjferenze. 

Sia  per  es.  l’ equazione 

X*  — 7X  + 7 = o , 

di  cui  si  cerchi  1’  equazione  delle  differenze.  Le  equazioni 
(4)  e (5)  saranno 

a’  — 70+7=0,  3o*  + 3ojr +jr*_7  = o ; 
dalle  quali , eliminata  a , si  ottiene 

jy-6  — 4aj'*  + 44  V’  — 49  = “• 

634.  La  trasformazione  (3)  è utile  per  passar  da  un’equa- 
zione data  ad  un’  altra  che  manchi  del  secondo  termine.  In- 
fatti rappresentando  per  h una  quantità  indeterminata , e 
facendo  X = A -i-y  si  ayrà  un’  equazione  in  y,  nella  quale 
la  quantità  à pijò  esser  determinata  assumendo  per  condi- 
zione che  debba  mancare  il  secondo  termine. 

Infatti  l’ indicata  sostituzione  darà 

n . . n O 

^ + nh  jr’-'  4 i/j*  ^«-1  q. 

+ ^.  +(n— 

+ 


Per  far  che  questa  equazione  manchi  del  secondo  termine , 

è necessario  che  sia  nh  ^,  = 0 , da  cui  h= -^.Dun- 

n 
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que  si  f;i  sparire  il  sceonclo  termine  da  un’equazione  facendo 
1’  inco"i)iia  eguale  ad  mi’  althi  incognita  aiimcnlala  del  coef- 
ficiente del  secondo  termine  preso  con  scf'no  contrario  a 
quello  che  ha,  c diviso  per  1’ esponente  del  primo. 

Dunque  se  si  scrive  1’  equazione  proposta  , e le  sue  deri- 
vale prese  nel  modo  già  detto  ( n°  63o  ) e poi  in  questi 

polinomi  si  mette  per  x la  quantità  — — ‘ , si  avranno  i coef- 
ficienti di  una  nuova  equazione  clic  mancherà  del  secondo 
lerminc. 

Sia  data  per  cs.  1’  equazione 

x’  — 4-r’  + 2.T  — 5 = o ; 

SÌ  avià 


Jlx)  = x’  — 4x*  + ax  — 3 , 
/'(.t)  = 3x’  — «X  + a , 

“/(•’■)  = 3x  — 4 , 
i/'"(x)=i. 


Messo  I in  luogo  d’  a: , si  avranno  i coefficienti  della  tra- 
sforma la  che  sarà 


o. 


G55.  Se  si  volesse  fare  sparire  il  terzo  termine  da  un’equa- 
zione , sarebbe  necessario  mettere 

-I-  {n  - .)//,/.  + y^.  = o, 

c la  determinazione  di  /i  dipenderebbe  da  un’  equazione  di 
secondo  grado.  Si  vede  ebe  per  passare  a un’  equazione  che 
maneassc  del  quarto  termine  , bisognerebbe  determinare  /i 
per  mezzo  di  un’  equazione  di  terzo  grado,  ec. 

l!Ìsscndo  sempre  possibile  togliere  il  secondo  termine  da 
un’equazione  senza  introdurre  quantità  irrazionali,  le  equa- 
zioni 

x’  -p  i>J-  + <1  — o , .ri  + /».r’  + ij.v  + r = o , cc. 
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debbono  ritenersi  come  le  equazioni  generali  di  terzo  gra- 
do , di  quarto  , cc. 

636.  L’ indicata  trasformazione  offre  un  modo  di  risoluzione 
delle  equazioni  di  secondo  grado,  perciò  che  con  lo  sparire  del 
secondo  termine  si  riducono  ad  equazioni  binomio.  Nell’equa- 
zione X*  ^ = o , fatto  x =y  — si  avrà  la  trasfor- 
mala j'’  — ^ y = o , d’  onde  y =+  — ? 5 ® 

incllcndo  per  y il  suo  valore , risulterà 


637.  Se  si  volesse  clic  in  un’equazione  sparissero  congiunlanaente  il 
secondo  e il  terzo  lerinine  , sarebbe  necessario  che  si  avverassero  le 
due  equazioni 


ììh  A ^ — o , 

-1-  («  + I )-^,ò  + A^z=io. 

Preso  il  valore  di  h dalla  prima  e messo  nella  seconda , si  ottiene 

(n — i)A'  — a(n— + any^,  = o;  (6) 

e questa  è la  relazione  che  dovrebbe  esistere  fra  i coefficienti  ed 
A ^ , affinchè  la  trasfurniazionc  indicata  fosse  possibile.  Quando  in  una 
equazione  si  verifica  la  condizione  (6)  , la  sparizione  del  secondo  ter- 
mine trae  seco  anche  quella  del  terzo. 

Affinchè  potessero  sparire  contemporaneamente  tre  termini  bisogne- 
rebbero due  equazioni  di  condizione  , e cosi  di  seguito. 

63S.  Se  si  volessero  da  un’  equazione  fare  sparire  più  termini  , bi- 
sogiicreblie  nella  relazione  tra  x ed  y introdurre  tante  indeterminate 
quanti  sono  i icrniini  che  debbono  scomparire.  Cosi  per  fare  sparire  due 
ti  rniini  si  l'ara  x’  = v -f-  A 4.  Ax  (*)  , per  farne  sparire  tre  si  farà 
.v’  =:  j 4-  A4"  4-  /x’  , e in  generale  volendo  fare  sparire  i termini 

si  metterà 

x'  — y ^ h ■{.  kx  Ix'  4- 4-  rx'-'.  (7) 


(*)  È forse  .suprillno  awrilirc  che  mctlcndn  x— y + h-^-k,  le  due  lettere 
fi  c k corrispondono  ad  una  sola  indeterminata. 
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Kt.i'jiiiamlu  X fra  ijumlu  <‘i|uaziuiio  c la  l'  i)  >i  aviìi  uua  iiutiv»  f;i|ua- 
(luiie 


x’  + B,x'-‘  + + + ^„  = o , (t<; 

dalla  quale  , perciò  che  i coelTìcieiiti  couleiigouo  le  i iiiilclci  iiiiiiaie 
A , ^ r , si  potranno  lare  sparire  allrellanli  termini  (juanie 

esse  sono. 

Applicando  questo  metodo  all'  equazione  di  terzo  grado 

= o , cioè  facendo  x'  — y + h Icx  , sì 
{kossono  fare  sparire  il  secondo  termine  e il  terzo  , e riportare  la  sua 
risoluzione  a quella  di  un'  equazione  binomia  q ■=z  o.  La  stessa 

iitotesi  può  servire  per  fare  sparire  da  un'  equazione  di  quarto  grado 
il  secondo  termine  e il  quarto  e ridurla  alla  forma  + +^=o. 

In  generale  se  per  questa  via  si  potessero  fare  sparire  tutti  i termini 
intermedi  , e riportare  un'  equazione  di  qualunque  grado  alla  forma 
v'  1/  = o si  conseguirebbe  la  sua  risoluzione  generale.  Questo  nie- 
'|(hIu  proposto  da  Tscliirnaùs  , non  essendosi  potuto  estendere  che  fìno 
alle  equazioni  di  quarto  grado  , fu  riputato  insui'lìciente  e di  un  uso  li- 
mitato , quando  non  era  ancora  dimostrato , siccome  oggi  è , che  la  ri- 
soluzione generale  delle  equazioni  di  grado  superiore  al  quarto  c iin- 
IMSsibile  , e che  perciò  lo  stesso  difetto  dev’  esser  comune  a tutti  i me- 
I<k1ì  proposti  o che  potranno  proporsi  intorno  alla  risoluzione  generale 
delle  equazioni. 

G.5().  Si  vo"li.i  trasformare  I!  equazione  (j)  in  iiii’ altra  le 
<-:ii  radiei  sìeno  multiple  di  quelle  della  proposta. 

Kvidciiiouietile  l)iso"ua  fare 


da  riti  V ~ hx. 


Fatta  la  sostit ii/.ioiie  si  ."itrà 


ov\ ero 

v"  + + .-/.v’"-’  + + y4,-,k—'y  + o.  (in) 

Questa  equazione  sì  ricava  dalla  (t)  moltiplicando  i suoi 
lertnini  rispettivamente  per  qiie’  della  progressione  i,  t,  i"‘, 

l-' i".  Basta  dunque  eseguir  qttesta  operazione  sopra 

un’  equazione  per  convertirla  in  uti’ altra  clic  abbia  le  radici 
inititiplc  di  quelle  della  data. 

'È  clii.tro  inoltre  che  se  conteniporanoamentc  si  inoltìpli- 
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cassero  i termini  di  un’equazione  per  quelli  della  progres- 
sione 1 , k k" , e dell’  altra  h"  , h'~' , h'~', ....  i , 

le  radici  di  questa  nuova  equazione  sarebbero  a quelle  della 
proposta  come  k •.  h.  . 

Per  applicare  la  medesima  regola  ad  un’  equazione  che 
manchi  di  qualche  termine,  bisogna  supplire  i termini  man- 
canti col  dar  loro  un  coellicieuie  eguale  a zero  (n“  5go). 


640.  Se  i coefficienti  , A^ sono  numeri , l’equazione 

(io)  sarìi  omogenea.  Or  poiché  dall’ equazione  (1)  si  passa  alla  (lo) 


col  fare  a;  , 


un’  equazione  letterale  omogenea  si  poti^  convertir 


subito  in  equazione  numerica , facendo  y = Itx.  Infatti  questa  relazione 
basta  per  passare  dall’equazione  (io)  alla  (1). 


641.  Per  mezzo  della  trasformazione  precedente  si  può 
un’equazione  a coeQìcicnti  interi  c della  forma 


aje"  + + a^x'”*  + .....  + a„-,x  + a,,  = o 


trasformare  in  un’  altra  che  abbia  pure  per  coellicienti  nu- 
meri interi , e il  cui  primo  termine  abbia  per  coefficiente 
r unità. 

Si  farà  perciò  x = — , cioè  basterà  (n“  63g)  moltiplicare 

i termini  dell’  ef|uazionc  pe’  termini  rispettivi  della  progres- 
sione 1 , , aj" , cc.  Cosi  facendo  si  avrà 

".y  + n, a, + + n._.a + a„n„"  = o; 

la  quale,  dopo  la  soppressione  del  fattore  comune  , pren- 
derà la  forma 


f + + n.a.j"-’  + + + n,  a„"—  = o. 

Questa  trasformazione  coincide  con  quella  che  convien  fare 
per  convertire  1’ equazione  (1)  che  ha  i coefficienti  , 
A,  , Ai  , ec.  frazionari  in  un’  altra  a coelficienii  interi  e 
avente  per  coefficiente  del  primo  termine  l’unità.  In  questo 
caso  sarà  uguale  al  prodotto  di  tutti  i fattori  diversi  che 
entrano  ne’  denominatori. 

Applicando  questa  teorica  all’equazione  riportata  al  n”  634j 
si  farà  = — ; fallo  il  calcolo  opporiuno,  risulterà  l’e- 

5l 
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■ — 4860*  — 99873  = o. 

643.  Se  in  un’  equazione  si  fa  x = — y , le  radici  posi- 
tive si  cambiano  in  ne^-aiive,  e viceversa.  Con  questa  sosti- 
tuzione, perciò  che  si  muta  il  seguo  de’soli  termini  che  conten- 
gono r incognita  elevala  ad  un  esponente  impari  , cambie- 
ranno di  segno  i termini  di  posto  pari  o impari  secondo 
che  1’  equazione  è di  grado  pari  o impari.  Ma  siccome , 
quando  P equazione  è di  grado  impari , conviene  cambiare  i 
segni  della  trasformata  a fin  di  rendere  il  primo  termine  po- 
sitivo ; perciò  se  in  un’equazione  qualunque  completa  si  cam- 
biano ì segni  a tutti  i termini  di  posto  pari,  le  radici  cam- 
bieranno di  segno. 

Dopo  ciò  è facile  stabilire  i teoremi  che  seguono. 

/°  Un’equazione  che  ha  tutti  i termini  dello  stesso  segno 
non  può  aver  radici  positive , perciò  che  la  sostituzione  di 
una  quantità  positiva  conserva  a ciascun  termine  il  segno  che 
ha  , ed  è impossibile  che  la  somma  numerica  di  molte  quan- 
tità sia  nulla. 

a”  Un’  equazione  completa  che  ha  i termini  consegni  al- 
ternati non  può  ammettere  radici  negative.  Infatti  cambi.indo 
X in  — y si  avrebbe  un’  equazione  coi  termini  lutti  aflctli 
dallo  stesso  segno  , la  quale  perciò  non  polreblte  ammetter 
radici  positive  ; dunque  la  proposta  non  avrà  radici  negative. 

J"  Un’equazione  che  resta  la  stessa  allorché  si  cambia  x 
in  — X , avrà  le  radici  a due  a due  eguali  e di  segno  con- 
trario. Per  soddisfare  a questa  condizione  deve  aver  neces- 
sariamente la  forma 

x"'  + + y/^x’-4  + + An-^a:'  ^ A„=io.  (11) 

Si  può  rieonosccr  questa  proprietà  facendo  x^=y ; e allora 
1’  equazione  diverrà 

y"  + ^,y^'  + + ....+  A.-,y  + //„  = o ; 

e sarà  x = -|-  \/y.  Quindi  se  ha  per  radici  « , /3  , y,  cc. 
avrà  pure  — « , — /3  , — y , cc.  ; o siccome 
(x  — «)(x-4-x)  = x^ — il  primo  lucnibro  dell’ ctjuazionc 
data  potrà  decomporsi  in  fattori  binomi  di  secondo  grado 
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e mettersi  sotto  la  forma 

— ^')(x*-y*  ) 

L’  equazione  alle  differenze  ( n°  633  ) appartiene  a que- 
st’ultima  classe.  Di  fatto,  siccome  due  lettere  son  suscet- 
tibili di  due  disposizioni  , se  quell’  equazione  ha  per  radice 
tì  — b , avrà  pure  b — a ; ec.  Mettendo  z in  vece  di  , si 
avrà  quella  che  , avendo  per  radici  i (juadrati  delle  diffe- 
renze fra  le  radici  della  proposta,  dicesi  equazione  a' qua- 
drati delle  differenze. 

643.  Per  trasformare  un’  equazione  data  in  un’  altra  le 
cui  radici  sieno  le  inverse  di  quelle  della  prima,  si  richiede 

che  sia  x = i.  Fatta  questa  sostituzione  nell’equazione  (1), 

si  avrà 

^ + = 

d’  onde 

+ + +1=0.  (n) 

Questa  equazione  si  forma  dalla  (1)  col  solo  scrivere  i coef- 
ficienti in  ordine  contrario  , c col  cambiare  i segni  a tutti 
i termini  se  1’  ultimo  termine  è negativo. 

Così  per  cs.  le  due  equazioni 

X*  — 4^*  + ’ar*  — 3x  — 5 = 0,  5y*  + 3_y*  — ay*  + 4y  — i = o , 
avranno  le  radici  inverse  1’  una  dell’  altra. 

644*  Ravvicinando  la  regola  precedente  a quella  del  n®  63o, 
si  vedrà  che  se  nell’  equazione  (1),  che  in  modo  compen- 
dioso è stata  sovente  rappresentata  per 

/(a^)  = o > 

si  fa  a;  = 4 4-  - , la  trasformata  in  « sarà 
u 

+ + 1=0.  (i3) 

* 
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645.  La  semplicilk  della  relazione  fra  1’  incognita  dell'  equazione 
data  e quella  della  trasformata  lia  permesso  nelle  trasformazioni  pre- 
cedenti di  passar  da  un'  equazione  all'  altra,  col  solo  sostituire  ad  x il 
suo  valore  espresso  per  y.  Ma  quando  questa  relazione  è data  da  una 
funzione  più  complicata  , è necessario  seguire  altro  cammino  per  giun- 
gere all' equazione  che  si  cerca. 

Poiché  , riguardato  il  problema  delle  trasformazioni  sotto  un  punto 
di  vista  generale  , trattasi  di  trovare  un'  equazione  che  abbia  per  ra- 
dice una  qualunque  funzione  delle  radici  della  data  , sieno  x,  , x,  , 
Xj x^  le  radici  dell'  equazione 

x"  -f  ^,x"-  + y/.x->  + + = (i) 

e 

_y=^(x,x,x5x.  ....xj  (i4) 

rappresenti  la  funzione  di  cui  si  tratta.  È chiaro  che  la  trasformata 
avrii  per  radici  tutti  i valori  che  può  assumer  (juesla  funzione,  allorcliè 
si  permutano  fra  loro  le  lettere  di  cui  é composta  , o più  semplice- 
mente gl'  indici  de'  quali  è affetta  la  x.  Quindi  il  grado  della  trasfor- 
mata non  può  esser  maggiore  del  prodotto  i . a .3. 4 . . . . n ( n“  io3), 
e diverrà  minore  di  questo  numero  quando  fra  tutti  i valori  possibili 
della  funzione  (i4)  ve  ne  sono  alcuni  che  divengono  eguali. 

Sia 


iV  = 1 .a.3 « , 


e sieno 

:f.  ry.  jjss 

i diversi  valori  che  riceve  la  funzione  (t.4)  per  effetto  delle  permuta- 
zioni operate  su  gl’indici  i , a,  3, n.  Sia  |x  il  grado  della 

trasformata  ; dico  che  , quando  alcuni  de' valori  compresi  nella  serie  (i5) 
sono  uguali  , sara  fx  un  divisore  di  N. 

Si  supponga  in  primo  luogo  che  fra  que’  valori  ve  ne  sieno  due  soli 
eguali  , cioè  sia  i e questa  eguaglianza  abbia  luogo  per  la  forma 

della  funzione  non  per  valori  particolari  che  si  dessero  .alle  x^  , .v,  , 
Xf  , ec.  dico  che  tutti  gli  altri  valori  saranno  eguali  a due  a due. 
Iniàtti  , operando  sopra  v,  le  permutazioni  tra  gl’  indici  secondo  uii 
certo  ordine  ne  sorgano  successivamente  i valori  yt  , yc , ec.  ; ed  ope- 
rando sopra  V*  le  permutazioni  medesime  secondo  lo  stesso  ordine  ue 
sorgano  i valori  , ec.  E chiaro  che  le  due  serie 

y-)  yt  ì ì i yt  > 

prolungate  convenientemente  potranno  comprender  lutti  i valori  dell.a 
serie  (i5).  Ora  essendo  = v*  , c questa  eguaglianz.i  dipcmleudo  dalla 
natura  della  funzione  , c chiaro  che  la  stessa  permutazione  operata  so- 
pra due  quanlil'a  eguali  deve  dare  risultamenli  eguali  ; perciò  sara 
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yt  = y,  , yc  j cc.  Quindi  il  numero  de  valori  distiati  compresi 
N 

nella  serie  (i5)  sara  — . 

Un  ragionaiiiento  inlerainenle  simile  c sufiìcicnte  per  provare  che  se 
Ire  de’ valori  (i5)  sono  eguali  , (uui  gli  altri  saranno  eguali  a tre  a 
tre  ; se  quattro  valori  sono  eguali  , saranno  eguali  a quattro  a quat- 
tro ; e così  di  seguilo.  Quindi  se  ^ è il  numero  de’ valori  eguali,  il 

N 

grado  della  irasforniata  sarh  — . 


046.  Se  nella  funzione  (t4)  due  radici  entrassero  similmente,  cioè 
se  (|uella  funzione  fosse  simmetrica  rispetto  a due  di  c|ueste  radici,  qtie- 

N 

ste  due  radici  non  dovendosi  permutare,  sar'a  (n  = . E se  fosse  sim- 


nieli  ica  rispetto  a tre  radici  , si  avrebbe  (* 


N 

t a. 3' 


In  generale  se 


p rappresenta  il  numero  delle  radici  che  nella  funzione  data  non  vanno 
soggette  a permutazione  , perchè  vi  entrano  tutte  allo  stesso  modo  , 


SI  avra 


= 


N 

1,1.3 — p' 


Se  poi  vi  entrassero  p radici  ad  un  moilo  , q radici  ad  un  altro , 
r ad  un  altro  , cc.  cioè  se  la  funzione  restasse  la  stessa  per  la  per- 
mutazione delle  prime  p radici  fra  loro,  delle  </  radici  fra  loro , delle 
r radici  fra  loro,  ec. , sar'a  ( u°  io4) 


N 

i.a.3 X 1 •i.  ■ . ■</  X 1-2 r X 

Non  saia  inutile  avvertire  che  se  le  radici  entrassero  tutte  allo  stesso 
modo  , cioè  se  la  funzione  fosse  simiuctrica  , il  grado  della  trasformata 
dovreblrc  essere, 

I a. 3 n 


il  qu.1I  risultamcnto  conferma  che  una  funzione  simmetrica  dipende  sem- 
pre da  un’equazione  di  primo  grado. 

647.  Se  la  funzione  (i4)  contenesse  solamente  un  numero  h di  ra- 
dici , le  « — k r.idici  che  mancano  si  potrebbero  considerare  come 
moltiplicate  ^>er  zero.  Quindi  questa  funzione  potrà  riguardarsi  come 
coiii|>osta  di  n quantità  , e simmetrica  rispetto  ad  n — k di  queste. 
Perciò  Sara 

N 

*^=1.2.".'..  (k  - i){n  — k + a).. . .(«— 0«; 
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il  qual  numero  equivale  evidentemenle  a quello  delle  disposizioni  che 
possono  darsi  ad  n lettere  riunite  a.  k a.  k. 

648.  Determinato  cosi  il  grado  della  trasformala  , come  pure  i di- 
versi valori 


y.  > y.  . ys  5 ec. 

che  può  dare  la  funzione  (14)  per  effetto  delle  permutazioni  operate 
sulle  X , a:,  , X;  , ec. , formando  la  somma  delle  y,  1 y,  1 ys  > 
quella  de’  prodotti  a due  a due  , a tre  a tre  , ec. , queste  somme  prese 
coi  segni  convenienti  rappresenteranno  i coellìcienti  della  trasformata. 
Ora  è chiaro  che  in  tutte  queste  somme  le  .t,  , x,  , Xj  . . . . entrano 
indistintamente,  perchè  nella  funzione  (>4)  si  sono  fatte  fra  gl'indici 
tulle  le  permutazioni  possibili  ; perciò  sono  funzioni  simmetriche  delle 
radici  della  equazione  proposta  , e potranno  esprimersi  razionalmente 
per  mezzo  de'  coefficienti  della  medesima. 

Dunque  , data  una  funzione  razionale  delle  radici  , si  può  ottenere 
una  trasformata  che  abbia  per  radici  lutti  i valori  di  cui  la  stessa  fun- 
zione è suscettibile. 

64g.  Si  voglia  per  es.  trasformare  1'  equazione  (1)  in  un’  altra  che 
abbia  per  radici  le  potenze  m."’"  delle  radici  di  questa. 

nitenendo  per  maggior  semplicilh  che  a , ò , c , ec.  sleno  le  radici 
dell'equazione  data  , quelle  della  trasformala  saranno  a",  ò",  c^jec., 
e perciò  la  trasformala  sar'a  dello  stesso  grado  della  proposta.  Rappre- 
sentandola per 

y"  + Bj*-'  + -I-  + -i-  .B,  = o , 

e conservando  la  notazione  sUbiliia  nel  n°  621  , sar'a 
B,=—  (a"*  -h  + c"  ec.)  = — , 

J ) , 

ec. 

e questi  valori  si  possono  esprimere  per  mezzo  de’ coefficienti. 
Considerando  1’  equazione  particolare 

x’  5x’  + 2.V  — 3=0, 

si  cerchi  un’  altra  equazione  che  abbia  per  radici  i quadrati  delle  ra- 
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dici  di  qucsla.  Sarà 

= 5 ,yj  = 104,  =4g3  , ^5  = 3310  , iS^sr  109365 

£,=-S,  = -ai, 

£,  = ls,‘-ÌS,=:-^6, 

- g ( *5/  - 3^ * J,  + aJ J = - 9 5 

e l’ equazione  ricliiesta  sarà 

— atj'*  — 26^  — 9 = o. 

650.  Sia  (lata  ancora  1'  equazione  di  terzo  grado 

**  + = o ; 

e si  voglia  un'  altra  equazione  che  abbia  per  radici  le  somme  a due 
a due  delle  radici  della  proposta.  Chiamaudu  a , b , c le  radici  dell’e- 
quazioiie  data  , quelle  della  trasformata  saranno  + À+cj 

per  cui  l'equazioue  richiesta  potrà  esser  rappresentata  per 

y'  + ^,y'  + ^,y  + -B,  = o. 

Ora  si  ha 

£,—  — («  + i)  — (a  + c)  — (6  + c)  =5  — 2(a  + 6 + <^)  = o » 
2}^=z{n  + b){a+c)+(a  + b){b  + c)  + {a+c)(b+c) 

= “*  +**  +c’  +3(fli  + <ic  + ic)  = 5'j  = , 

-Bj=— (a  + i)(a  + c)(A+c)  = — j 

c 1’  equazione  che  si  cerca  sarà 

y^  + = o. 

651.  In  vece  di  trovar  direttamente  i coeiricicnti  dell’equazione  tras- 
formata , riesce  talvolta  più  semplice,  dopo  aver  composto  le  radici 
di  questa  , trovar  le  somme  delle  loro  potenze  simili  5 c da  queste 
somme  col  mezzo  delle  formole  del  n°  620  ottenere  i coelficienti  ri- 
chiesti. 

Per  applicare  ad  un  esempio  T indicato  andamento  di  calcolo  sia 
proposto  di  trovare  1’  etjuaziouc  ai  quadrati  delle  diilercnzc  (ti°  64'z). 

Rappresentale  per  n , 6 , c , c/  , ec.  le  radici  della  proposta  , per 
aver  le  somme  delle  diverse  potenze  delle  radici  dell'  equazione  che 
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si  cerca  , fa  mestieri  calcolare  l' espressione  generale 
(a_i)"+(a-c)"'+(a-rfr+  • • • • +(6-cr+(*-rf)”+... 

+(c-or+(c-i.r+(c-^/r+. . . . +(d-a)"+(£/— 

Si  prenda  all’  uopo  la  somma  degli  n binomi 

(x  _a)"  + (x— t)”  + (x—e)”  4-(x  . 

Sviluppando  si  ha 

(x— a)"+  (x— i)"  + (x-c)"-f  (x— J)’"-f-ec. 


—nx’" — i7i(a+A+c+4Z+....)x^'+/n. (a*  +A’+e*+...)x'^'— ec. 

=nx^ — +m.— ^x"->.y  — +S  . 

Facendo  in  questa  identità  successivamente  x=a  , xzr  J , x = c,  ec., 
e sommando  i risultamenti  , si-  avrìi 

(«— *r+(«-^r+-.+(i-or+(A-c)"+...+(c-a)"'+(c-t)"'+ec. 


—nS^—mS,S^,  + m-  — ± nS^ , (i6) 


convenendo  il  segno  superiore  quando  m è pari  ) e l' inferiore  quando 
è ìmpari. 

Nei  caso  di  m impari  il  numero  de’  termini  del  secondo  memliro  è 
pari  , e i termini  essendo  a due  a due  eguali  e di  segno  contrario  si 
distruggono.  Per  cui  la  formula  (i6)  non  può  servire  per  m impari. 

Scrivendo  ah  in  vece  di  rn  , il  secondo  membro  avra  eguali  i ter- 
mini posti  ad  egual  distanza  dagli  estremi  ; e il  solo  termine  medio 
che  contiene  sar'a  isolato.  Rappresentando  per  il  primo  mem- 

bro della  forraola  (i6),  essendo  la  somma  delle  potenze  delle  radici 
dell'  equazione  ai  quadrati  delle  differenze  , si  avrò 

^^=«5,4 — akS^Sti-i+uJc.  — — — 2ÀT.^ S^S,t-ì 

“i  2 ó 

^ ^ alr(2*— i)(5/r  — a) (ai  — (ft— i)) 

+ 1.2.3 k • a 


Facendo  in  questa  formula  successivamente  k—t,  =z  a , oc.  si  hanno 
le  somme 

(a  — i)*  + (o— c)*  + + {b  — cY  + =«,  , 

(a  — bY  + {a—cf  + ....  + (Z.  — c)'>  +....=  S. , 

(a  — i)6+  (a  — c)«  + ....  +(ò  — cy’+  ....=2j, 

oc. 
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Nelle  fortnole  (io)  del  ii“  620  mcUciulo  < in  luof;o  di  N e 5 in  luogo 
di  si  avranno  i coeflicieiili  J5,,  i/j,  ec.  dcireqiiaiioiie  richiesla. 
Sia  per  cs.  l' equazione 

— 7-P  + 7 = 0. 

Sar^ 

^.  = 0,  ^.  = 14,  ^,=-21,  ^,  = 98,  ^5  = -24S  S,=m, 

e quindi 

= 3.y.  = 42, 

4.  = — 4ò',.y5  + = itóa , 

«J  = 3S^  — — io.y3*=  jHCGy; 

e infìnc 


JB,  =—  «,  = — 4a  , 


441  , 


B^  — . 


sicché  rcr{uazione  richiesta  sarà 

a*  — 42»’  +44is_49  = o, 

la  quale  , allorché  si  fa  s —y'  , riesce  identica  a quella  trovata  col 
metodo  di  eliminazione  ( n°  633  ). 

652.  È da  osservarsi  che  la  trasformazione  di  un’ e<[iiaziiini'  ridneesì 
alla  risoluzione  della  seguente  qnislione  : dala  una  finizione  ddli.'  radici 
trovar  l' equazione  da  cui  (jiiesta  liinzione  dipende. 

633.  Conoscendo  i diversi  vuloii  della  riiiizione  razionale 

5^=  ?(v,.r.a-5  ) (>7) 

delle  radici  dell’ ef)uazione  (i)  , si  possono  per  mezzo  di  questi  trovale 
quelli  di  un’  altra  funzione  razionale 

u = ;(x,x.xs ) (18) 

delle  stesse  radici. 

Supposto  ili  primo  luogo  che  le  due  funzioni  animcltano  lo  stesso 
numero  di  valori  , cioè  di[>eudauu  da  uu’  equazione  dello  stesso  gra- 
do , sia 

y"  + Mjf-'  + 4. + M,  — o (i.j) 
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r equaiioue  da  cui  dipende  la  funzione  (17))  ® railifi 

jy.  > 5 y* y/' 

rappresentino  appunto  i diversi  valori  della  funzione  suddetta.  Sieno, 
in  corrispondenza  de'  valori  compresi  nella  serie  (20)  ^ 

“3  ? “e 


i valori  diversi  della  funzione  (iS). 

Si  divida  il  primo  membro  della  (19)  per  y — 7,  , e si  abbia  per 
quoziente 

yf-'  + N,yi'~'  + + + 

ili  cui  si  ha  ( n°  4^4  ) 

N,=M,  +y.  , 

iV.  = il/,  + M.y.  +7.*, 

N,  = ÌI/5  + + Ky.'  + y" . 


Nf-i  = Mf-,  + + Mp-ìy'  + +y 

Rappresentando  per  /(y)  il  primo  membro  della  (19)  c per /'(y) 
la  sua  prima  derivata,  il  quoziente  (21),  cioè  , diverrà  - quan- 

do si  là  y=7,.  Ma  determinato  il  suo  vero  valore  ( n°  5z5  ) , si 
irova/'(y,)  Se’ dunque  in  (ai)  si  mettono  successivameuie  i valori  7,, 

y.i  ys----‘>  ** 

yr-^  + Nj/-^  + ec.  =/'(7, >=^7 /-'+(/'— 0-^Ay.^’  + ---+^/r-‘ 
yr-'  + N,y,P-'  + ec.  = o , (^3) 

75Ì—  + iV.7/-'  + ec.  = o , 

ec. 

Ciò  posto  , si  stabiliscano  le  seguenti  equazioni  : 

M,  + u,  -!•  Uj  + ....+  u,  = , 

y.“.  + y.“.  + ys“3  + — yp“/- = *.  > 
y,*“i  +y.*“*  +y5*“s  + — +yp'»p  = ^,> 

y,''“’“i  +y/~‘“*  +y3'~‘“5  + — +y/~'"i'  — ^p~<- 
I primi  membri  di  queste  equazioni  essendo  funzioni  invariabili  delle 
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radici  , X, , .Tj  , cc.  potranno  esser  espressi  razionalmente  per  mezzo 
de' cocfllcienti  dell’ ci|uuzioiie  data;  perciò  le  k saranno  quantilò  date. 
Si  moltiplichi  la  prima  delle  equazioni  (24)  per  Np-i  , la  seconda 

per  Np-,  , la  penultima  per  iV,  , sommando  e tenendo  conto 

delle  (a3)  , si  avra 


_ "l"  ^ + >-^1  4" 


(z5) 


Ora  moltiplicando  le  eguaglianze  (22)  rispettivamente  per  , 
iy_3  . . . .i,  , k^i  aggiungendo  a (|ucste  l’equazione  identica  kp^,—kp-,  , 
e sommando,  si  avrìi  il  niimerature  dell' espressione  (a5)  ordiuatu  ri- 
spetto a , e che  potrà  essere  rappresentalo  per 


Kp-t  + Kp-,y^  -1-  Kp~ìy'  + 

essendo 

■^1  = + ^1  5 


Kjr'  + . 


Kp-ì  = Mp-ìk^  Mp-^k ^ -p  Jilp^ik^  -j-  . . . . -p  Xy_3  , 

Kp—%  ^ ^kp^'ik^  ^ ]\fp — ^k^  -p , -p  kf^t  f 

Kp^i  — I Mp—ik^  -p  iì/p—%k^  -p  yfp—ik^  -p  . . . • -p  lil^kp^^  -p  kp—t< 

Si  osservi  che  i valori  delle  K si  ottengono  iinmedialameiile  da' se- 
condi membri  delle  (22)  , supponendo  il  primo  termine  moltiplicalo 
per  y,“,  camhiaudu  in  indice  1’  esponente  d'_v,  e scrivendo  k in  vece 

dV,- 

Si  avrà  quindi 

^ _ Ay,  -p  K^,y,  + A;,_3y,“  + . ..  + k,y,P-' 

~ py/-+(p->)-'Jj,'^’+(p—-’-)  'Ly,'^+- ■ ■ ■ + '^p- ‘ 

Lo  stesso  calcolo  avendo  luogo  per  (|uaUivoglia  de’  valori  »,  , , 

. . . . Up  ^ sarà  in  generale 


A,_,  -p  Kp-,y  -p  Kp^iy'  -P  . . . -J-  A:  pe-' 


J\y) 


(2(1) 


In  questa  equazione  messi  successivamente  per  y i valori  j,  , y ^ , 
^5  , ....  yp  si  hanno  in  corrispondenza  i valori  , . . . . Up. 

Sia  per  es.  l’ equazione 

x’  — 4-®*  -p  X -p  G = o (27) 

di  cui  sieu  radici  .v,  , x^,  Xj.  Sia  v=.v,  -p  x,  e i(=z.r,.e^;  e Tequa- 
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zione  dalla  quale  dipcude  y,  duterniinulu  secondo  il  n°  (Ì4S  , sarà 

— >b'*  + *7/ “ = o 

le  cui  radici  sono  + ^ i + > > + a.  Si  cercano  i valori  di  u^,  , 

Uj  per  mezzo  di  questi  valori  d'^  conosciuti. 

Si  ha 

",  + «.  + «j  = J + »=*„) 

J.".  +r!«5  = (•*.  + +ec.=^(j:.’ir.)=aa  = , 

.y.’w.+J'.X+.TsX  =(•>'. +-»'.)*'^.-^-.  + ec.  = ^5i9,—2.S\  +ó\*  , 

l3G  :=z  k^. 

E poi 

K,  = + Ar,  = — 8 + aa  = »4  , 

K,  = MX  + + A-.  = 17  - 176  + i3G  = _ a3. 

Quindi  risulta 

— a3  + 14/ 

17  — lòj'  + 3y’  ■ 

Fatto  y — y I = 5 , si  ha  k,  = 6 , 

y=y^  = ^i  n,=— a, 

y=y^z=rt,  «3=;— 3. 

654.  Se  la  funzione  u non  ammettesse  lo  stesso  numero  ili  valori 
della  funzione  y ^ il  calcolo  dovrebbe  esser  condotto  nel  modo  stesso. 
Solo  avverrebbe  che  ad  un  certo  numero  di  valori  d’ j messi  succes- 
sivamente nella  forinola  (a6)  , si  troverebbe  corrisponder  io  stesso  va- 
lore per  u.  ^ 

()55.  Se  poi  la  funzione  y , a cagione  che  alcune  permutazioni  ope- 
rate sugl'  indici  delle  x non  producessero  cambiamento  nella  funzio- 
ne , ammettesse  un  minor  numero  di  valori  di  quelli  della  funzione  u, 
la  furinola  (36) , che  è di  primo  grado  rispetto  a u,  non  |uiò  sommi- 
nistrar per  u più  valori  in  corrispondenza  di  un  sul  valore  d'y. 

Considerato  da  prima  il  caso  in  cui  i valori  della  y divengano  per 
la  forma  della  funzione  eguali  a due  a due  , cos'i  che  al  solo  valore 
y^  corrispondano  i due  valori  1 ® chiaro  che  se  non  si  possono 

determinare  i valori  n,  , u,  per  mezzo  di  y^  , si  poiraniio  per  mezzo 
de'  valori  della  funzione  y deierminarc  altre  funzioni  di  u che  per  la 
loro  forma  ricevano  tanti  valori  quanti  la  y.  Si  taccia 

g = n.  -f  u,  , h = n,«.  ; 
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ciascuna  di  queste  fuin.ioiii  non  caiiihiaiido  di  valore  per  la  permuta- 
zione di  ili  c viceversa  , avranno  un  nunicro  di  valori  eguali  a 
quelli  della  y 5 c potranno  perciò  esser  ilcterininati  per  mezzo  della 

rurniola  (iG).  Di  quelle  due  funzioni  sieno  gi i ^'1  » 

Aj  . . . ; i diversi  valori  che  corrispondono  a jy,  5 J",  » • • • • j * va- 

lori delle  u saranno  dati  dalle  radici  delle  equazioni  di  secondo  grado 

— g."  +/'.  =0,  li’— gsu -I- Aj  = o,  ec. 

Era  facile  prevedere  che  i valori  u,  , u dovendo  entrar  similmente 
nella  funzione  che  serve  a determinarle  , dovevano  essere  radici  di 
un'  equazione  di  secondo  grado. 

Se  poi  i valori  della  y divenissero  eguali  a tre  a tre,  in  modo  che 
ad  un  sol  valore  della  y tre  ne  corrispondessero  della  u , ogni  terno 
di  valori  della  u i quali  dipendono  da  un  sol  valore  della  y , com- 
porrebbe le  radici  di  una  medesima  eijuazione  di  terzo  grado.  Si  pren- 
dano le  (unzioni 

g=U,  + U,  +«j,  A=  K.K.  + + li.Uj  , Z = , 

le  quali  restando  invariate  per  la  permutazione  di  tie  radici,  avranno 
lo  stesso  numero  di  valori  della  _)■  c potranno  esser  determinate  per 
mezzo  della  forinola  (ali).  Indicando  pi’r  , A^  , i valori  corri- 
spondenti ad  y^  , per  g^  , A,  , quelli  corrispondenti  ad  y^  , eo. 
le  equazioni 

“*  — gy  + — i.  = o , u’  — gy  + A,tz  — I,  = o , ec. 

daranno  i terni  di  valori  di  u corrispondenti  !ld  un  sol  valore  d’_y. 

Lo  stesso  discorso  può  agevolmente  estendersi  al  caso  in  cui  i valori 
d’_y  divenissero  eguali  a quattro  a quattro,  a 5 a 5 , ec. 

Così  prendasi  per  es.  l' equazione  (27),  e data  la  funzione _y=:.T,  +^, 
determinata  dall’  equazione  (28)  , si  cerchi  la  funzione  u — x^  — x^. 
Poiché  quesu  funzione  ha  sei  valori  , mentre  la  y ne  ha  tre , si  faccia 

gr  = «.  + iz,  , A = zz,u,. 

Sostituendo  si  ha 

g = jc.  - X,  + X,  — X,  =0  , A=  — (x,  — xj’. 

In  questo  caso  si  irattcrh  di  determinare  la  sola  funzione  A.  Operando 
come  nel  u“  653 , si  trova  = — 26  , Ir,  — — 3g  , k,—  — 77  ; indi 
A,  = 169  , A',  — — 207  ; e ilualiueute 

h = — ^07+  — 2%* 

~ 17— i6j^ -P  3_y’ 

I valori  di  A corrispondenti  ad  ^ = .y,  j v,  , y^  sono  A,  = — 1 , 
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A,  = — i6  , Aj  =: — 9 ; perciò  i valori  di  u sono  le  radici  delle  ire 
e<juazioni 

M*  — 1=0,  M*  — iG  = o , u*  — 9 = o. 

656.  Qui  fa  d’  uopo  avvenire  che  se  1’  equazione  (ig)  a causa  dei 
particolari  valori  delle  x avesse  due  radici  eguali  , per  es.  y^~y^, 
la  forinola  (u6)  non  potreblie  fornire  i valori  di  u corrispondenti  a 
questi  due  valori  di  y ; ma  i valori  u , sarebbero  radici  di  un’e- 
quazione di  secondo  grado,  l’er  tre  radici  eguali  dell'  equazione  (19)  i 
valori  di  u corrispondenti  sarebbero  dati  da  un’  equazione  di  terzo  gra- 
do ; e cos'i  di  seguito. 
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CAPO  IV. 

DI  ALCUNI  METODI  DI  ELIMINAZIONE  DIPENDENTI  DELLA  TEOEICA 
DELLE  EQUAZIONI  , E DEL  GRADO  DELl’  EQUAZIONE  FINALE. 


657.  La  teorica  delle  equazioni  offre  per  1’  eliminazione  delle  inco- 
gnite alcuni  melodi  che  se  non  hnnno  su  quello  esposto  ai  n'  27(1  e 
seguenti  il  pregio  di  una  maggior  hrevila  di  calcolo  , hanno  quello  di 
mostrare  con  piti  evidenza  come  molte  equazioni  possano  accordarsi  , 
e di  far  conoscere  il  grado  dell’ equazione  finale.  Di  questi  metodi  si 
darli  un  cenno  hievc  , perciò  che  1’  operazione  dell’  eliminazione  ese- 
guita sulle  tracce  de'  metodi  generali  , essendo  laboriosa  anzi  che  no  , 
appartiene  all'  avvedutezza  del  calcolatore  lo  scoprire  nel  caso  partico- 
lare le  vie  più  agevoli  e più  spedite  per  giungere  all’  equazione  fina- 
le ; le  quali  non  mancano  le  tante  volle  di  presentarsi  da  sé  medesime. 

Siena  fra  le  incognite  r e y le  due  eijuazioni 

A„x’'+A,x^'  + + +A,„=zo,  (1) 

+ + = o , (a) 

r una  di  grado  m , 1’  altra  di  grado  n.  Affinchc  la  prima  sia  di  grado 
m e r altra  di  grado  n , conviene  che  la  y che  trovasi  involta  ne' coef- 
ficienti in  ciascun  coefficiente  non  si  elevi  ad  un  grado  maggiore  del- 
l’ indice.  Cos'i  A„  non  conterrò  y , A ^ sarò  della  forma  a^y  + n, , ec. 

Supponiamo  che  per  queste  due  equazioni  sia  stalo  determinato  un 
valore  y—^  che  soddisfaccia  ad  amenduc.  Sostituito  questo  valore  nelle 
etjuazioui , i coefficienti  diverranno  quanlitb  note  ; e le  equazioni  per 
poter  coesistere  dovranno  esser  verificaie  da  uno  stesso  valore  e 

perciò  ammetteranno  un  divisore  comune  x — « (n°  465).  Se  dumjue  il  va- 
lore d'^  dev’ esser  determinato  in  modo  da  far  che  le  due  equazioni  acqui- 
stino un  divisore  comune  , si  potr'a  su  i due  polinomi  che  formano  ì 
primi  membri  delle  et|uazioni  (i)  e (2)  operare  come  si  fa  per  trovare  il 
massimo  comune  divisore  (n“  610).  Prolungala  convenientemente  l’opera- 
zione si  dovr'a  arrivare  a un  resto  indipendente  da  x j il  qual  resto  egua- 
gliato a zero  darò  l'equazione  finale  in  y.  L chiaro  inoltre  che  un  valore 
d’^  che  rende  nullo  quest’  ultimo  resto  sostituito  ne’divisori  precedenti, 
darà  all’  ultimo  di  quelli  che  non  si  annullano  la  proprietà  di  esser 
divisore  comune  delle  due  equazioni  date  , e somministrerà  perciò  , se- 
condo il  suo  grado,  o uno  o più  valori  della  x.  Cos't  se  y = è una 
radice  dell’  equazione  finale  , il  divisore  di  primo  grado  , purché  non 
divenga  zero  per  questo  valore  d’^,  somministrerà  per  x il  valore 
corrispondente  ad  y Se  il  divisore  di  primo  grado  diviene  zero, 

si  passerà  a quello  di  secondo  grado  , e al  valore  y = ^ corrisponde- 
ranno due  valori  d’x.  Se  anche  il  divisore  di  secondo  grado  si  riducesse 
a zero  , divenendo  divisor  comune  delle  due  ci|uazioui  date  il  divisore 
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di  terzo  grado  , al  valere  corrisponderebbero  tre  valori  d'  x.  £ 

cosi  di  scguitu. 

Se  r ultimo  resto  che  dovrebbe  contenere  la  sola  y fosse  zero  da 
sè  , r ultimo  divisore  sarebbe  divisore  comune  delle  due  equazioni  date, 
cioè  queste  eq^uazioni  conterrebbero  uu  divisore  comune  indipendeute  da 
ogni  valore  particolare  d’ x e d’^. 

Se  il  resto  indipendente  da  x tosse  una  quantità  costante  , le  equa- 
zioni date,  perciò  che  non  si  può  determinare  alcun  valore  d’^  che  loro 
faccia  acquistare  un  divisore  comune  , saranno  assurde  o incompatibili. 

a 

658.  E da  osservarsi  però  che  l’indicata  operazione  può  esser  tratta 
innanzi  o premlendo  i quozienti  interi  solo  rispetto  ad  x , o luulùpli- 
cando  i dividendi  per  que'  fattori  che  somministrano  quozienti  iuteri 
anche  rispetto  ad  y.  Ora  è impprtante  che  in  niun  quoziente  si  trovi 
y al  denominatore.  In  effetti  rappresentando  per  nn  quoziente  e per 
/?*_,  , /?*_,  , /fj.  tre  resti  successivi  , se  nell’  eguaglianza 

+ Rt 

contenesse  y al  denominatore  , quel  valore  d' y che  rende 

potreblie  render  ; e il  termine  potendo  ac- 

quistare un  valore  finito  ( n"  5^5  ) , il  sistema  che  rende  /J^  = o, 
z=z  o potrebbe  non  render  /?*_,  = o. 

E dunque  necessario  per  isfnggirc  questo  inconveniente  introdurre  nelle 
divisioni  que’  fattori  che  servono  a rendere  i quozienti  iuteri  rispetto 
ad  X e ad  y.  Ma  questi  fattori  introdotti  potrebbero  somministrare  ra - 
dici  estranee.  In  efletti  rapprcsentauilo  per  A c B i polinomi  (i)  e (a)  , 
per  Q il  quoziente,  per  R il  resto  , e per  C il  fattore  pel  quale  si  deve 
moltiplicare  A per  render  possibile  la  divisione  per  B , si  avra 

CA=qB  R. 

Or  tutti  i valori  che  rendono  /{  = o , 7?  = o soddisfanno  ancora  al 
sistema 

= o , CA  — o , 

che  si  divide  ne’  due 

B = 0 , A = 0 -,  B =zo  , C = o; 
il  secondo  de’  quali  contiene  soluzioni  estranee. 

65q.  Si  può  evitare  1'  introduzione  delle  soluzioni  estranee  col  rego- 
lare r operazione  secondo  le  norme  seguenti. 

/°  Sgomberare  le  equazioni  proposte  di  tutti  i fatturi  culmini  in  .r 
solo  o in  y solo  , che  potrebbero  contenere  ; il  che  si  ottiene  ordinando 
i polinomi  una  volta  rispetto  ad  .r  , c poi  rispetto  ad  y , e'  trovando 
nell’ uu  caso  c nell’ altro  il  fattoi'  comuue  de’ coefficienti. 
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2"  Introdurre  il  fattore  piò  semplice  che  4-enda  la  divisione  passibile. 

3"  Sopprimere  in  ogni  resto  il  fattore  in  y che  potrò  contenere,  e 
adoperare  per  ilivisore  il  resto  lil)Crato  da  questo  fattore. 

In  effetti  ritenendo  che  A c lì  rappresentino  i primi  membri  delle 
equazioni  date  liberati  da  ogni  divisore  comune  , e indicando  con 
•>  1 * quozienti  successivi  , con  le  R numerate  i 'retti 

liberi  ilal  divisore  in  y , con  le  K i fattori  in  y de'  resti  , e con  le 
C ^ , 6',  , C,  , ec.  i fattori'  piu  semplici  pe'  quali  conviene  moltipli- 
care i dividendi  per  avere  i quozienti  interi  rispetto  ad  y , e dippiìi 
supponendo  per  fissar  le  idee  che  1’  operazione  unisca  alla  quarta  divi- 
sione, si  avranno  le  seguenti  eguaglianze: 


C„A=Q^BAr  r.fl.  , 

C,B  = Q,R,  r.fl.  , 

= <?,«.  + y,R, , 

C^R^  — QiRi  + 

Or  si  vede  che  il  sistema  de’ valori  d'x  e d’jr  , che  rende 
F4  = o , = o 

renderò 

Ri  = o , R,  = o , R,=o  , 5 = 0,  yJ  = o; 
qne’  valori  che  rendono 

yi  = o,  R,z=o 

renderanno  ancora 

/?,  = 0,  5,  = 0,  B = 0 , A =:  o -, 
i valori  che  rendono 

r.  = o , 5.  = o 

renderanno 

= 0,  5 = 0,  A = 0 \ 
finalmente  ogni  sistema  di  valori  che  dò 

r.  = o , 5 = 0 

sarò  proprio  a verificare  le  due  equazioni 
5 = 0,  A = o. 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


Dunque  tuH’  i sistemi  di  valori  che  potranno  soddisfare  alle  equazioni 

32 
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proposte  saranno  dati  da'  sistemi  di  equazioni  (4) , (5)  , (6)  , (7)  ; e 
questi  sistemi  di  equazioui  notranno  esser  sostituiti  alle  equazioni  (8). 

Si  vede  inoltre  che  se  dalle  equazioni  ^3)  si  eliminano  le  /?,  si  avrh 
nn  risultamento  della  forma 


MA^NB  ^ , (9) 

il  che  fa  conoscere  che  non  vi  è alcun  sistema  di  valori  che  possa  ve- 
riGcare  le  due  equazioni  (8)  senza  che  il  valore  d'y  che  fa  ])artc  di 
questo  sistema  sia  radice  dell’  equazione 

. F.r.r,n  = o,  (.0) 

cioè  senza  che  verifichi  una  delle  equazioni 

F.  = o,  y.  = o,  r,  = o,  n = o-,  (.1) 


c siccome  tutti  i valori  che  danno  le  equazioni  (11)  sono  propri  a sod- 
disfare alle  (H)  , la  (io)  sara  1’  equazione  finale  in  y. 

Si  vede  ancora  dalla  forma  di  questa  equazione  che  il  suo  primo 
membro  si  compone  di  diversi  fattori  , cioè  quello  che  dà  le  radici 
corrispondenti  al  divisore  di  primo  grado  , quello  che  dà  le  radici  cor- 
rispondenti al  divisore  di  sccouao  grado,  ec.,  conforme  si  era  già  couchiuso 
più  sopra  (n°  65^). 

G60.  È da  osservarsi  che  s'  introdurrebbero  soluzioni  estranee  , se 
C„  , , Cj  , ec.  non  fossero  i fattori  più  semplici  che  rendono  i 

quozienti  interi  rispetto  ad  y.  Si  riconoscerà  questa  circostanza , esa- 
minando se  tra  C„  c F,  vi  è qualche  divisore  comune;  il  <[uale,  se 
si  trova  , dovrà  esser  comune  anclie  a , c si  potrà  sopprimere.  Lo 
stesso  praticando  sulle  equazioni  seguenti  , si  potranno  tutte  ridurre  a 
non  contenere  alcun  divisore  comune.  E se  fosse  già  trovata  l’.erjua- 
zione  finale  e si  volesse  liberare  da'  fattori  estranei  , chiamando  d il 
divisore  comune  tra  C e F,  , quello  tra  C,  e F, , ec. , f.irebbe 
mestieri  dividerla  per  dylyl^d-^  ; e la  vera  equazione  finale  sarebbe 


Zi.il. ii  Zi  = o. 


(12) 


C61.  La  proprietà  delle  funzioni  simmetriche  delle  radici  di  poter 
esser  espresse  razionalmente  per  mezzo  de’  coefficienti  si  può  utilmente 
applicare  per  trovar  1’  equazione  finale  risultante  dall’  eliminazione  ; e 
questo  metodo  ha  sugli  altri  una  preminenza  , in  quanto  che  olire  il 
Diodo  di  determinare  il  grado  dell’ equazione  finale,  e di  ottenerla  senza 
che  vi  sia  bisogno  di  alterar  per  nulla  le  equazioui  date  con  l' intro- 
duzione de’  fattori  estranei  , come  nel  metodo  precedente  c in  quello 
del  n°  276  è occorso  di  dover  fare. 
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Per  tale  oggetto  riprendiamo  le  r(|uazioni 

+ +^,,=ro,  (:) 

^.,x'  + A, ir-'  + Bx"-'  4-  ••....+  i?„  =t:  o , (s) 

complete  risnetto  alle  due  incognite  x ed  y.  Suppongasi  che  la  prima 

sia  stata  risoluta  rispetto  ad  .r  , e che  n,  A,  c l sicno  le  sue 

radici.  Dovendo  queste  equazioni  ammetter  per  x lo  stesso  valore  , è 
chiaro  che  i supposti  valori  a,  6,  c,  cc.  dovranno  soddisfare  all’e- 
quazioue  (a).  Perciò  si  avrà 

By  + + Ba’-'  + = o , 

B,h"  + + 2?.*-»  -j-  . . . . +/?,.  = o , 

+ . . , . ^ B^=zo,  (,5) 


B„l-  + B^l-’  + BJ."--  + + .B„  = o. 

Ciascuna  di  queste  sarò  un’  equazione  in  y di  grado  « , e ammetterà 
perciò  n valori  per  y.  Le  equazioni  (i3)  sieuo  rappresentate  couqscn- 
diosaineute  per 


le  cui  radici  sieno  in  corrispondenza  degl’  indici 

yt.i  ) yi.t  j ^'i.3  t yt.n  , 

y%.\  , yt.%  ) yt.ì  ) ......  y»., , 

J'3.1  > * > J^J-3  1 " ) (•'j) 


^'«.1 3 3 y«.3  3 

È chiaro  che  se  quelle  della  prima  linea  orizzontale  appartenenti  ol- 
r equazione  Pj  = o si  sostituissero  nell’  equazione 

X = a , 

si  avrebbe  la  serie  de’ valori  d’ a;  corrispondenti  a quelli  d’jr , la  quale 
può  essere  rappresentata  per 

^i.f  3 iTi.a  3 X1.33  ••»•••  3 

e quindi  le  coppie  di  valori 
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arrebbcro  la  proprieth  di  render  ntiiU  i primi  membri  delle  eqiiaùoni 
(i)  e (a).  Pariinenle  quelli  della  seconda  linea  dovrebbero  esser  so- 
stituiti nell’  equazione 

X = b \ 


e cosi  per  gli  altri. 

Or  tutte  le  radici  contenute  nel  quadro  (i4)  appartenendo  eviden- 
temente all’  equazione  finale  , si  vede  che  questa  equazione  sarli  pre- 
cisamente il  prodotto  de’ primi  membri  delle  (i3)  , cioè 

r,Y,Y, F„  = o. 

Questo  prodotto  restando  invariato  per  le  permutazioni  delle  lettere 
a,  b , c A,  l , sark  una  funzione  simmetrica  di  queste  radi- 

ci, e potrk  esser  espresso  razionalmente  per  mezzo  de’cocdlcienti  delle 
equazioni  (i)  e (a).  Questa  proprielk  è quella  che  permette  di  trovar 

l’equazione  anale  senza  conoscer  le  radici  a,  b ^ c A,  /;  perciò 

che  basta  sostituire  in  una  delle  equazioni  in  vece  d’  x le  lettere  a , 

A , c di  numero  eguale  al  grado  dell’  altra  cvjuazione  , fare  il 

prodotto  de’  polinomi  che  ne  risultano  , e da  queste  eliminare  le  a , 
o , c . . . . per  mezzo  delle  proprietk  delle  funzioni  simmetriche. 


66a.  Allorché  le  equazioni  (i)  e (a)  sono  complete,  ciascuna  delle 

Ìi3)  essendo  di  grado  n rispetto  ad  y ammetterà  n radici  ; e perciò 
’ equazione  finale  dovendo  contenere  tutte  le  radici  racchiuse  nel  qua- 
dro (i4)  Sara  di  grado  mn.  A questa  conclusione  può  arrivarsi  ancora 
osservando  che  un  termine  qualunque  risultante  dal  prodotto  delle  (t 3) 
sark  della  forma 

b"-p‘Bf-cr-e" 

ovvero 

BfBfBjf X a’^b^rc^-p" 

Dovendo  esser  simmetrica  la  funzione , tutti  i termini  della  forma 
a’^b^p'c’^' . . . . che  si  possono  formare  con  le  lettere  a,  A,  c.  . . . 

k,  l avranno  lo  stesso  coefficiente  ; perciò,  seguendo 

la  notazione  del  n”  6ai  , vi  sark  la  funzione 


BpBf' Bf- ....  X A"  ].  ( 1 5) 


Ora  il  grado  d’^  ne’  coefficienti  delle  equazioni  date  non  essendo  mag- 
giore dell’  indice , l’ esponente  più  grande  ài y contenuto  in  BpBp’ Bf~... . 
è />+/;'  +^'. .. . ; clippiù  il  grado  d’^  nella  funzione 

] 

non  può  esser  maggiore  di  mn  — {,)>  -}r  p'  ('>”  fiaa)  j perciò 

il  grado  a cui  può  elevarsi  y nella  funzione  (i5)  c al  più  mn. 
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663.  E da  osservarsi  che  se  iti  voce  di  supporre  risoluta  l'equazione 
(i)  si  supponesse  risoluta  la  (a)  , e le  radici  di  questa  rappresentale 
I>er  » , /3  , r ....  X si  sostituissero  nella  (i),  ite  risulterebbero  n equa- 
zioni iu  y che  avrebbero  le  stesse  rullici  cuiileiiute  nel  quadro  (l4))  e 
apparterrebbero  ad  una  stessa  etiuuzioue  <{uelle  corrispoudeuti  alle  li- 
nee verticali. 

664.  Consideriamo  ora  tre  e<]uazioiii  complete  fra  le  Ire  incognite 
ai  , jr  , 2 , le  quali  sieiio  rappresentate  per 

M=o,  iV=o,  P=o;  (16) 

essendo  la  prima  di  grado  in  , la  seconda  di  grado  n , la  terza  di 
grado  y<-  Si  potrà  col  metorlo  precedente  eliminare  la  x dalle  due  pri- 
me , in  guisa  che  suppusto  che  a , ò , c.  ...  k , l sieno  gli  in  valori 
d’  X che  soddislaiio  aire([uaziouc  e rappresenlando  per  iV,  = o, 

— o , N^  — o.  . . • iV„  = o ciò  che  diviene  l'eij nazione  N = Oj  allor- 
ché per  X si  mettono  i valori  suddetti  , ne  risulterà  tra  ^ e z l'equa- 
zioiie 

iV.iV.iV, N„=o, 

che  salii  di  grado  mn.  Si  otterrebbero  tutti  i sistemi  di  valori  d’ x e 
d'y  che  possono  soldisfare  alle  cijuazioni  date,  mcdiunlc  i sistemi  di 
e<luazioni 

= o r = o » -^5  = 0 » I 

X — u , xrrzA,  x zzz  c xz=/j 

Messi  gli  mn  sistemi  di  valori  d’ .t  c d’^  nell’ equazione  P = o',  ne 
risulteranno  iim  equazioni  di  grado  p , che  |k>$souo  rappresentarsi  |ier 

= o , P^  = o , Pi=:o, = o 5 

c r eipiuziiiiie  liliale  in  z sarà 

P,P,P> = (17) 

la  quale  essendo  composta  di  ma  fatturi  [lolinoini  , ciascuno  di  grado 
p , SI  eleverà  al  grado  innp. 

È facile  con  un  procedimento  simile  dimostrare  che  per  quattro  o 
più  equazioni  il  grado  dell'  eqii.azioiie  hnale  non  può  eccedere  il  pro- 
dotto de'  numeri  che  rappresentano  i gradi  delle  equazioni  date. 

6(j5.  Per  trovare  nel  caso  di  tre  equazioni  1' equazione  finale  in  : , 
senza  conoscer  le  radici  delle  due  prime  equazioni  , si  siipporr'a  che 
rt  , n'  ; A , A'  ; c , c'  ; ec.  sieno  i sistemi  di  valori  propri  a verili- 
ratre  le  npiazioni  date,  di  numero  eguale  ad  mn -,  si  sostituiranno  que- 
sti nella  terza  equazione  c si  avranno  mn  poliuoinì  iu  : , rapnresen- 
tati  da  P,  , P,  , Pi  ••  • • P„„)  c il  prodotto  che  rapi>rcscnU  l’equa- 
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zione  finale  sarh  nn  polinomio  in  z che  avrh  la  propricth  di  rimanere 
invariato  allorché  si  cambia  una  coppia  a , a'  in  un’  altra  l>  , b'.  Ora 
dico  che  anche  le  funzioni  simmetriche  di  questa  specie  possono  essere 
espresse  razionalmente  per  mezzo  de'  coefficienti  delle  equazioni  date. 
A,  (ale  oggetto  si  faccia 


t = X + dy 

essendo  6 un  coefficiente  indeterminato.  Si  sostituisca  il  valore  di 
X = / — #y  nelle  equazioni  M =.  o , N =z  o -,  si  avranno  due  altre 
equazioni  dello  stesso  grado  tra  ( , y , z.  Da  queste  eliminando  y si 
avi'h  un’ e(]uazione  di  grado  mn  in  t che  potrà  essere  rappresentata  per 

+ + = o (i8) 

nella  quale  ’ coefficienti  C, , G,  , ec.  contengono  z , Tindeterminata  # 
c i ccdiicieuti  delle  erjuazioni  = o , N = o.  Le  radici  della  (i8) 
saranno 

a *I-  óa'  , b •{•  tb'  , c .J-  Cc*  , ec. 

e la  funzione  + Oa')  , cioè  la  somma  delle  potenze  r.""*  di  qiie- 

s^;  ra.-ìioi  . può  essere  espressa  razioualnicnie  pe.'  mezzo  ile’  cosllicienli 
G,  , G,  , G,  , ec.  Ora  sviluppando  la  funzione  + cioè  la 

somma 

(a  + da'y  + (ò  + ei'y  + (c  + ùc'Y  + ec., 

s sviluppando  pure  il  valore  di  questa  l'nnzionc  espresso  jn’r  le  G , 
si  avrà  un  identità  , la  quale  deve  verificarsi  indipenilentemenie  da 
alcun  valore  di  6.  l’arngonaudo  perciò  i coellicicnti  delle  iredesinie 
|>oleuzc  di  è , si  avranno  i valori  delle  funzioni  simmetriche  della  forma 

a a'''  -f-  b'^b'''  4*  ec. 

Moltiplicando  questa  funzione  per  1’  altra 

a a''  -{-  b'b'‘’  -f-  ec. 

si  potrà  , come  nel  n°  6ai  , dedurre  il  valore  della  liinzioue 
aa!'  h'b'‘‘  4-  aa!‘  b'b''  4-  ec.  \ 

« cosi  delle  altre. 

Ma  queste  funzioni  sono  appunto  quelle  che  entrano  nell’  cr|uazioiie 
(17)  ; perciò  questa  potrà  essere  espressa  per  mezzo  de’toellieienli  delle 
cquazioui  date. 

GGG.  Se  si  avessero  fra  le  incognite  x , y , z , n le  quattro  eijna- 
zioiii 

~ o j i\T“o,  1‘  ~ o , ~ o j 
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i^cui  gradi  rispettivi  fossero  m , n , /j  , <j , si  supporrebbe  che  a,  o', 
“ r ^ ^ ' 5 • sistemi  di  valori  propri  a 

soduisfare  u f|ueslc  equazioni  e dedoiii  dalle  prime  tre  5 messi  questi 
sistemi  di  valori  nella  Q ^ o , ne  risultano  mnp  equazioni  in  u die 
possono  essere  rappresentale  per 

<?.  = o 5 (?.  = o , <?$  = “ - O ; 

o l’ equazione  fìnalc  io  u sara 

Q„.^  — o,  (19) 

la  quale  avrà  la  proprietà  di  rimaner  invariata  allorché  si  cambia  l’uno 
nell’ altro  un  gruppo  di  valori  et  , a'  , a"  in  un  altro  h -,  U ^ b". 

Per  esprimere  le  funzioni  simmi  tricìie  di  questi  gruppi  di  tre  lettere 
per  Olezzo  de’ coefficienti  delle  equazioni  AJz=o  , A' = o , P=o,ec. 
si  farà 


t=zx  +6y  + fi, 

in  cni  0 e p son  coefQcienti  indeterminati. 

Kliminando  x , y , z tra  questa  equazione  e le  tre  prime 
N=o,  P =r  o , ne  risulterà  un' c<|uazione  in  l di  grado  mnp  , la 
<|uule,  fatto  per  brevità  mnp  = «,  potrà  essere  rappresentata  da 

r"  + G,<“—  + + + = o.  (ao) 

Onesta  equazione  avrà  per  radici  le  funzioni 

a + n'0  + a'^p  , A + ù'ò  lt'’p  , c c'9  + c''p  , ec. 

c quindi  la  funzione  + n'O+n^V)  pnn  essere  espressa  razionalmente 
per  mezzo  de’  coefficienti  della  (20).  Se  dunque  si  sviluppano  le  po- 
tenze coiiteiiuie  nella  somma  S^(a  -J-  a'O  + ei"p  ) e si  sviluppa  pure 
il  suo  valore  , si  avranno  due  espressioni  identielie.  1£  paragonando  i 
leriniiii  che  contengono  la  stessa  potenza  c lo  stesso  prodotto  delle  iu- 
deleriniuate  6 e p , si  otterranno  le  funzioni  siiniuetriclie  della  (orma 

S[aW''n"']. 

Moltiplicando  due  funzioni  di  questa  forma  si  otterranno  quelle  della 
forma 

A' 

e cosi  per  le  altre.  Dunque  potranno  ottenersi  i valori  delle  funzioni 
siinmelriche  conlcimle  nell’ equazione  finale  (tf))  , la  quale  perciò  po- 
tià  esprimersi  ruziunalmciile  per  mezzo  de'  coellicieiiti  delle  equazioni 
date. 

Ikh,  Rivolgendo  un  poco  I'  atleiizione  su  la  composizione  di  queste 
funzioni  j e usservaiulo  clic  uè' cocllieienli  deH'equazioue  (ao)  rincuguila 
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u non  può' elevarsi  ad  un  grado  maggiore  dell’ indice  , e che  (a  fun- 
zione »y,[n  -4-  a'd  + , essendo  rsprcssa  per  mezzo  de’eoellicienli  della 

(30)  come  la  funzione  del  n"  631  . non  può  conlencre  u ad  un  grado 
maggiore  di  r , si  vedrò  faciltneulc  che  nelle  funzioni  elle  risultano 
dal  prodotto  delle  Q,  , Q,  j ^51  dalle  quali  si  compone  la  (19), 
il  grado  della  u,  dovendo  essere  al  più  eguale  al  grado  della  finizione 
e alla  somma  degl’  indici  del  coenicientc,  non  potrà  esser  maggiore  di 
*'9  , ossia  di  mnpq. 

Estendendo  questo  ragionamento  a un  maggior  numero  di  equazioni , 
o pure  seguendo  il  metodo  del  n°  661  si  può  stabilire  il  seguente 
Teorema,  Il  grado  dell'equazione  (Inale  risultante  dall' eliminazione 
delle  incognite  tra  un  numero  qualunque  di  equazioni  contenenti  uu 
egiial  numero  d' incognite  non  può  esser  maggiore  del  prodotto  de'nu- 
meri  che  indicano  i gradi  delle  equazioni  date. 
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CAPO  IV. 


TBàSFonHAziOHi  relative  alle  funzioni  irrazionali,  risoluzione 

DELLE  EA2UAZIONI  DI  TERZO  E QUARTO  GRADO. 

ART.  I. 


Trasformazione  della  funzione  ^ 


GlW.  L’espressione  (n  + yz»)",  che  esprime  in  generale  I.t  raciice 
fli  un' equazione  triiiomia  3j'>),  sviluppala  con  la  ruriiiula  del  hi- 
iiuniio  da  " 


(n±Vi)’  = 

I ^ 

I Vb  1 I — m b , I I — m'  i — ■un  b^b  I 

a Ji±-.  -+— • •— ±-' ^ . --5—  +ec  J.  (1) 

^ m a in  firn  a in  7,m  Sni  ir  J 

Da  questa  risulln  - 

L L l f 

(«  + V^)’+  («  — V*/  = I I + - -,  +ee.|  • (2) 

^ m 'Jin  a I ' ' 

l'acen<lo_  ()er  brevila 

a + \b  = . -1  , a — \Ì  = li 
si  polrìi  , stante  la  forma  del  secondo  membro  della  (2)  , faic 

Sd  + VB  = auVF,  (3) 


essendo  neh  (|uantita  razionali.  Ossi-rvaiido  che  — A, 

dalla  (4)  si  oltume  facilmenle 

m _ • 

«I  __  •» « _ . /ff  * — A • 

ii/A  — ■^B  = -iy/h  . (0 


L’  espressione  f u'  — y —p — J ilev  esser  necessarianieiite  una 
lita  irrazionale.  In  ellelti  , se  è possibile  , si  metta  eguale  alla  q 


una  quan- 
luantila 
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+‘^B  = u , \A—\B  = 7.\k.v 

da  cui  risulterebbe 


e<]uazioiii  impossibili , perchè  i primi  membri  sono  (pianlità  irrazionali,  e 


i secondi  sono  quantità  razionali.  Fatto 
ottiene 


dunque  ii’ — 


1 * 

(a  + VM"  = *“  («  + VO  , {a-\~bf  = k\u  (5) 


Per  conseguenza  il  radicale  (o  + ■yZt  )"  potrà  esprimersi  sotto  forma  (ì- 
uita  , se  sarà  possibile  determinare  per  k,  u^v  valori  razionali. 


6Bq.  Qualunque  delle  equazioni  (6)  si  elevi  alla  potenza  rgii.a- 

gliando  le  quantità  razionali  fra  loro  e le  irrazionali  fra  loro  (n"  'z4>)) 
si  ottiene  egualmente 


a—k(^u  + m. m. . — y-  u“-*v'  +ec.),(6) 

a a 3 4 


\b  = k + m . . — - — + ec.)  'V^'r  (?) 


dalle  (piali  si  possono  ricavare  i valori  di  u e di  v.  In  voce  di  ser- 
virsi delrcipiazione  (b)  che  renderebbe  l' cliiuiuuziouc  complica  ta  si  può 
far  uso  dell’altra 


u* 


che  risulta  moltiplicando  fra  loro  i membri  corrispondenti  delle  (5). 
Da  questa  si  ricava 


Messo  ipiesto  valore  nella  (7)  si  ha  un’ e<|uazionc  che  serve  |ici  de  tot - 
luinaie  u.  Resta  la  k iiidetcnuinata.  Si  riiletta  pelò  che  per  [>Oter  dare 
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al r espressione  daUi  la  trasformazione  indicata  conviene  in  primo  luogo 


che 


Va*  If 

— sia  razionale.  Essendo  k indeterminata  , si  potrà  deter- 
are  in  m 

sempre  ottenersi  facendo 


minare  in  modo  che  — sia  una  potenza  del  grado  m ; il  che  può 

k' 


perchè  allora  si  ha 


k = {a'  — b )*■*' , 


(9) 


V“-^ 


— b 


potendosi  iiidiirereiilcmciite  adollare  il  segno  + o il  — . Prima  di  ri- 
correre a questo  valore  di  Ir  , conviene  icnlare  se  ve  ne  sia  qualche 
altro  più  pìccolo  che  possa  soddisfare  alla  stessa  condizione.  Chiamando 
c il  valore  di  cpiesto  radicale  si  ha 

V u'  — c.  (lo) 

Messo  questo  valore  nella  (7),  si  ha  un’equazione  in  « di  grado  in 
composta  di  un  numero  fìnilo  di  termini.'  E 1’ espressione  proposta  ac- 

m _ 

- quisterà  la  forma  V^(“  + V*')  *e  questa  ecpiazione  ammette  perii  una 
r.adice  razionale  \ in  caso  contrario  la  trasfuriiiazioue  proposta  è iinpos- 
sihile. 


670.  Se  fosse  m = , sarebbe  più  semplice  mcllero 

t t 

(a  =:k'\^/ù  + ^/^J), 

perchè  allora  le  equazioni  (7)  e (ii)  divengono 


(") 


•xn — 1 


-... — an — 1 xn — 2 an — 3 

a =■  k (u  + an. M"-'n-|-a« . — - — iz’'-'o’ -t-cc.)  fri) 

I 234  \ / 


— Il  ~ " 


vvcro  =z  « — c. 


(.3) 


Messo  questo  valore  di  v nella  (i3)  si  ha  per  delenninare  « un’ equa- 
zione di  grado  n — — m. 


G71.  Nel  caso  in  cui  n = 1 , le  equazioni  (i3)  e (14  ) ilivengono 


H = A'  ( « + V ) , i> 
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Non  polendo  k servire  a render  ragionale  V«’  —ò  , si  potrà  lare 
Jlr  = 1 , e si  avrà 


d’ onde 


c infìiic 


a = u + o , Vn*  — A = « — V , 


u=  ^ (rt  + V«*  — i)  , o = - (a  — V«’  — ^), 


— ) ±(  — , — ■)  • 

Questa  traslormaiione  alla  ipi.ile  si  pci  venne  per  altra  via  nel  u“  2S2 
non  avrcbb(!  ninna  milita  se  Y«*  — b non  Tosse  una  (luaiuiù  laxio- 
iiale. 

(Ì7a.  Ecco  alcuni  esempi  per  applicazione. 

I.  Sia  (H  + aVi^)  ’ ; « = 8j*  = ^o»  V“*  — *1'"'“*“ 

(»  + aVT5)‘  = + V3.  ' ■ j 

- * , a »,  /■ 

II.  Sia  ( 8 + 4Và  ) i "*=3 , 0=3 , 6=80,  \j  -j^—  \ 

Preso  * = -si  avr'a  e = o’  + 4 > '*  valore  messo  nella  (7)  -lata 

^-3k  = 4-  Questa  e»inaiione  è soddisfatta  per  u=i  j onde  v = 5,  e 

- 1 1 4-  V 5 

(H  + 4V5)  =-3->  . 

Va  ‘ 

I 

III  Sia  ( i4  + )*  i sar'a  ;i  = 2 , o = i4  j ^ = •')'•'  > 

4 - — 4 _ 

>^“-‘^^=>yi=>y^-.  Fatto  fc=i,  si  h.  v = «-»,er.-.|u..- 
lione  (7)  diverrà  u'  — 2u  = 3.  Da  nuesla  si  ottiene  tiz=  'i  ,e  ipiiudi 

c=  I.  Perciò  (!4  + V3)  = y 

Va 

IV.  Sia  ( ir)  + 1 lyd)*  •,  .Sara  ni  = 5 , o = 19  , A = 363  , 
e <[uindi  it‘  + '.*•  Messo  (juesto  valore  1 elr’  equazione  (^7)  01- 
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lieiie  4“*  + *0“'  + 5u  — 19  = 0 -,  la  quale  equazione  c soddisfatta 

_ 7 I 4.  Y3 

per  u = 1 ; quindi  p =:  3 , e ( 19  + 1 1 V3)  = — T~~ 

V/t  • 

673.  Nel  modo  stesso  dovrebbe  operarsi  se  si  trattasse  dell’  espres- 
sione iinm.igiiiarìa  (n  + — • )"•  osservando  che  nella  somma 

I I 

(o  + iV — •)"+("  — — ' )"  qualunque  sia  responeiilo  i termini 

affetti  dal  simbolo  immagiiini  io  hanno  sempre  segno  diverso  e si  distrug- 
gono , si  putrii  fare 

« t 

(o + iv— o’-Ka + iy— I )”=  2«v*,  (i4) 

dalla  quale  si  ricava 

, , m 

{a  +iy—  1)"— fa  — iV—  1)'=  t\k.(u'  - - ) (*5) 


Se  si  mettesse  it* 


qunniitii  positiva  , si  avrcblic 


(a  + //y—  1)  =k  (u  + (-),  (a— iV  — 0 =*  (“  — »')> 

eguaglianze  assurde  , perchè  i secondi  membri  sono  quanlitù  reali.  Fatto 

m 

perciò  u*  — = — e*  , si  avrb 

* — * * 

(a  + ^V — 1)  =At(«+i>V— 1),  (a  — — 1)  = /r  (it  — «>y — 1 ). 


Questo  risultainenlo  conferma  che  1’ espressione  (a+iY' — i)  non  può 
aver  altra  forma  che  quella  assegn.-ita  alle  espressioni  immaginarie 

( 11°  555  ). 

Per  determinare  u e p si  procederli  come  nel  n"  prec. 

Sia  per  es.  (2  + 1 1 V — * )'  > mz=3,  a=a,  6=11, 

. Essendo  ia5  un  cubo  perfetto  , si  può  pren- 
der Jt  = i e si  ha  p’  5 — 11’ , e siccome  — 3i/p*  , si  ha 


I 
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— i5u  — 2 = 0 , equazione  soddisfalla  per  « = 2 

Quindi  (2+1  ly—  I ) = 2 + V — I- 
Nel  mollo  stesso  si  Iroverebbe 


da  cui  e = I . 


V/  + V-i  = 


l'isultamenli  conformi  a quelli  ollenuli  nel  n°  24^j  3 . Da  queste  egua- 
glianze si  ricava 


\/+V— » + \/— V-»  = V^- 

Gy3.  Quando  1’  esponente  m è una  potenza  di  a , 1’  espressione 

si  può  trasformare  senza  efieltuare  il  calcolo  indicalo. 
Sia 

t i 

(a  + ^y—  1)*  + {a  — b^ — I )‘  = 2w. 

Elevando  a quadralo  , ed  estraendo  di  nuovo  la  radice  si  ha 


•jM=(2o +'2ya*  + i*)  . 

Nel  modo  slesso  si  ricava 


(,G) 


2t>  = ( — la  + 2y«’  q.  ò*  ) ; 


C‘7) 


e quindi 


(a  +ÒV“)'=  ^ (.8) 


/n  + V«  +i'\*  / 

(«-‘V-0-=(  ---)-( 


) V— 1.(19) 


Fa  d'  uopo  avvenire  che  queste  formole  non  possono  aver  luogo  se 
a non  è una  quanlila  positiva.  Infalli  , scrino  — a in  vece  di  n , c 

poi  fallo  ò = o,  la  formol.i  (20)  darebbe  y — a — — Va  V — i.  Si  evita 
ogni  equivoco  facendo 

I 1 

(_a  + iy— 1)*  = (a  — òy-  O’y—'  ) 


secondo  fu  altrove  avverlilo  (n"  353). 
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Sia  in  secondo  luogo 


C 5ii  ) 


(a  + jy — >)*+('*  — ^'V~  * )*  = ; 

elevando  a quadrato  si  ottiene 

I I I 

(a  + iy—  !)■+(«  — ìY— i)'  + a(rt’  + b'Y  = 4«’  ; 
e poiché 

I I > 

(«  + + (a  — Ay  — 1 )’=  {la  + 7.Va*  + *’)■  , 

fatto  per  brevità 

si  ottiene 


, d’  onde  „ = ^ n'  + . 


Similmente  si  trova 


_ a'  +ya’  + iy 


-e 


e quindi 


(,,  ± l^/::r7;■=  (lL±^^L±ty+  (-rii:+ y«_L+i:)V— 

Cosi  si  proseguirebbe  pe’  radicali  di  grado  più  elevato. 


ART.  II. 

Eliminazione  de’  radicali  dalle  equazioni. 


674.  Un’  equazione  che  contiene  un  solo  radicale,  si  può 
render  razionale  , lasciando  isolalo  in  un  membro  il  radica- 
le , ed  elevando  i due  membri  dell’  equazione  alla  potenza 
del  radicale.  Così  se  si  ha  1’  ct]uazionc  a;* — y/a  = 6 , si  ot- 
terrà subito 

a = (*'  — l>y  ) d’  on^e  a-'*  — aAx’  — a + i’  = o. 
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Se  r equazione  contenesse  più  radicali  tutti  dello  stesso  in- 
dice, si  perverrebbe  a renderla  razionale  replicando  più 
volte  r operazione  indicata.  Così  avendo  1’  equazione 

— a—\Jb  — X,  si  avrii  prima  y'ar — \Jb=.a  — ar,  e poi 
x-f-A — a\/6x=:(« — x)^  e da  questa  (x-f-A) — («— x)’=ray^Ax  ; 
e infine  4^x=(x  + by  — a(ar-f-  A)(a — a:)’-|-  (a  — x)\ 

GtS.  Quando  però  nell’  equazione  si  contengono  molli  ra- 
dicali d’indice  diverso,  converrà  metter  ciascun  radicale  eguale 
ad  una  nuova  incognita.  Le  equazioni  ebe  ne  risultano  con- 
tenendo un  solo  radicale , possono  esser  rese  immediatamente 
razionali , l’ equazione  data  con  la  introduzione  di  queste  nuove 
incognite  in  luogo  de’  radicali , diventerà  aneli’  essa  raziona- 
le ; c si  avranno  così  tante  equazioni  razionali  quante  sono 
le  incognite.  Eliminando  tutte  le  incognite  introdotte,  l’ equa- 
zione finale  sarà  precisamente  1’  equazione  proposta  resa  ra- 
zionale. 

Sia  per  es.  1’  equazione 

— 3 — 

é = x — \a. 

— ’ — 

Fatto  |/x=y  , ^a  = Zf  si  avranno  le  tre  equazioni 

y — 6=x— z,y*=x,  s*  = a. 

Sostituito  nella  terza  il  valore  di  z ricavalo  dalla  prima  si  ha 
(x-j-6 — jr)*=a,  ovvero 

(x  + 3(x  + b)y  + 3{x+  b)y^  ; 

messo  X in  vece  di  ed  xj'  in  vece  di  y^ , si  ottiene 

i(~x  + by  — x ' 


c infine 

Ax  + by  + 3x(x  4-  — g>. 

*■“(  3{x  + by  — x )' 

676  È da  osservarsi  che  per  eliminare  i radicali,  convenendo  d’in- 
irodurrc  nell’  e<iu.iiione  le  loro  potenze  , nell’  e<iu;izione  razionale  ri- 
sultante dall’eliminazione  dovranno  ueccssariainenu;  esser  comprese  tutte 
le  determinazioni  di  cui  questi  radicali  son  suscettibili.  Quindi  se  1 e- 
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quazione  data  si  mene  sotto  la  forma 

U = o,  (i) 

e poi  si  sostituiscono  successivamente  tutti  i valori  de’radicali,  si  avranno 
tante  equazioni  quanti  sono  questi  valori,  combinati  di  tutte  le  maniere 
possibili.  £ r ecpiazione  filiale  che  più  non  contiene  radicali , apparte- 
nendo egualmente  a ciascuna  delle  suddette  equazioni,  deve  necessaria- 
mente risultare  dal  prodotto  di  tutte.  Così  chiamando 

V.,  u,, U,  (a) 

i diversi  valori  che  riceve  la  funzione  V , allorché  in  essa  si  combi- 
nano di  tutte  le  maniere  possibili  i valori  multiplici  de' radicali,  l'o- 
quazione  senza  radicali  dovrà  necessariamente  risultare  dal  prodotto 

&,  = o.  (3) 

In  effetti , supposto  che  nella  funzione  V si  contenga  il  solo  radicale 

m . , 

•ya  , sieno  * , j3  , y , cc.  i diversi  valori  di  Vi  ^ la  funzione  (3)  in 
questo  caso  diverrà 

U.U,U, U„  = o.  (4) 

È chiaro  che  la  (4)  sara  una  funzione  simmetrica  delle  y,  ec., 

c Sara  determinabile  per  mezzo  de’  coefficienti. 

Or  tutti  i radicali  che  potrebbero  trovarsi  nella  funzione  (4)  non  sono 

m 

evidentemente  che  le  successive  potenze  di  Va;  ed  è pure  evidente  clic 

m 

non  può  aver  per  coefficiente  che  una  funzione  simmetrica  delle 

m 

« , jS , y , ec.  di  primo  grado  , Yfi’  una  funzione  di  secondo  grado 

delle  stesse  » , j3  , y , ec.;  e in  generale  per  la  potenza  ya‘  il  grado 
della  funzione  simmetrica  delle  * , , y , ec.  clic  le  serve  di  eoefli- 

cicntesara  uguale  all  esponente  di  a.  Ma  per  le  proprietà  delle  radici  del- 
r unita  si  ha  iS’,=:o,  S^z=o,  iS’j  = o,. ..  m (n“  619),  dunque 

non  solo  scompariranno  tutti  i radicali  fino  a Ya*-‘  , ma  pure  le  a 

, y , ec.,  perchè  il  coefficiente  di  Yu^j^ioc  di  a,  si  riduce  necessaria- 
niente  a un  multiplo  di  ut. 


rn 

r equazione  che  risulta  dopo  l’eliminazione  di  ya.  Se  in  questa  si  con- 
tiene il  radicale  yii  , si  potia  con  lo  slesso  metodo  eliminare  ; e cosi 
di  seguito.  Si  vi^Je  laeilmeiile  che  queste  successive  eliminazioni  equi- 
valgono ad  uii’ njH.'razioiie  sola  induata  dal  proilollo  (.1). 

55 
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Riprcodendo  1'  esempio  del  n"  668,  per  eliminare  si 
dotto 

ì . ) 

(v*  — A"— a:  + V“)  ( — V*  — A— .T  + Yo), 

e si  avrk 

» 

(A  + X — Y“)**“®—  o- 

5 

Poi  si  eliminerH  Y®  coll’ efiettuare  il  prodotto 

[ (A+ar— Yfl)*  — ar][(A  + a?  — «Y")‘  — *][(*  + ^ — «’Y'*)'  — 
ebe  darb 

[(A  + *)’—  <*]* — 3ar(A4"  ar)[(A+  ar)’  + 2a]  + 3x*(A  +a-)*— a^’  = o ; 

il  qnal  risnltamento  è identico  con  quello  gilt  ottenuto  per  altra  via. 

677.  Data  dunque  una  funzione  irrazionale,  si  pu^  per  questo  mezzo 
trovare  l’ equazione  da  cui  questa  funzione  dipende  e cosi  pure  si  può 
trovar  1’  equazione  che  abbia  per  radici  tulli  i valori  che  può  assumere 
un’espressione  irrazionale  data. 

Consideriamo  per  es.  1’  espressione 

* = Y^  + Y^.  (4) 

3_  J _ 

Mettendo  per  brovitb  x — \B^u , si  eliminerà  \ A facendo  il  pro- 
dotto 

(u  — Y-^)(“  — »V^)(“~*’V^)  ) 

ed  eguagliando  a zero  e rimettendo  per  u il  suo  valore  si  ha 
( X — yB  y — A — O 

ovvero 

x^  — A — B — 3xyB{x  — yB).  (5) 

In  seguito,  fatto  per  brevità  x^—A—Bzxzcy  si  dovrà  fare  il  pro- 
dotto 

[v—  3x\  B{x  — Y^)  ] [v — 3axY  B (x — »Y^)  J [*'  — 3»  'y/B{x — »’  Y ^)  ] > 
e si  avrà 

v'  -J-  27x'^.e  — ^"jT’'B{r^  — li). 
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Rimettendo  per  v il  suo  valore  , e facendo  le  riduzioni , si  avrh 

(x*  — A — 5)* — 37^5®*  = 0,  (6) 

che  à r equazione  dimandata. 

678.  Si  poteva  giunger  più  brevemente  a questo  risultamento  , fa- 
cendo uso  del  metodo  del  n°  6^4  c con  un'  avvertenza  che  bisogna  te- 
ner presente  per  valersene  alle  occasioni.  Elevando  a terza  potenza  i 
due  membri  dell’  equazione  (4)  , si  ha 

x'-A  — B = Z\1b{SA  + V^). 

Se  nel  secondo  membro  si  mette  x in  vece  della  quantitk  chiusa  tra  pa- 
rentesi , e poi  si  eleva  a cubo  ciascun  membro , si  ottiene  immedia- 
tamente r equazione  (6). 

679.  Finalmente  se  si  volesse  procedere  col  metodo  di  eliminazione, 

bisognerebbe  fare  \A  =y  , y/B  = 2 , ed  eliminare  ^ e a fra  le  equa- 
zioni 

= ^ ) s^  = B. 

680.  L'  equazione  (5)  c di  nono  grado  ; e in  generale  se  si  ha 

x = \A,  +yA,  +^A,  + ....  (7) 

il  grado  dell’  equazione  c precisamente  n”'  (n°  101). 

GBi . Trattandosi  di  comporre  un’equazione  che  abbi.-i  una  radice  di 
una  data  forma  , si  può  abbassare  il  grado  dell'  equazione  finale  as- 
soggettando i radicali  a qualche  condizione  che  restringa  il  numero 
delle  combinazioni  fra  i loro  diversi  valori.  Ritornando  all’ equazione 
(5),  si  vede  chiaramente  che  quella  risulta  , eguagliando  a zero  il  pro- 
dotto de’  tre  fattori  seguenti  : 

af  ' — A—B — 3xY A B,  x^—A—B — Zxx\AB,  x'‘—A — B — Zn'xy/AB. 


Or  se  \AB  fosse  razionale,  il  primo  fattore  eguagliato  a zero  darebbe 
1’  equazione  razionale 

x’  — Sx^A  D — A — B — o (9) 

che  ha  per  radici  alcuni  solamente  de’  valori  di  cui  c suscettibile  1’  c- 
sprcssione  (4)-  Questi  valori  debbono  esser  tali  che  le  due  parti  di  cui 
si  compone  la  radico  , moltiplicale  Ira  loro , diano  per  prodotto  la 
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s 

quantità  razionale  \ÀB  ] c perciò  1’ equazione  (9)  avrà  per  radici 

x=s\A  + \B  , X = *V^  +»*VJ5  , x=zx'\A  + x\B.  (io) 

Siccome  la  seconda  delle  espressioni  (8)  si  ottiene  dalla  prima  scri- 
vendo XX  in  vece  d’  i , e la  terza  scrivendo  in  vece  d’x  , le  ra- 
dici relative  alle  equazioni 

<c*  — Zxx^ j4B  — A — i?  = o , x''  — Zx‘.r^ AB  — A — B — o 
si  ottengono  moltiplicando  i valori  (10)  rispcliivamcnle  per  * c per 
683.  So  si  prendo  in  generale  1'  espressione 


x = yA+\B,  (il) 

e si  assoggettano  i radicali  alla  stessa  condizione  precedente , cioè  che 
*1  -- 

^ AB  sia  quantità  razionale  , l’equazione  razionale  clic  lia  per  radice 
r espressione  (11)  , nella  quale  le  due  parli  debbono  esser  tali  che  nel 

N — 

loro  prodotto  diano  AB  , sarà  di  grado  n.  Questa  equazione  si  oi- 

n R 

tiene  dalla  formola  (7)  del  n“  tsa  , facendo  a'xz.yjA  , h-=.yjB  , e 
scrivendo  x in  luogo  di  a , n in  vece  di  m.  Infatti  con  queste  sostitu- 
zioni si  ha 


A S — 

x"—nYAB . *’-•  + n . ^^yA^B\x'<-i—n 

a 2 


n— 5 n — 4 " — r-  . 

+ cc. 


e facendo  \AB  ~c,A+B  — d,  si  avrà 

n— 3 n — 5 n — 4 , . < . 

X —nex^-'  + n. — n. — cV-«  + cc.  = a j (la) 

a a 3 

la  quale  equazione  avrà  per  radici 

X = “^A  + V-®  > 

X x\A  + , 

X = -p  a"->VB  , (i3) 


xz=  x"'~’yA  -p  *^B. 
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Le  quantità  A c D cisciuJo  determinate  dalle  equazioni 

Anz=c",  A + B = d,  (i4) 

saranno  le  radici  dell'equazione  di  secondo  grado  u‘ •— </u c"  = o ‘ 
c si  avr'a 


(i5) 


Se  y d'  — c"  c 

4 

altri  immaginari. 
Se  si  Ila  7 rf’  < 

4 


positivo,  il  primo  de’  valori  (i3)  ò reale,  e lutti  gli 


c"  il  primo  de’  valori  (i3)  avrh  la  forma 


■^•  = V/+6V— I + V/-ÉrV-»  ; (i6) 

e Sara  reale  perchè  c la  somma  di  due  espressioni  immaginarie  coiijii.- 
galc  (li"  aGG  ) ; e se  da’  radicali  non  si  può  estrarre  la  radice,  si  avrà 
una  radice  reale  sotto  lurma  immaginaria,  in  questo  caso  non  solo  la 
prima  radice  è reale  , ma  pure  tutte  le  altre.  In  effetti  se  si  là 


I ,«  / s I I fA vA/— ‘I 

i=H+>'Y  —l  , saia  a"-'— - = — ‘ ' 

* (i+vY^ — 1 


= (A  — >'\/- 


pcrchò  (i*  + v’ 1 ( ii“  Sq  i ).  Se  dunque  si  rappresenti  yy  + — 

per  h + ky — i , un'  altro  de’  valori  (12)  sarà 


1 


.V  = (ii+r.V  — l)(/*  + *V— 0 + (<*—’' V — 0 (A—  *y— l)  = 2((eA-y*)  , 

(piantità  reale.  Dunque  tutte  le  radici  sono  reali.  Questo  caso  in  cui 
tutte  le  radici  sono  reali,  si  presentano  sotto  forma  immaginaria , e non 

possono  convenirsi  in  fiuma  reale,  perche  al  railicalc  \jf  + i 

non  si  può  dar  la  forma  h + k\  — 1 ( n“  G-^3  ) , si  chiama  il  caso 
irriducibile. 


683.  Facendo  nell’  equazione  (12)  n = 3 , z=  4 , ec.  si  vedrà  quali 
sono  per  ogni  grado  le  equazioni  che  si  risolvono  cou  quella  forinola, 
e che  hanno  una  radice  della  forma  (ti). 

1 Quando  /z  =:  3 si  ha  x'  — 3ta:  — d—u,  perciò  la  formola  (12) 
risolve  l’equazione  generale  di  terzo  grado  a’  + px  +q  = o. 

2°  Se  n=4)  si  ha  x'>  — +2c’  — </  — o;  quindi  le  equazioni  di 

quarto  grado  risolubili  con  la  formola  (ri)  sono  della  forma 
i’  + px'  = >•  + o. 

3 Se  n r=  5 si  ha  a:’  — 5tx-^  + 5c’.c  •— rf  — o j e perciò  cou  la  (12} 
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sì  rìsolvouo  le  equazioni  di  quinto  grado  della  forma  ' 

X*  + px^  + + * = o. 

£ così  di  seguito. 

684-  £3  supposta  radice  (li)  non  conduce  dopo  il  terzo  grado  che 
ad  equazioni  particolari  , perchè  non  essendo  in  essa  contenute  che  le 
sole  quantità  A e B ^ non  si  possono  assumer  che  due  condizioni.  Ora 
un'equazione  di  grado  n senza  secoodo  termine  contenendo  n — i coef- 
ficieuti  , è necessario  che  la  radice  comprenda  almeno  n — 1 indeter- 
minate j perciò  che  allora  1’  equazione  che  ne  risulta  e 1'  equazione  ge- 
nerale di  grado  n col  paragone  de’ coellìcienti  ollViraiiuo  n — i equa- 
zioni fra  le  n — 1 quantità  comprese  iteli'  espressione  della  radice. 

Tutta  la  difficoltà  sta  nel  dare  alla  radice  una  forma  tale  sì  che  da 
essa  possa  comporsi  un’  equazione  di  grado  n.  Eulero  , che  cercò  per 
questa  via  di  conseguir  la  risoluzione  generale  delle  equazioni , dalla 
forma  delle  radici  delle  equazioni  di  terzo  e quarto  grado  fu  tratto  da 
prima  a fare 

x = V^.  + V^. +VA+ + (17) 

ma  la  difficoltà  incontrata  nel  formare  1’  equazione  di  quinto  grado  , e 
un  esame  più  profondo  sulla  composizione  de'  radicali  che  entrano  nelle 
radici  delle  cijuazioni  di  terzo  e quarto  grado  , lo  determinarono  a fare 

xziz  A\u  -f-  Byti'  + c\u^  + Lyu"-'.  (18) 

n 

Chiamando  i , » . ^ , y , ec.  gli  n valori  di  V • 5 equazione  che 
si  cerca  risulterà  dal  prodotto 

(ai  — A\u  — B\u*  — ec.)(x — xA\u  — a.*B\ii'  — cc.  ) X 

(*—  /S^Vu— — ec.)(x  - y^Vu*  — y’£V“’  — CC.)X-  • • 
— a:"'— [(1  +«+|9+ec.).(jfYu+(i  -f-a’+ec.)£Y“’+ec.]x"-'-{-  ec.  =0. 

Siccome  le  somme  delle  potenze  delle  radici  dell’ unità  fino  al  grado 
n — 1 son  tutte  eguali  a zero  , questa  equazioné  sarà  senza  secondo 
termine.  Avendo  perciò  n — 1 coefficienti,  il  paragone  con  quelli  del- 
r equazione  generale  di  grado  n , dando  n — 1 equazioni  fra  le  n in- 
determinate A , B , C L , u , si  potrà  prenderne  una  ad  arbi- 

trio , cioè  fare  una  di  esse  eguale  a i. 

Si  vede  inoltre  che  volendo  far  uso  del  ineto<iu  del  u"  1174  I>er 
r equazione  di  grado  n corrispondente  all'  espressione  (18)  , basterà 
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mettere  Yii  , cd  climiuare  ^ tra  le  due  equazioni 


— M = o 

x=zAy  + By'+Cy^  + + Zor"-'. 


(•9) 


Se  si  prende  u = i si  hanno  le  equazioni  di  cui  ha  fatto  uso  Bezout 
per  lo  stesso  oegcito.  Ma  siccome  la  determinazione  delle  A ^ B ^ C. . .u 
non  conduce  ad  equazioni  dello  stesso  grado  , cosi  non  è indifferente 
prender  per  unità  piuttosto  l'una  che  l’altra  delle  indeterminate.  Eq- 
lero  ha  fatto  A=  i nel  terzo  grado  e nel  quarto;  il  che  può 

servir  di  norma  a chi  volesse  su  queste  tracce  effettuare  il  calcolo  per 
la  risoluzioue  delle  equazioni  di  terzo  e quarto  grado. 


A A T.  III. 


Risoluzione  delle  equazioni  di  terzo  e quarto  grado. 


685.  Sia  Tequazioue  generale  di  terzo  grado 


x’  + -f  q = o. 

(0 

Si  faccia  x~y  + z ; elevando  a terza  potenza  si  avrà 
=y^  + z*  + 3yz(y  + z)  , ovvero 

x’  — 3j-j.x  — Cy’  + z’)  = 0. 

(’) 

Sottracnilo  Tuiia  dall'altra  le  (i)  e (a)  si  ha 

(/>  + )•*■  + 7 +y’  + z’  = o ; 

(3) 

la  quale  , pere.iò  che  deve  verificarsi  iudipcndeuteioeuie  dal  valore 
d’  X , SI  divide  nelle  due 

(4)  d ■»  = — ’ • k'  + z'  = — </ . 

(5) 

Llcvaudu  a cubo  la  (/j)  , si  vedrà  che  c z’  sono  le 

quazioue  di  secondo  grado 

1 adici  dell' e- 

P' 

iP  + qu = 0 ; 

27 

in  guisa  che  fatto 

y"  — A , z'-  = B , 

(7) 
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si  ottiene 
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(») 


Le  (7)  danno  per  y e s tre  valori.  Riunendo  di  tutte  le  maniere  pos- 
sibili un  valore  a y con  uno  di  s si  hanno  per  ;e  nove  valori  , e di 
questi  prendendo  solamente  quelli  che  soddistano  alla  (4)  , si  hanno  i 
valori  (io)  del  n”  68 1. 

Si  vede  che  questo  metodo  corrispoudo  precisamente  a quello  del 
n"  suddetto  ; ma  qui  in  vece  di  supporre  nota  la  forma  della  radice  , si 
suppone  solamente  che  la  radice  sia  composta  di  due  parli  , a fin  di 
potere  scindere  in  due  l’ equazione  (i).  La  nioUiplicil'a  de' valori  d’o: 
deriva  da  che  in  vece  di  far  uso  della  (4)  si  è adoperala  la 

^ , che  può  provenire  tanto  dalla  (4)  quanto  dalle  altre 
due  : yz  = — ^ , yi=.  — t^. 

Si  eviterebbe  ogni  ambiguità  eliminando  col  metodo  ordinario  la  z 
dalle  (4)  e (5)  ; e si  avrò 


y - ~ = 


(9) 


Questa  equazione  chiamasi  la  ridotta  , appunto  perche  la  risoluzione 
della  (1)  si  riduce  a quella  della  (8);  cioè  la  risoluzione  dell’ equazione 
generale  di  terzo  grado  si  riduce  a una  cquaziouc  trinomia  di  sesto. 
Dalla  (g)  si  ha 


y=_2+s7Ì+'L’, 

a V A 27 


4 27 

s 

d*  ondo  , chiamando  » una  delle  radici  di  V ^ ^ si 

e sostituendo  questo  valore  nella  (3)  si  ottiene 
—P 


(io) 


Moltiplicando  numeratore  c denominatore  per 
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osservando  che  - = , si  lia 


Quindi 


(.0 

È questa  l’espressione  generale  della  radice  della  (i)  perche  da  essa 
si  ottengono  tutte  le  radici  mettendo  successivamente  per  « i tre  valori 

di  yi.  La  (n)  chiamasi  la  formola  Cardanica  dal  nome  del  geome- 
tra^ che  fu  juimo  ad  esporla. 

E facile  riconoscere  l’ inutilità  di  metter  nella  (io)  il  doppio  segno 
avanti  il  radicale,  perciò  che  la  (il)  con  lo  scambio  di  » iu  a*  dà  i 

medesimi  tre  valori , allorché  per  » si  mettono  quelli  di  y i . 

G86.  Queste  radici , coincidendo  con  quello  clic  ricavansi  dalla  for- 
inola (la)  del  n“  Gtìa  , cadono  nel  caso  irriducibile.  Quindi  la  realità 
delle  tre  radici  di  un’  equazione  di  terzo  grado  dipende  dalle  due  con- 
dizioni 

r.>T- 

27  4 

687.  Sia  1’  equazione  generale  di  quarto  grado 

+ f'-r’  -f- -|- r = o . (la) 

Seguendo  un  metodo  analogo  a quello  tenuto  per  le  equazioni  del  terzo 
grado  , si  faccia 

^ = y + * + (i3) 

Elevando  a quadrato  , si  ha 

— + s’  + «•)  = a(jrs  + jr  + zr)  ; 

ed  elevando  nuovamente  a quadrato  si  ha 
r-i—  a(j^*  + a’  + C)x'  4-  {y'  + s*  + t*)‘ =4(^s  -f  jr  + zt)' 


ovvero 

— 
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iufìuc 


x'»— 2(v*4-i’+<‘)jc’ 8vI/.X  + (j^‘  + 3’  + <*)‘ = 

(*4) 

Paragonando  le  (12)  e (i4)  si  ouicDe 


P=.-  2(jr'  +z'  + r)  , <7  = — 8j'*r , 

r=(jr‘+a*  +P)*-4(j.*,‘+jV  +*V). 

^ Da  queste  , elevando  la  seconda  a quadrato  , sì  ricava  facilmente 

r 


(i5) 


v’**P  = — 

‘ — g4 


y +3’+f=-^ , y3*+yp+3V=^y-^ 

Duu(|uc  le  tre  quanlitit  _y’,  5’,  P saranno  radici  dell' equazione  di  terzo 
grado  ( n°  GoG  ) 


2 \iG  4-'  64 


(.6) 


clic  c la  ridotta  dell’  equazione  (io).  Chiamando  a , ^ , c le  sue  ra- 
dici si  ha 


d’  onde 


y'-=ia  y *•  = Z*  , P = c , 

J = ÌV“  5 ==ÌV*5  iV^- 


(17) 


Combinando  di  tulle  le  maniere  possibili  un  valore  di  y,  uno  di  z,  c 
uno  di  ( , si  avranno  per  x olio  valori.  Ma  dovendo  questi  valori  sod- 
disfare alla  condizione  (i3)  si  vede  che  ([uatlro  corrispondono  a q po- 
sitivo e quattro  a q negativo.  Per  evitare  ogni  ambiguità  , si  rilen- 
gano  solamente  le  due  equazioni 

J = ±V«»  = = ±V*) 

c siccome  la  (i3)  da  t =.  , le  quallro  radici  della  (1)  saranno 

X = v«  + 

8V«Z> 


■r  =z  Vrt  — ^ ) 

.V  -4-  \/i  + — 1 

r — — — . 


(.8) 
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688.^  Le  radici  della  (12)  dipendono  da  quelle  della  (16).  Ora  que- 
Sta  può  avere  tutte  e tre  le  radici  reali  j o una  radice  reale  e due 
immaginarie. 

Quando  le  radici  della  ridotta  sono  tutte  e tre  reali,  essendo  Fnl- 
limo  termine  necessariamente  negativo  , saranno  o tutte  e tre  positive, 
o una  positiva  e due  negative.  Nel  caso  che  sieno  tulle  e tre  posili- 
ve  , le  (juaUro  radici  (i6)  saranno  reali  ^ e se  una  è positiva  c due 
negative  , saranno  tutte  e tjiiaitro  immaginarie.  Bisogna  osservare  iu- 
torno  a quest  ultimo  caso  che  se  le  due  radici  negative  sono  eguali  , 
t‘5r,e  si  distruggono  in  due  de’  valori  d’  ,r  , che  diventano  per  conse- 
guenza reali  j e V equazione  proposta  avrà  due  radici  reali  e due  im- 
maginarie. 

Quando  la  (i6)  ha  una  sola  radice  reale  , questa  dev’ esser  necessa- 
riamente positiva  , perciò  che  allora  il  suo  primo  membro,  deve  aver 
la  forma  ( u*  + Q)(n  4*7)-  Sieno  rapprcsenlale  per  »+|Sy — i 

* — — • ) V radici  della  ridotta  ; queste  messe  nelle  (i6),  si 

troverà  in  due  di  esse  l’espressione  y*  -f. i q.  y* ^ j 

è quantità  reale  ( u 6j3)  , e in  due  altre  1’ espressione 

y»  + ,'ìy — t — y»  — ^y — I che  è immaginaria.  Dunque  l’equa- 
zione di  quarto  grado  avr'a  due  sole  radici  reali. 


689.  Per  riconoscer  da’  coeflìcicnii  quando  la  ridotta  ha  le  tre  radici 
reali,  bisogna  fare  sparire  il  secondo  termine.  Fatto  u = s — ^('n°634), 


si  avrh 


+ - 


24  G4 

e le  condizioni  per  la  realitli  delle  tre  radici  della  ridotta  saranno 
( 11“  G86  ) 

«•  r 

4»  + 4<°' 

4.  'C\ 

27  V4«  4/  4 V864  24  G\)  ■ 

690.  Si  avverta  in  fine,  che  per  toglier  le  frazioni  dalla  (i3)  basta 
fare  ^ , c si  avr'a  la  ridotta 

4 

v'  +2/JD-  + (/z*  — 4r)v-  </•  = o.  (19) 

In  questo  caso  , supposto  che  o , A , c sien  le  radici  della  (19),  le 
espressioni  (18)  acquistano  il  fattore  -, 
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A II  T.  IV. 

Trasformazione  di  un’  equazione  in  un’  altra  che  ha  per 
radici  tutti  i valori  di  una  funzione  irrazionale  delle 
radici  della  data. 

Ggi.  Sia 

f{x)  = O (l) 

r equazione  data  di  grado  n , e 

) (2) 

una  funziono  irrazionale  delle  radici  ar,  , a-, , a;, a;,^  della  (i).  Si 

tratta  di  trovare  un’  ciiuazione  cite  abbia  per  radici  tulli  i valori  >■,  , 
y%  1 y%  > ® siisceltibile  la  (a),  tanto  per  cdello  delle  permu- 

tazioni eseguite  tra  gl’  indici , ipiaiilu  jier  ipielle  provenienti  da’  diversi 
valori  de’ railicali  ; ossia  trattasi  di  trovar  l’ equazione  razionale  da  cui 
dipende  la  funzione  (f). 

Eliminando  dalla  (a)  i radicali  , ne  risulti  1’  equazione 

y'"  + 4.  Nyp-^  + L'  = o (3) 

in  cui  i coefllcienli  /T/ , N f/ sono  funzioni  razionali  delle  ar,  , 

, X, Si  esi.'guano  su  queste  funzioni  tulle  le  permutazioni 

possibili  fra  gl’  indici  delle  x , e sieiio  il/,  , . . il/,,  ; . . .iV,,  j ec. 

i ilivcrsi  valori  di  cui  soii  suscettibili.  Si  avranno  le  equazioni 


f + iflj'—  + ly.yi^’  + • • 
y + + N^yp-’  +.. 

. . + ì/,  — 0 , 

• • • + t — ° ■> 

y + Mjp-'  + Njp-'  + . . . 

..  + L\  = o. 

11  prodotto  di  tulle  queste  equazioni  data  un’  equazione  di  grado /i/-, 
elle  Sara  1' equazione  diinandula.  In  ellctli  questo  prodotlu,  non  vaiiamlo 
per  qualunque  pennutazione  tra  le  x^  , x\  . . . . ;c,  , non  conterrà  clic 
funzioni  siniinelriclic  di  queste  radici,  le  «piali  perciò  potranno  cliiui- 
narsi,  espritnendo  le  delle  funzioni  per  mezzo  de' coellicieuti  della  equa- 
zione «lata  ( n"  Gz  1 ) . 

(ìi)Z.  .Sia  pei  esempio 

{■>)  r’  + yJx  + JJ  — n , > — «V.v,  + /'V-',-  (*->' 
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Togliendo  i radicali  dalla  (6)  si  avr^ 

y'»  — 2(a*a:,  + ò'x^)y'  + (a”x,  + b'x,y  — 4n‘i*a?,x,  = o. 

Mettendo  B in  vece  di  x,x^  , 1’  equazione  che  si  cerca  risulterà  dal 
prodotto  delle  due 

jr4  — 2(a*x,  + *X)y*  + + *’•«•,)’  — 4a*i*i?=r  o , 

— 2(a*x.  + + (o‘x.  + 6’xJ*  — 4a'i*i5  = o. 

EiTeltaando  il  calcolo  si  trova 

jr»  + lAia'  + b^)y<^  + [(«'^  + b‘'){A'^uB)  + 4«’i*(^*— 3/?)]^>, 

+ + //)  + 2a’i'(«’  + *’)(^*  — , 

+ [(a*  + b‘')B  — — t.B)Y  = o . 
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CAP  O V. 

LIMITI  DKLi.E  Rìdici. 

6g3.  Allorché  nel  polinomio 

x"  + ^.x"-'  + + + 

rapprc-sentato  per  ,/'(.v)  , facendo  crescerò  x si  perviene  ad 
un  valore  x = L dopo  del  «piale  il  polinomio  dà  sempre 
risultamenii  dello  stesso  se^no  , 1’  equazione 

/(^)  = « , CO 

non  potrà  aver  radici  superiori  ad  L , perciò  che  le  ra- 
dici non  possono  trovarsi  clic  fra  numeri  clic  danno  risiil- 
tamenti  di  segno  contrario  ( n°  5g4  ).  Ora  per  Z/  si  potrebbe 
prendere  il  valor  numerico  del  massimo  coclHcicntc  aumen- 
tato dell’  unità  ( n”  468  ) ; ma  è evidente  che  de’  termini 
positivi  basta  considerare  il  solo  primo  termine,  c fare  astra- 
zione da  lutti  gli  altri  ; in  tal  caso  prendendo  per  L il  valor 
numerico  del  massimo  coefficiente  negativo  aumentato  del— 
1’  unità  , si  ha  ncce.ssariamcntc  il  primo  termine  maggiore 
della  somma  di  tutti  i termini  negativi  5 quindi  il  primo  ter- 
mine aumentato  di  tutti  gli  altri  termini  positivi  sarà  4 più 
forte  ragione  maggiore  della  somma  di  tutti  i termini  nega- 
tivi. Dunque  può  prendersi  per  limite  delle  radici  positive 
il  valor  numerico  del  massimo  coefficiente  negativo  aumen- 
tato dell’  unità. 

Questo  limite  , .sebbene  non  sempre  si  trovi  mollo  pros- 
simo alla  più  grande  radice  positiva  , ha  il  pregio  che  si 
scopre  a colpo  d’  occhio.  Così  nell’  equaziotic  particolare 

x'  -p  5.r’  -J-  ( w’  — ^x  — 5 = 0 
il  limite  delle  radici  po.sitivc  è 8. 

6q4.  Se  il  primo  termine  è seguilo  da  altri  termini  posi- 
tivi , si  può  anche  con  facilità  trovare  tiii  limite  più  risirel- 
lo.  In  fatti  siippo.slo  che  il  primo  termine  negativo  corri- 
sponda alla  potenza  .v’  "',  rappresentando  per // il  valor  nu- 
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mcrico  del  massimo  coeflicientc  negativo  è chiaro  che  baslcrJi 
delermin.ire  per  x un  numero  proprio  a verificare  l’ inegua- 
glianza 


ir"  > + + a:  + I ) , (2) 

la  quale  corrisponde  all’  altra 


> //. 


I 

ìT—  1 


(3) 


Si  può  soddisfare  a questa  condizione  facendo 


ir 


X — 1 


— x'*-’  ) 


(4) 


giacché  messo  questo  valore  in  (3)  risulta  x’-"*'  > — 1, 

Dalla  condizione  (4)  si  ricava 

x = V^+l;  (5) 

cioè  si  può  prendere  per  limite  delle  radici  positive  runiià 
aumentata  della  radice  m.'""”dcl  valor  numerico  del  più  grande 
coefficiente  negativo,  essendo  m il  numero  de’  termini  cl)c 
precedono  il  primo  termine  negativo. 

È da  avvertirsi  che  quando,  siccome  suole  il  più  sovente 
accadere  , questa  radice  non  può  ottenersi  esattamente , si 
prenderà  il  numero  intero  prossimamente  maggiore. 

3_ 

Nell’esempio  riportato  più  sopra  si  ha  per  limite 
cioè  3. 

Quando  il  secondo  termine  è negativo  questo  limite  si  con- 
fonde col  primo. 

695.  Essendo 

x" — 1 

=x"-’+x"-‘  + t-l,  sarà  + - • +i)+ 1 • 


Si  trasformino  a questo  modo  Uilt’i  tcrmini'nosilivi  dell' equazione , e 
»'  loscino  invariati  i termini  negativi.  Per  ‘lissar  lo  idee  si  supponga 
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ohe  sia  il  ptinio  armine  ncgaiivo.  Si  avrà  cosi  faccnJo 


-1-  1 1 

ì'b l).C»“J+,..+  1 

(-T— 1>+  1 ■!  = 0. 

+-^ll 

+ ■^1 

’irA,\ 

1 

+-^.1 

•i-^3 

+-^s’ 

— . . 

• ' f (C) 

Quando  a?  ^ t , UiUi  i termini  di  questa  equazione  saranno  positivi  se 
sono  tali  quelli  in  cui  entra  qualche  coelficietile  negativo.  Ora  per  ren- 
der positivo  il  termine  che  contiene  basta  fare 


X — 1 


d’  onde 


^ + -^1  + +!-^a  ' 

^ i + A , + A^  + Aj 


(7) 


In  generale  ti  rode  che  per  ottenere  dalla  (6)  risultamcnti  sempre  po- 
sitivi , bisogna  comporre  diverse  frazioni  come  la  (7)  , cioè  formate  da 
un  coefficiente  negativo  diviso  per  la  somma  di  tutti  i coefficienti  po- 
sitivi che  lo  precedono  , prender  di  queste  frazioni , la  piu  grande  , e 
fare  x eguale  al  numero  intero  che  segue  immediatamente  questa  fra- 
zione , aumentato  dell'  imifa-  Cos'i  nell’  equazione 
x’’  -p  3a:®  — 5x*  -p  3x^  — ita:’ — ga:  -p  6 =:  o , si  hanno  le  frazioni 

5 li  0 . Il  .,11 

, 1 — , di  cut  la  pm  grande  e : perciò pi, 

2+1’  1+2+3’  1+2+3’  6’*^  tì  ’ 

ovvero  3 sarà  il  limite  delle  radici. 


696.  Sieno  a , i , c , d , le  radici  reali  dell’  equazione  (1) 

disposte  per  ordine  di  grandezza  , in  modo  che  sia  a la  massima  ra- 
dice positiva.  Sarà 

/(x)  = (.r  — ti)  (x  — /-)  (x  - c){x  ~ d) F , 

essendo  F il  fattore  che  contiene  le  radici  immaginarie.  Quindi  risulta 

= (x  {x  ~ c){x  - d). . . . F. 

X —•  a 

fX^')  n - ~ 

Se  nel  quoziente  ■ -- --  si  fa  x z=.  a si  ha  per  valore  f‘{a)  (n"  Sail) 
X — n 

essendo  f'{a)  la  prima  derivata  di  /(<i);  perciò  lappicsttitando  p'r  G, 
ciò  che  diviene  F quando  si  fa  x = a , si  avrà 

/'(«)  = {a-b){a-c){ar-d) G . . 
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Similmente  rappresentando  per  C,  , , ec.  i valori  che  assume  il 

fattore  F allorché  x — b,  a;  = c,  ec.  si  otterrà 

f{b)z=[b-a){b-c){b^d)....  G., 

f(c)  = {c  ~ a){c  — b){c  — d) Gj  , 

f(d)  = {d-.a){d-b){d-c)....  G,, 
ec. 

Ora  essendo  G,  , , ec.  necessariamente  quantità  posi- 

tive (n°  599),  e dippiu  essendo  a"^b,  b'^c,  c^<i,cc. , sarà 
f'{a)  positiva , negativa  , /'(c)  positiva  , ec.  ; cioc^(a:)  darà  risul- 
tamenti  coi  segni  alternati , allorché  per  x si  sostituiscono  le  radici  reali 
di  /"(x)  = o secondo  1’ ordine  della  loro  grandezza.  Per  conseguenza  le 
radici  reali  dell'equazione  J‘'(x)=o  sono  intermedie  fra  quelle  deH'eqna- 
zione  y(x)  = o ; in  guisa  che  chiamando  a,  , 6^  , c,  , ec.  le  radici 
di  /'{x")  o disposte  secondo  1’  ordine  della  loro  grandezza  , sarà  a, 
compresa  tra  a e £ , compresa  tra  6 e c , ec. 

Rappresentando  per_/’'(x)  la  seconda  derivata  di  f{x)  , e per  a , 
b^ì  c,,  ec.  le  radici  reali  dell’  equazione  /"{x)=o  disposte  pure  per  or- 
dine di  grandezza  , allo  stesso  modo  si  dimostrerà  che  è compresa 
tra  flj  e A,  , b^  tra  b^  e , ec. 

Da  ciò  segue  che  il  limite  delle  radici  dell’  equazione 

/(x)  = o (,) 

è anche  limite  , sebbene  più  lontano , delle  equazioni 

f(x)  = o , f'{x)  = o , f"\x)  = o , ec.  (5) 

Dippiù  considerando  due  di  queste  equazioni  consecutive 
/f— )(x)  = o , = o , 

le  cui  radici  reali  disposte  per  ordine  di  grandezza  sono 
di — I f bi — I j Ci — I j ec.  ^ d^  y b^  1 ^1  1 ec.  y 

sarà 

/C^')(x)  = (x  — d,-,){x  — )(  X — c,_.) Fi-,  , 

/W(x)  = (x-a,)(x-ò,)(x-^cJ....F., 

essendo  Fi-,  e F^i  fattori  che  comprendono  le  radici  immaginarie.  Ora 
sia  k un  numero  maggiore  di  a-  , cioè  sia  il  limite  dell'  equazione 
yC')(x)  = o ; é chiaro  die  se  questo  numero  si  mette  per  x neU’equa- 
zioiic  y^'“‘5(x)  =:  o , non  vi  sarà  che  il  solo  fattore  x — a,_,  che  potrà 
risultare  negativo.  Quindi  se  dà  un  risullaincnto  negativo,  si  fiirà 

crescer  k finché  si  giunga  ad  un  numero  l che  dia  risultamento  posi- 
tivo ; e il  polinomio  non  potrà  più  divenir  negativo  per  valori  mag- 
giori di  l. 
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Si  può  iliinqiie  con  (grandissima  facilita  trovare  il  più  piccolo  nu- 
mero intero  , dopo  del  quale  il  segno  delle  funzioni 

fi-r),  fi-r),  , (G) 

si  mantenga  costantemente  positivo.  Di  fatti  la  penultima  , essendo  di 
primo  grado  , somministra  subito  il  numero  intero  più  piccolo  die  la 
rende  positiva  ; questa  allora  non  potrò  divenir  negativa  per  la  sosti- 
tuzione di  numeri  più  grandi.  Se  , a partir  da  questo  numero  , si  so- 
stituiscono ]>er  .T  nella  funzione  derivata  seguente  i numeri  naturali 
consecutivi , tiiirbù  si  abbia  un  risullamento  positivo  ^ ijuesta  funzione 
non  potrà  divenir  negativa  per  la  sostituzione  di  numeri  più  grandi, 
('.osi  proseguendo  , si  troverà  il  più  piccolo  numero  intero  dopo  del  quale 
y(.r)  si  mantiene  sempre  positiva. 

Sia  per  esempio 

— Gj*  — l3a:  + 8 = 0; 

sarà 

y(ar)  — x‘'  — 7.'r’  — Ga:'  — l3x  + 8 , 
y*(x)=  4*'  — 21X*  — lax  — i3  , 

-y"(x)  = Gx’  — a)  X — G , 

^^y»'(x)=  4*  - 7- 

Cominciando  dall’  ultima  , si  ha  2 che  rende  positivo.  So- 

stituendo 2 in  ^y"(x-)  si  ha  un  risultamento  negativo  ; e negativo  si  ha 

pure  per  x = 3.  Ma  facendo  x=4  risultamento  positivo, 

il  polinomio  /'(x)  risulta  negativo  per  x = 4 i = 5 ; ma  x = G dà 
un  risultamento  positivo.  Finalmente  f(x')  dà  risultamenti  negativi  per 
X =:  6 , X = 7 •,  ma  x r=  8 dà  un  risultamento  positivo.  Perciò  8 c il 
numero  richiesto.  Dalle  cose  premesse  si  rileva  làciimcute  che  8 c il 
numero  intero  clic  segue  immediatamente  la  più  grande  radice  positi- 
va , c perciò  è il  più  prossimo  limile  delle  radici  positive. 

Questa  proprietà  può  dedursi  ancora  dall’ osservare , che  se  nell’ equa- 
zione 

y(x)  = o 

si  fa  X = A -l-  j , si  ha  ( n”  4®*  ) 

/(A)  +/'(*)  •J'  + \j"W  + + / = o.  (7) 

Prendendo  per  h il  numero  che  rendo  fili)  , /*(A) , .P'ifi)  tot'*  posi- 
tivi) l’equazione  (7)  nou  potrà  aver  radici  positive  (110G42,  i"),  dunque 

y = X — h 


Digitized  by  Google 


( 53i  ) 

sark  necessariamente  negativo  , c perciò  h sarò  maggiore  di  tutti  i va- 
lori d’  X. 

Questo  metodo  dovuto  a Newton  ha  il  pregio  di  dare  il  limite  più 
prossimo  delle  radici , e di  somministrare  i due  numeri  interi  fra  i quali 
e compresa  la  più  grande  radice  positiva.  Applicata  all'equazione 

ar’  + 1 1**  — 25*  — 67  =:  o 

dù  per  limite  3 , mentre  il  primo  metodo  ( n"  6g3  ) dù  68 , il  se- 
condo (n“  6t)4)  dà  IO  , e il  terzo  7 (a°  CgS). 

607.  Per  trovare  il  limite  delle  radici  negative  , basterà 
cambiare  i segni  de’  termini  di  posto  pari.  Allora  le  radici 
negative  si  cambiano  in  positive  ( n°  642),  e di  questa  equa- 
zione trasformata  si  troverà  il  limite  co’  metodi  precedenti. 


6g8.  Per  trovare  un  limite  inferiore  diverso  da  zero  , si 
farà  X = 2’,  e 1’  equazione 


+ + An-iX  + A„  = o 

diverrà 


1 


+ 


+ *"=:o. 


Sia  i il  limite  superiore  di  z ; sarà  z k , ovvero 
i < i , d’  onde  ar  >•  y • 

se 

La  trasformata  in  z avendo  gli  stessi  coelTicienti  della  pro- 
posta divisi  per  l’ultimo  termine  col  segno  che  ha  nell’equa- 
zione in  a: , si  può  alla  sola  ispezione  dell’ equazione  trovare 
il  limite  inferiore  delle  radici  positive  ; perciò  che  determi- 
nando il  i secondo  il  primo  metodo  ( n“  6g3  ) , sarà 
A 

k z=z  1 , prendendo  per  il  massimo  coefficiente  ne- 

gativo  ^ positivo  , e il  massimo  coefficiente  positivo  se 
A„  è negativo. 

Per  cs.  1’  equazione 

a:®  — 3x'*  — 6x'  — 2x*  + — 7 = O 


offre  immediatamente  i quattro  limiti  seguenti  ; 

x>- =-L,i< 

lì  1 1 

' + • 


+ * 


= -'3’ 


Digitized  by  Google 


c 53a  ) 


CAPO  VII. 


ABBASSAMENTO  DELLE  EQUAZIONI. 


fìqp.  Un'equazione  si  abbassa  di  grado  , allorché  si  può  scomporre 
in  fatlori  razionali.  Questa  scomposizione  può  aver  luogo  o pel  valore 
de’  coelìiciciui  , o per  la  forma  delle  equazioni  , o per  certe  relazioni 
esistenti  fra  le  radici.  Talune  volte  queste  condizioni  rientrano  i'  una 
nell'  altra  , e la  scom[)osizione  ha  luogo  per  una  circostanza  che  può 
esser  guardata  per  diversi  lati. 

ART.  I. 


Ricerca  de'  fattori  razionali  di  primo  grado. 


700.  Teorema.  Se  un’  equazione  ha  per  coelTiciente  del 
primo  termine  l’ unita,  e per  coeflicicnli  degli  altri  termini 
numeri  interi  , niuna  delle  sue  radici  può  esser  espressa  da 
una  frazione  razionale  irriducibile. 

Sia 


+ Ax»-^  + AiX''-^  + An-xX  + A„  = o (1) 


un’  equazione  nella  quale  i coefficienti  A,  A,  ^ A%.  . . .A^ 
si  suppongono  numeri  interi , e se  è possibile  la  frazione 

irriducibile  rappresenti  una  sua  radice.  Si  ba  per  la  sup- 
posizione 


©■+^.(r+^.Gr 


+ 


© + 


d’  onde  moltiplicando  per  /t' 

/»"  + A^ìch"-'  + A,k'h'<-^  + + An-itc-'h  + AJe”  = o , 


ovvero 


P=  — {AJi'^'  + AJkh’'-'  + + Ax^-xk^-'h  + A,Js'-'  ). 

Questa  eguaglianza  è impossibile,  perebò  il  secondo  membro 
rappresenta  un  numero  intero  , cu  il  primo  una  frazìouc , 
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perciò  che  t che  non  divide  h non  può  dividere  i”  (n®  79  )• 
Dunque  la  frazione  non  può  esser  radice  dell’  equazione. 


701.  Polendosi  ogni  equazione  ridurre  alla  forma  supposta 
nel  teorema  precedente  ( n“  58q  ) , si  vede  che  la  ricerca 
delle  radici  razionali  si  può  mediante  1’  indicala  trasforma- 
zione ristringere  a quella  delle  radici  intere. 


702.  Essendo  l’ultimo  termine  di  un’equazione  eguale  al 
prodotto  di  tutte  le  radici , è chiaro  che  le  radici  razionali 
debbono  necessariamente  trovarsi  fra  i divisori  dell’  ultimo 
termine.  Se  dunque  questo  termine  ha  pochi  divisori  , si 
possono  sostituire  successivamente  nell’equazione;  quelli  che 
vi  soddisfano  saranno  radici  dell’equazione.  Bisogna  rammen- 
tarsi che , rappresentalo  per  a un  divisore  dell’  ultimo  ter- 
mine , il  cercare  col  metodo  del  n“  se  la  divisione  del- 
l’equazione per  X — «dà  un  resto  nullo,  è sempre  un’ ope- 
razione più  breve  che  non  è la  sostituzione. 

Quando  1’  ultimo  termine  ha  molli  divisori  , anche  que- 
st’ ultima  operazione  , la  quale  esige  che  il  coefficiente  otte- 
nuto nel  quoziente  sia  moltiplicalo  per  a , riesce  lunga  e pe- 
nosa. Ma  seguendo  nelle  operazioni  un  ordine  inverso  si  ha 
un  metodo  semplice  e spedilo  per  riconoscer  se  un  divisore 
« deir  ultimo  termine  è radice  dell’equazione.  In  effetti  scri- 
vendo le  eguaglianze  del  n°  464  in  ordine  inverso  , si  ha 


“l*  I O , "p  (iJìn—t  — Sn—i  3 -^«—2  4*  3 JBh — 2 3 . . 

= -®2  ) -^1  + ® 3 

dalle  quali , cambiando  per  maggior  semplicità  il  segno  delle 
A,  il  che  corrisponde  a supporre  cambiali  i segni  a tulli 
i termini  dell’equazione,  si  ottiene 


Tf  ^n-1  + lin-t  „ 2^n-2  + _ 

xzJJ,-}. 

a a ’ o 


+ B A + B 

^ 3 ^ ' = — \. 

n * ' 


(2) 


Allinchù  dunque  un  numero  a sia  radice  dell’  equazione , c 
necessario  che  divida  l’ultimo  termine;  che  al  quoziente  ag- 
giunto il  coefficiente  del  penultimo  termine  si  abbia  una 
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somma  divisibile  per  a ; falla  qucsia  divisione  e aggiunto  al 
quoziente  il  coeQlcienlc  del  termine  antecedente  si  abuia  pure 
una  somma  divisibile  per  a ; c così  continuando  con  aggiun- 
ger sempre  ai  quozienti  il  cocHiciente  del  termine  antece- 
dente, dovrà  arrivarsi  a un  quoziente  eguale  a — i.  Fatto 
questo  saggio  sopra  tutti  i divisori , quello  sarà  radice  che 
verifica  tutte  le  indicate  condizioni. 

In  vece  di  far  questa  verificazione  sopra  un  divisore  'per 
volta,  si  può  fare  conleinporaneanicnle  sopra  tulli,  scrivendo 
in  una  linea  orizz9niale  tutti  i divisori  dell’  ultimo  termine 
presi  col  segno  + e col  — . Si  debbono  da  questi  escludere 

Snelli  che  oltrepassano  i limiti , e può  anche  farsi  a meno 
e’  divisori  + 1 e — 1 , che  si  possono  verificare  direttamente 
sostituendoli  nell’  equazione.  Sia  per  es.  1’  equazione 

**  + X**  — 3x’  — 33x*  — 54x  + aiti  = o. 

Si  può  prender  per  limite  delle  radici  positive  |/54  i 

2 1 6 

(n“  6g4)  ovvero  g,  e per  limite  delle  negative  -^"1-  i 

34 

( n°  6g5  ) ovvero  8.  Verificato  prima  che  1 e — 1 non  sono 
radici , e poi  presi  i divisori  di  216  compresi  tra  g e — 8 
si  opererà  nel  modo  che  segue: 


+ 6, 

+ 3, 

+ 

a, 

— 

— 

3, 

— 6... 

. • a 

+36, 

+72, 

+ 108, 

— 108, 

— 

72, 

—36... 

dU p 

-i8, 

+ 18, 

+ 54, 

— 162, 

— ia6, 

—90... 

• ’ -®4+-^4  » 

- 3, 

+ 6, 

+ 27» 

+ 

+ 42, 

+ i5. . . 

a 

—36, 

—27, 

— 

6, 

+ 46, 

+ 

9> 

-18... 

• • •®s+'^s  , 

— 6, 

— 9» 

— 

3, 

— 24,. 

— 

3, 

+ 3. . . 

..  , 
a • ’ 

— 9> 

— la, 

— 

6, 

— 27. 

— 

6, 

0.  . . 

• • + , 

-4, 

— 

3, 

+ 

2, 

0.  . . 

- 3, 

— 

a, 

+ 

3, 

+ I. . . 

• • » 

- >, 

— 

— 

-1. 

Digilized  by  Google 


( 535  ) 

La  prima  linea  coiuiene  i divisori  di  aifi  compresi  tra  i li- 
mili , la  seconda  i quozienti  dell’  ultimo  termine  diviso  per 
ciascuno  de’divisori ; la  terza  linea  contiene  la  somma  de’ delti 
quozienti  c di  — 54  cocllicicnte  del  penultimo  termine;  la 
quarta  contiene  i quozienti  de’ numeri  della  terza  linea  divisi 
pe’ divisori  corrispondenti  che  sono  nella  prima  linea,  e così 
di  seguilo,  secondo  le  indicazioni  poste  a fianco.  I numeri  che 
nella  prima  linea  corrispondono  vcrtieahnenle  ai  quozienti 
eguali  a — 1 , sono  le  radici  razionali  dell’  equazione.  Le 
quali  in  questo  caso  sono  + 3 , + 2 , — 3.  Diviso  il  primo 
membro  cicli’ equazione  per  (x  — 3)(x  — 2)(x+3)  *i  ha 
il  quoziente  x’  — 3x  +12,  che  eguaglialo  a zero  darà  le  altre 

due  radici , cioè  x = — — 8g. 

Fa  d’uopo  osservare  che  se  nell’ equazione  manca  qualche 
termine , si  considererà  nell’  operazióne  come  se  il  tenui  ne 
mancante  avesse  zero  per  cocflicientc. 

^o3.  Se  i divisori  dell’  ultimo  lerraiiie  compresi  fr.»  i limili  fossero 
molli  , Newton  ha  suggerito  il  modo  di  restringerne  il  numero  , soUo- 
inelleiidoli,  ad  altre  condizioni  facilissime  a sperimentarsi.  llappicsetilat,i 
per  y(x)  = o l’c<|uazione  proposta,  le  traslormale  in  x — i citi  a: -J- i 
saranno  ( n“  G3z  ) 

/{*)  +/'(')•  — ^ h /'(*)•  ~ — ~ — ~ + + C-r  — >)"=  o , 

..+(x+ir=o. 

\ 

Or  se  a c r.adice  dell’ C(juazinne  , messo  a in  luogo  d'x  nelle  ec|uazioni 
precedenti  , si  conoscerà  che  y(i)  è divisibile  per  n — l e_/'(  — i)  per 
a + 1.  In  conseguenza  , sostituito  nell’  equazione  + 1 e — 1 e notati 
i risultumenti  di  queste  due  sostituzioni,  quello  fra  i divisori  dell’ul- 
timo termine  che  dimitiuito  di  1 divide  il  primo  numero  c aumentalo 
di  I divide  il  secondo  , potrà  esser  r.idice  dell’  equazione.  Ritornando 
all’esempio  di  sopra  , fatto  x =:  1 si  ha  per  risultamcnto  12K,  e fatto 
X = — I si  ha  24°  ( Dita  astrazione  dal  segtio  ).  Presi  i divisori  pre- 
cedenti , si  vede  che  13 — i non  divide  tali  , (> — i neppure  ,3 — i 
divide  128  e 3 -p  1 divide  240  ,2  — i divide  128  e 2 -f-  1 divide 
240  , — 2 — I non  divide  128,  — 3 i lo  divide , e — 3 -p  i divide 
240  ; gli  altri  divisori  non  soddisfano  a queste  condizioni.  In  conse- 
guenza i divisori  da  sottomettersi  alla  pniova  sono  + 3 , -p  2 , — 3 . 
Nel  caso  che  i divisori  rimasti  dopo  questa  operazione  fossero  anche 
molli  , si  potrebbe  farne  un  sceoiido  scarto  , lueltendo  nell’  eijuazione 
x — 2j  X = — 2 ; i divisori  di  cui  si  vralta  non  potrebbero  esser  ra- 
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dici  se  diminuiti  di  n e aumentati  di  a non  dividono  rispettivamente  i 
'risultamenti  di  queste  due  sostituzioni. 

Per  la  pratica  di  questa  operazione  , è necessario  osservare  che  sic- 
come non  si  tien  conto  del  seguo  , si  possono  prendere  solamente  i di- 
visori dell’  ultimo  termine  senza  segno  ; e poiché  quando  si  tratta  di 
trovar  le  radici  positive  bisogna  diminuirli  di  i per  vedere  se  dividono 
il  risultamento  della  sostituzione  di  ,r  ==  l , e aumentarli  di  i per  ve- 
dere se  dividono  il  risultamento  della  sostituzione  di  x — — l , quando 
si  tratta  di  radici  negative  conviene  operare  in  modo  inverso  j cioè  si 
aumenteranno  di  i nel  primo  caso  e si  diminuiranno  di  i nel  secondo. 

704.  L’ equazione  proposta  potrebbe  aver  radici  eguali.  Siccome  il 
metodo  esposto  non  la  vedere  se  una  radice  c ripetuta  più  volte,  dopo 
aver  trovato  i fattori  razionali  e divisa  1’  equazione  per  ({uesti  fattori 
è necessario  sottometter  1’  equazione  risultante  di  nuovo  all’  operazione. 

Sia  per  es.  1’  equazione 


x” — 8x’  — 34a;®4'372x®-23ia;'-39a4a!*  + iio72ar’-io48ox+28oo=o  (3) 

Sperimentato  da  prima  4*  t ^ — i , si  vede  che  questi  due  numeri  non 
soddisfano  all'  equazione.  Si  può  prender  per  limite  delle  radici  posi- 

3^  3*72 

live  -p  1 , cioè  35,  e per  limite  delle  negative  — ^ + i cioè  4^*  ^ 

divisori  da  sperimentarsi  sono;  +2,  + 4>  +7,  +8 , + 10  , 

1 *4  » i ) i ^8  , — 35,  — 4°-  Fatto  a;  =i  si  ha  per  risulta- 
nieiito  /|32  , e x = — i dà  27648-  Fra  tutti  quei  divisori  quelli  che 
diniimiiti  di  i dividono  49^  c aumentati  di  1 dividono  27648  sono 

2 , 5 , 7 ; e quelli  che  aumentati  di  i dividono  49’^  c diminuiti  di  l 

dividono  27648  sono  2 , 5.  Per  cui  si  debbono  sperimentare  i divisori 
4-  2 , + 7 } — a j — 5.  Eseguita  1’  operazione  del  n"  prec.  si 

trova  che  1’  equazione  proposta  ha  per  radici  2,7,  — 5.  Divisa  l’ e- 
quazioue  per  — 2)(x — 7)(a^ -1- 5)  si  avrà 


’ — ^x“*  — igx*  + 102.T:*  — i32x  + 4»  = o. 


(4) 


Siccome  1’  ultimo  termine  non  contiene  più  il  fattore  7 , si  ripeterà 
r operazione  pe’  fattori  20  — 5 ; c si  trova  che  ciascuno  di  questi  nu- 
meri soddisfa  alle  condizioni  (2)^  perciò  diviso  il  primo  membro  della 
(4)  per  (x  — 2)(x  5)  si  ha 

x’  — 7x*  + I2X  — 4 = (5) 


Sottomesso  nuovamente  all’  operazione  il  fattore  -{•  2 che  è il  solo  ri- 
masto che  possa  divider  l’ultimo  termine  della  (5),  si  troverà  che  sod- 
disfa a tutte  le  condizioni  richieste.  Diviso  perciò  il  primo  membro 
delle  ^5)  per  x — 2 si  ha  l’equazione  x’ — 5x  + 2 clic  dà  per  radici 

X = - + - V*7'  Quindi  r equazione  proposta  si  irovci'a  dec''mposta  in 
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iàttori  , come  segue  : 

(a-  — + 5)*(a:  — 7)  (1*  -—5*  + a)  = o. 

7o5.  Si  avverta  in  fine  che  se  il  coefllcienle  del  primo  ter- 
mine dell’equazione  non  fosse  l’unità,  l’ ultimo  (juoziente,  in 
vece  di  — 1 , dovrà  trovarsi  eguale  al  coediciente  del  primo 
termine  col  segno — ; il  che  è facile  ad  intendersi.  Sia  pro- 
posta ad  esempio  1’  equazione 

3*'  + 3x’  — a3x’  — 5x  + 3o  = o . 


Il  limite  delle  radici  positive  è y'aS  + i ovvero  5 ; e delle 
negative  è -r-  1 ovvero  g ; in  conseguenza  si  opererà  come 

qui  sotto. 


+ "h 

q.  i5,  q*  IO,  q*  6,  — i5,  — io,  6,  — 5, 

+ «O,  + 9)  + «,  — — ‘5,  — li,  — IO, 

q-  5,  q-  IO,  q-  5, 

— 18,  — i3,  — 18, 

— 9i  +6, 

— G,  q.  9, 

— 3,  - 3, 

I divisori  cui  nell’  ultima  linea  corrisponde  — 3 sono  -f-  a 
e — 3 ; perciò  l’equazione  sarà  divisibile  per  (x — a)(x-j-3). 
Fatta  la  divisione  resta  il  fattore  5x^  — 5 = o che  dà 


N 
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ART.  II. 

Ricerca  de’ fattori  razionali  di  grado  superiore  al  primo. 


706.  Si  (livida  il  primo  membro  dell'  c<]uaziouc 


ar"  + A^X^-'  + A^x^'  + + A„-xX  + ./4,  = o (i) 

per  il  polinomio  di  secondo  grado 

x'  + px  <J.  (a) 

Si  arriverà  ad  un  resto  di  primo  grado  Px  + Q ì in  cui  Pc  ^ con- 
tengono ^ e q.  Aflinclic  il  (2)  possa  esser  fattore  dell’equazione  (1) 
conviene  che  il  resto  sia  nullo  indipendcntcmcnle  dal  valore  d’  x.  Si 
avranno  dumpe  fra  p e q \e  due  e(|uazioui 

P = o , Q = o ; (3) 


le  quali  se  forniranno  per  p e q uno  o piu  valori  razionali,  questi  so- 
stituiti in  (2)  daranno  uno  o più  fattori  di  secotnlo  grado  dell’  cipia- 
zìoiie  proposta.  Per  ottenere  ì valori  di  p c q si  eliminerà  da  jirinia 
^ , e si  avrà  un’ crjuazione  in  p,  dalla  (juule  col  inetodu  dell'art.  pre- 
cedente convien  cercare  le  radici  razionali.  L’e([uazione  in  p , perciò 
che  p rappresenta  la  somma  di  due  qualsivogliuno  delle  n radici  della 

(i)  , sarà  di  grado  ^ ; e di  eguale  grado  sarebbe  l’equazione 

in  q.  ^ 


^07.  Lo  stesso  metodo  può  seguirsi  pe’ fattori  di  terzo  grado.  Divisa 
iulalli  r equazione  (1)  per  il  polinomio 

x^  + px'  .{■  qx  r , (f) 

si  arriverà  ad  un  resto  Px'  + Qx  + 1{  , che  dovendo  esser  nullo  in- 
dipendentemente dal  valore  d’  .r  , darà  fra  p , q c<ì  r le  tre  equazioni 

P = o,  q-=o,  Px  = o.  (5) 

Da  (fucste  eliminate  le  due  q ed  /■  si  avrà  un’equazione  in 71  , la  quale 
servirà  per  determinare  tauli  fattori  di  terzo  grado  , quante  sono  le  sue 
radici  razionali. 

Si  vede  che  questo  metodo  può  estendersi  a un  fattore  di  qiialuii- 
(jue  grado,  perche  sempre  il  numero  de’ coefficienti  .da  deterniiuarsi  c 
quanto  il  numero  delle  equazioni  che  fornisce  il  resto. 

70R.  .Si  potrebbe  per  (jiiesta  ricerca  seguire  altia  via  , la  «piale  con- 
siste nel  supporre  1’  equazione  data  «leconiposta  in  due  fattori  , i cui 
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coefHciemi  sono  incogniti.  Formando  il  prodotto  di  questi  fattori  si  avrli 
uu' equazione  che  deve  essere  identica  con  la  proposta.  Sicché  egua- 
gliando i coefficienti  della  stessa  potenza  d'x,  si  avranno  tante  equa- 
zioni quante  tic  sono  necessarie  per  la  deterniiuaziouc  de' coefficienti  in- 
cogniti de’ fattori. 

Suppongasi  per  es.  che  il  primo  membro  dell’  eq.;azioue  di  quarto 
grado 

x' + .,4,ar’  + + /?4  = o (6) 

risulti  dal  prodotto  de’  due  fattori 

(x*  +;»x  + «7)(x* +^x  + q')=  o.  (7) 

Efictiuando  il  prodotto  si  ha 

+ 0»  +F' V + (</  +PP'  +7'K  +(P'7  +/’7')^  + 7?'  5 

il  quale  paragonato  col  primo  membro  della  (6)  dh 

p^p'znA^,  (f  +pp'  + q'  = A^  , p'q+pq'r=Aj,  qq'=iA^,  (8) 

che  sono  quattro  equazioni  per  determinare  7 j q'  Mettendo 

il  valore  di  p'  =z  A,  — p nella  seconda  e nella  terza  , e poi  ricavando 
i valori  di  q e di  q'  si  ottiene 

„,^4i  — {,A,~-p){A,-pA,^p'). 



Questi  valori  messi  nella  quarta  , danno  l’ equazione  finale 

+ (3y^.*  + - y^,(  + 4y^  J;;’ 

+ (ayrf,*<  + A,  A,  + A,'  - 4/f,  )p'—AXA,A,  + A,‘—/iA,)p 

+ A^A^Ai~A,‘Ai  — A^*=zo.  (9) 

Determinato  per  mezzo  di  questa  equazione  un  valore  razionale  per  p , 
dalle  equazioni  (8)  si  ottengono  con  faciliti  i valori  di  pf  q e q' , 

709.  I coefficienti  de’  fattori  essendo  funzioni  conosciute  delle  radici 
dell’  equazione  data  , si  può  per  una  di  queste  funzioni  trovar  diretta- 
mente  r equazione  da  cui  dipende  (11°  G5a)  ; e poi  da  <[ucsta  funzione 
conosciuta  trovar  quelle  da  cui  dipendono  gli  altri  coclllcienti  (11°  653). 
Cos'i  per  cs.  trattandosi  del  fattore  di  secondo  grado  si  ha 

= x^  + X.  , 

c r equazione  da  cui  dipende;^  c stata  data  nel  n"  65o  ^ da  ijuesta  po 
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può  trovarsi  ( n<*  653)  la  funzione 

? = *.*.• 

710.  La  scomposizione  in  fattori  potrebbe  essere  scelta  come  mezzo 
di  risoluzione  di  un’equazione,  purché  rerjuazione  da  cui  di[iendc  uno 
de’  coeffìcienti  del  fattore  potesse  ridursi  ad  un  grado  inferiore  a quello 
della  proposta.  In  tal  caso  la  risoluzione  di  uu’  equazione  dipende- 
rebbe da  quella  di  un’altra  di  grado  inferiore. 

Trattandosi  dell’  equazione  di  terzo  grado 

x'  + + A^x  A^  — o , 

è facile  vedere  che  niun  vantaggio  si  trarrebbe  dal  supporla  messa 
sotto  la  forma 


(x  + a)(x*  + + 7)  = o 5 

perciò  che  la  determinazione  di  a equivale  alla  risoliuionc  della  pro- 
posta j e i coclTicienti  p c q dipendono  da  equazioni  di  terzo  grado  , 
diflicili  a risolversi  quanto  c la  proposta. 

llispctto  all' equazione  (6)  di  quarto  grado  , la  supposizione  che  essa 

f tossa  risultare  dal  prodotto  de’  lattori  di  secondo  grado  (7)  conduce  [ter 
a dctenninazionc  di  p all' equazione  (9)  che  è di  sesto  grado.  Ma  que- 
sta equazione  presenta  una  circostanza  che  permette  di  abbassarla  al 
terzo  grado  , ed  è che  se  si  suppone  A^  = o , svaniscono  il  secondo, 
il  quarto  , e il  sesto  termine.  Se  dunque  dall' equazione  data  si  fa  sva- 
nire il  secondo  tcriniue  , la  decomposizione  in  due  fattori  di  secondo 
grado  dipcnder'a  da  un’  equazione  di  sesto  grado  risolubile  a modo  di 
quelle  di  terzo.  La  supposizione  A o riduce  le  equazioni  (6)  e (9) 


alle  seguenti  : 

x"*  + A^x^  A^x -i- A^  = o , (»o) 

+ (yf,  — — ^5’  = o.  (li) 

Quest’  ultima  , fatto  p*  — t , diviene 

— ^5*  = ° (‘^) 

che  c simile  a quella  del  u°  C90. 

Le  equazioni  (S)  con  le  ipotesi  yrf,  = o , />*  = < danno 

q + q'  = A,  + t,  q'  — q = ±Yi>  ('3) 

d'  onde 
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La  (7)  diviene 

( **  + + 9 )(*’ — V<*®  + 9*)  = o-  (*5) 

Sostituendo  per  t una  qualunque  delle  radici  della  (>t^  , i due  fat- 
tori della  (i5)  eguagliati  a zero  daranno  le  quattro  radici  della  pro- 
posta . 

Si  vede  adunque  che  la  scomposizione  in  fattori  offre  un  modo  di 
risoluzione  per  le  equazioni  di  quarto  grado  ; ed  c quello  di  cui  fece 
uso  Cartesio.  È degna  di  esser  notata  la  circostanza  che  rende  la  scom- 
posizione possibile,  ed  è che  lo  svanir  del  secondo  termine  dell'equa- 
zione data  fa  si  che  le  somme  di  due  radici  prese  di  tutte  le  maniere 

risibili  divengono  a due  a due  uguali  e di  segno  contrario  , siccome 
facile  verificar  direttamente.  Perciò  questo  metodo  non  ù che  esclu- 
sivamente applicabile  al  quarto  grado. 

7 II.  1 due  fattori  della  (i3)  eguagliati  a zero  danno  le  quattro  radici 

*=iv<±yr:^'.  (16) 


Or  siccome  / può  aver  tre  valori,  si  potrebbe  credere  che  sostituendo 
successivamente  per  t ciascuno  de’  suoi  valori  si  avessero  per  x in  tutto 
dodici  valori  diversi.  È facile  convincersi  che  questa  circostanza  non 
potrebbe  verificarsi;  imperocché  ridenliù  delle  equazioni  (10)  e (i4)j 
su  cui  è fondalo  questo  modo  di  risoluzione  , dipendendo  dalla  condi- 
zione (12)  , è chiaro  che  qualunque  valore  si  prenda  ;>er  t , purché 
verifichi  la  condizione  (12),  deve  dare  per  x sempre  i medesimi  valo- 
ri , i quali  potranno  dillerire  solo  nell’  ordine.  Volendone  far  la  veri- 
ficazione , si  chiamino  a , ò , c le  Ire  radici  della  (12);  si  avra  (n°  606) 

— — ^(®+*  + c),  = + Vabe^  convenendo  il  segno  superiore 

se  è positivo  , e l' inferiore  se  negativo.  Questi  sostituiti  nelle  (i3) 
danno 


*9  = ‘ — + * + a7'  = « — i(a  + i+c)+-^^. 

Mettendo  per  t una  qualunque  delle  tre  radici  della  (i3) , per  es.  a, 
si  ottiene 


< — 49  = A+  c4.  i\bc  — (V^  -f-  V'^)*  > 
t — 49'=  ^ i 7,\bc  = ( yò  + y<^)’* 
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Questi  valori  sostituiti  r.eile  (i6)  danno 

,r  = ^(-v« V*  + VO  , »-  = i(-V«  - V*±VO, 

® = ^(  V"  ■!- V*  ± v^c)  , * = ^(Va  — V*  + V'^)  > 

che  sono  identici  a quelli  trovati  nel  n”  5ai.  I quattro  valori  che  si 
hanno  prendendo  il  segno  supcriore  di  corrispondono  al  caso  di 
positivo  j altri  quattro  son  relativi  al  caso  di  negativo. 

712.  È da  osservarsi  in  fine  che  la  (12)  ammettendo  necessariamente 
una  radice  reale  postiva  , i due  fattori  di  secondo  grado  della  (i5) 
saranno  sempre  reali.  Un  caso  sembra  far  eccezione  , 'ed  è quello  in 
cui  essendo  A^~o  si  prende  t = o.  I valori  di  q determinati  dalle 

formolc  (i3)  ricevono  la  forma  Ma  la  seconda  e la  terza  delle  equa- 
zioni (8)  dando 

q +q>  = A,+t,  qq'  = A,, 
si  vede  che  q c q'  sono  radici  dell'  equazione 

M*  — {A,  + t)u  -i»  A^=i  o , 
c nell’  ipotesi  t = o , si  ha 

q=lA,  q•=lA,-l^/A7^.^ 

La  (i5)  diviene 

(x*  +7')  = °>  (’7) 

che  nel  caso  di  — ^A^  o prende  la  forma 

(x’  _/_gY“)(®’  — /+gV—  0 = o* 

Da  questa  si  ha 

I » 

®=±(/+sV— *)’>  * = ±(/— «V— O • 

Combinando  fra  loro  i due  fattori  corrispondenti  al  segno  supcriore  , e 

?uelli  corrispondenti  all’ inferiore  , e tenendo  conto  dalla  Iraslorinazione 
17)  del  n°  673  , si  otlcngouo  due  fattori  reali  di  secondo  grado,  sic- 
come dev’essere  (n“  6oa  ).  Del  resto  questo  caso  poteva  trattarsi  di- 
rettamente , peichc  la  (10)  con  la  ipotesi  yf,:=o  diviene  un  e<}ua- 
zione  trinoroia  ( 11°  258  ). 
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ART.  IH. 


Ricerca  de’  J attori  razionali  multipli. 


713.  Sia  rappresentata  per 

/W  = o (.) 

l' equazione  x”  + ec.  = o di  grado  n.  Aflinehè  que- 

sta possa  avere  un  fattore  multiplo  di  primo  grado  è neces- 
sario ebe  si  possa  metter  sotto  la  forma 

( X — a)'t(x)  = o , (2) 

essendo  un  polinomio  di  grado  n — i.  Ora  se  si  fa 
X z=  a -i-  y , si  avrà  ( n°  461  ) 

/(a + y)=/(a) +/(«). _y  + ^f"{a).y'  + +/. 


Rimettendo  per  y il  suo  valore , si  avrà 

f(^x)=f{a)^{^x-^)f{a)+{x-ay:C^  + 

....+(x-a)\  (3) 

Or  se  <J  è una  radice  della  (1),  sarà  y*(o)  = o,  c l’equa- 
zione stessa  prenderà  la  forma 

{X  - a)  [/(«)  + +(x-a)‘  • • • + (*-«)-  ] = o 

(4) 

siccome  già  era  noto  ( n"  465).  Si  supponga  che  la  radice 
a non  riduca  solamente  /*(«)  = o , ma  molte  delle  derivate 
che  seguono,  cioè  sia  anche y’'(a)  = o , y"(a)  = o , ce.;  indi- 
cando per  i l’ ordine  della  prima  derivata  che  non  si  annul- 
la , sara 

f{x)  = ( a:  — o )>(i)  ; 
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- + (x — a). 

I 1.2 


Dunque  adinchc  l’ equazione  proposta  possa  prender  la  forma 
(2)  , conviene  che  si  abbia 


/(a)  = o , /(a)  = o , /"(o)  = o . . . . = o , (5) 

cioè  conviene  che  a sia  radice  comune  delle  equazioni 

/(x)  = o , /(X)  = o , f'(x)  = o . . . ./(^o  (x)  = o.  (6) 

Viceversa,  quando  le  condizioni  (5)  sono  adempiute,  dalla 
(3)  si  rileva  che  /"(x)  acquista  necessariamente  il  fattore 
(a:  — o 

714-  Se  si  conosce  una  radice  a e si  vuol  sapere  se  questa 
radice  è ripetuta , bisogna  andarla  sostituendo  nelle  derivate 
successive  dell’  equazione;  sarà  radice  doppia  se  soddisfa  alla 
sola  prima  derivata  , tripla  se  soddisfa  alla  prima  derivata  e 
alla  seconda  , ec. 

716.  Siccome  le  derivate  si  deducono  tutte  nella  stessa 
maniera  i’una  dall’ altra,  in  conformità  della  (5)  si  deve  avere 

+ (*— «)  -/'(a)  +(»—«)*  • + (a;— o)-»  ^ ; 

e per  le  condizioni  (5)  si  ha  pure 

/-(x)  = (x  — ,(x).  ' (7) 

Parimente  si  troverebbe 

/"(x)  = (x  — a)'->?.Cx)  , 

/"'(*)  = (a;  — j(a^)  , 

/(— :(x)  = (x  — a)?;-(x)  ; 

essendo  ip.(x),  (^i(x),  ec.  tutti  polinomi  di  grado  n — t. 
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Da  ciò  si  raccoglie  che  se  la  prima  derivata  ha  un  fattore  sem- 

{>lice  comune  con  la  proposta,  questo  sarà  fattore  doppio  del- 
’ equazione  proposta  ; se  la  seconda  derivata  ha  un  fattore 
semplice,  comune  con  1’  equazione  data  c con  la  prima  deri- 
vata, questo  sarà  fattore  doppio  della  prima  derivata , fattore 
triplo  della  proposta  ; e cosi  di  seguito. 

7 16.  Siccome  le  equazioni  (6)  non  possono  esser  verificate 
da  un  medesimo  valore  d’ x senza  ammettere  un  divisore  co- 
njune,  cosi  per  esaminare  se  un’equazione,  di  cui  non  si  cono- 
scono le  radici , ha  fattori  multipli , si  vedrà  col  metodo  del 
massimo  comun  divisore  ( n°  6 io)  se  fra  J'(x)  e J^(x)  esiste 
qualche  divisore  comune.  Se  non  si  trova  , 1,’  equazione  pro- 
posta avrà  tutte  le  radici  disuguali.  In  caso  contrario  sia  Z) 
il  massimo  comun  divisore  fra  questi  due  polinomi  ; se  que- 
sto è di  primo  grado , 1’  equazione  (i)  non  avrà  che  una 
sola  radice  doppia.  Ma  se  Z)  è un  polinomio  di  grado  su- 
periore, è necessario  esaminare  se  irnf(^x')  o pure  fra 

Z)  e f‘\x)  vi  esiste  qualche  divisore  comune.  Sia  Z),  que- 
sto divisore  comune  ; si  vedrà  se  tra  D,  e/"'(  *)  vi  è qual- 
che divisore  comune  ; e cosi  si  proseguirà,  finché  si  pervenga 
ad  un  divisore  ZJ,  che  non  ha  più  alcun  fattore  comune  con 
la  derivata  seguente.  Allora  la  ricerca  delle  radici  eguali  di- 
• penderà  dalla  risoluzione  dell’  equazione  ZJ*  = o. 

717.  Siccome  f'(_x)  non  può  avere  un  fattore  semplice 
X — »,  comune  con  /"'(x)  e/'(x),  se  _f'(x)  non  ha  il  fattore 
doppio  (x — a)’,  si  vede  che  quando  iva  f(x),  f(^x),f\x) 
esiste  un  fattore  comune,  D deve  necessariamente  aver  fat- 
tori multipli.  In  vece  dunque  di  trovare  il  divisore  comune 
tra  D e J"(x)  , si  può  far  la  stessa  operazione  tra  ZJ  e la 
prima  derivata  di  £).  Similmente  chiamando  questo  mas- 
simo divisor  comune , si  farà  la  stessa  ricerca  tra  D,  e la  sua 
prima  derivata  ; e così  di  seguito.  « 

718.  La  risoluzione  di  un’equazione  che  contiene  fattori 
multipli  si  può  riportare  alla  risoluzione  di  un  certo  numero 
di  equazioni  aventi  fattori  semplici. 

Per  fissare  le  idee  , si  supponga 

= _ (8) 

00 
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/'(*)  = 

dove  con  P sono  iiulicaii  tulli  gli  altri  fattori  che  entrano 
in  f'{x).  Si  avrà 

D = (9) 

Similmente  dovrà  aversi 

f\x)=zX,.X,\X*.P', 

e il  massimo  comun  divisore  fra  /^{x)  e J^'(x')  , ovvero  fra 
D e f"(  x)  , o in  fine  tra  D q la  sua  prima  derivata,  sarà 
sempre  . Ciò  posto  chiamando  Z),  il  massimo  co- 

mun divisore  fra  D e la  sua  prima  derivata , Z>,  il  massimo 
comun  divisore  fra  D,  c la  sua  prima  derivata,  ec.,  si  avrà 
nel  caso  attuale 

D,  = X,X^'X,^  , Z?.  = , D,  = X, . (IO) 

Dividendo  1’  una  per  l’altra  le  (8),  (g)  c (10),  e indicando 
con  le  Q numerate  i quozienti , si  avrà 

. . -(-P=:  <?.  = X^X^X,X,X,  , 

^=Q,-X,X,X,X,, 

^=Q,  = XsX,X,, 

~~-Q,  = X^Xr, 


e da  questi  si  ha  infine 


Conosciuti  i fattori  X, , X^,  X3 , ec. , la  risoluzione  della 
proposta  è riportata  alla  risoluzione  delie  equazioni 

X,=o,  X,  — o,  A'j  = o , A'4  = o , A',  = o : 
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ciascuna  delle  quali  non  ha  che  radici  semplici.  La  prima 
dà  le  radici  semplici  della  proposta,  la  seconda  le  doppie, 
la  terza  le  triple  , ec. 

Sia  per  es.  1’  equazione 

*• — lyar»  4. 1 +20**— .aSSa:*  + 1 o 1 3*^ — ao8  ix’4«  2686**—!  980» 

4>  6000  c;  o . 

Si  troverà  con  l’ indicato  metodo 

D =3  X*  — 6x’  4.  17X*  — a8x  4-  20  , 27,  os  x — a ; 
e quindi 

= X*  4“  — 6x*  4«  5ax*  4. 63x  4>  So  , 

^ = Q.  = X*  — 4x*  4.  gx  — IO  ; 

e infine 

O Q 

^=s  x*4  3x  — 3,  -J  = x*— .2x4.5,  27,  3x«>a. 

Vf» 

Perciò  r equazione  dau  prenderà  la  forma 

( X*  4.  3x  — 3)(x*  — 2x  4*  5)*(x  — 2)’  s:  0 ; 
e la  sua  risoluzione  è ricondotta  a quella  delle  tre  equazioni 
X*  4-3x  — 3 = 0,  x’  — 2x  4-5  = 0,  x— 2 = 0. 

ART.  IV. 

Ricerca  de’ fattori  razioìiali  risultanti  dal  prodotto 
di  fattori  binomi  di  grado  superiore  al  primo. 


719.  Un’equazione  della  forma 

X-*  4-C,x-(*-0  4.  C,x"(*-*)  4- 4-  Ci-.x’"  4*  Cj  = o 

sì  abbassa  al  grado  k facendo 


x"  = X. 


* 


(•) 

(>) 
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Si  lui  coti 


a*  + C.**-  + C,a‘-  + + C*-.a  + C»=  o.  (3) 

Chiamando  a,  , a,  , a, a.  le  radici  di  questa  cqiiazicme,  si  avii 

la  risoluzione  compiuta  della  (aj  risolvendo  le  equazioni  binomie 


Quindi  la  risoluzione  della  (u)  si  riporla  a quella  di  un'  equazione  di 
grado  A,  e di  k equazioni  biiiomic  di  grado  m. 

La  (a)  può  considerarsi  come  risullautc  dal  prodotto 

(x"  - a,  ) (x-  _ a.  ) (a:"  - *3  ) (x"  - a J = o ; (5) 

m 

e chiamata  a ima  delle  radici  immaginarie  di  V‘  i quella  equazione 
rimarrò  invariata  allorché  per  x si  mette  uno  qualunque  do*  valori 

X , ax  , a*x  , (6) 

Questa  proprietò  permette  di  scoprire  in  un’equazione  i fattori  della 
forma  (a)  con  metodo  molto  più  semplice  di  quello  esposto  preceden- 
temente (n°  7060  seg  ). 

730.  Sia 

/(*)  = « (0 

un'  equazione  dì  grado  n \ e vogliasi  trovare  il  fattore  razionale  che 
contiene  tutti  quelli  della  forma  x" — a. 

Si  chiami  X la  somma  di  tutti  i termini  , nc'qiiali  responente  d'  x 
è divisibile  per  m (fra  questi  è compreso  il  termine  nolo)  , la 
somma  di  quelli  che  divisi  per  x hanno  un  esponente  multiplo  di  in  , 
X^  quelli  che  divisi  per  x*  lasciano  un  esponente  multiplo  di  in,  ec., 
1*  equazione  proposta  sar'a  rappresentata  da 

. X + X,X  + A',X*  + + Xm-iX"^'  = o.  (7) 

È chiaro  che  se  X , X,  , A',, Xm-z  hanno  un  fattore  co- 

mune , questo  sarò  anche  fattore  della  proposta.  Ora  un  fattore  delle 
A”,  A*,  , X^  , cc.  non  può  esser  che  della  forma  (6);  perciò  per  tro- 
vare i fattori  di  questa  forma  basterà  dopo  aver  data  all’ eipiazione  la 
forma  (7)  trovare  il  massimo  comun  divisore  fra  i polinomi  A',  A’,  , 

Si  può  anche  pervenire  alla  stessa  conclusione  osservando  che  ne’ po- 
linomi Xf  X,  , X^  , ec.  della  (7)  si  può  fare  x™  = i.  Rappresen- 
tando allora  questi  polinomi  per  X , Z,  , , ec.,  l' equazione  data 

può  considerarsi  come  risultante  dall' elìininaziunc  ili  ~ fra  requaziunc 
x"*  = s e r altra 

Z + ;?.x  + Zx’  =0,  (^fl) 
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nella  quale  i coefllciciili  di  x non  contengono  più  x.  Ora  il  fattore 
della  (K)  che  ti  cerca  , dovendo  rimanere  invariato  quando  pru'  x si 
inette  uno  qualunque  de’  valori  (6)  , dcv’  esser  fuuzioue  della  sola  a. 
Perciò  essendo  indipendente  da  x deve  esser  fattore  comune  de' coeU 
ficienti  , e si  troverà  cercaudo  tra  essi  il  massimo  comua  divisore. 

Sia  per  es.  1'  «[nazione 

a;»  — 3x®  + aar*  -f  ax*  — 3x’  — i5x*  + ao  =:=  o , 

della  quale  si  domandano  i fattori  binomi  di  terzo  grado.  Messa  sotto  la 
forma 


x’  + ax*^  — 3x’  + ao  — 3x*  (x*  — ax’  + 5)=  o 

si  tratterà  di  cercare  il  massimo  comun  divisore  fra  x’+ax® — 3x’+  ao 
ed  x^  — ax^  4-  5.  Si  trova  per  questo  massimo  comun  divisore 
X*  — ax^  4*  ^ conterrà  i (attori  richiesti. 


ART.  V. 


Equazioni  reciproche. 


^ai.  Diconsi  reciproche  le  equazioni  le  quali  non  cambiano  di  forma 
allorché  per  x si  mette  ^ . Per  es.  è reciproca  1’  equazione 

x'  4"  4"  4-1=0,  perchè  scrivendo  - in  vece  d’x  si  ha 

\ A B A 

I =u  , la  quale  moltiplicata  per  x^  riesce  iden- 
tica alla  proposta.  In  generale  se 

/W  = o (0 

rappresenta  1’  «[uazione  data  di  grado  n , alEnchè  sia  reciproca  con- 
viene che  si  abbia  1'  identità 

/(^)  = -^"/0-  (a) 

Trattasi  di  determinare  le  relazioni  fra  i coelHcienti , affinchè  la  con- 
dizione (a)  possa  aver  luogo. 

Sia  in  generale  un’  equazione  di  grado  pari 

(3> 
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Scrivendo  - in  vece  d'*  e moltiplicando  per  ti  ha  l’eqnaiione 


"•m  "«HI 

+ ^**  +-^*+*~«=0-  (>) 


Dovendo  le  equazioni  (3)  e (4)  estere  identiche  , sarh 


La  prima  dk  s=  + i . Adottando  prima  il  segno  + , si  trova 

— 1 I Aim~i  = ^ m-l  = , . . . . ; 

e prendendo  =:  — i , si  trova 

A^„  = —r  X 1 A,m-,^ — A,  , Attt-t  ——  A^, ....  A^z=  o. 

Perciò  un’  equazione  di  grado  pari  è reciproca  , se  ha  una  delle  do'; 
forme  seguenti  : 

x*’"+^^a>>— +...+>^„ar'"+...+^,a:*+^,a;+l=o  , (5) 

**"+yf,ar>"-‘+5.ar>"->-J i-A^,x’^'-Am*tX»-'-..-A  ,x'-A  ^x—iz=o. 

(6) 

Operando  nel  modo  stesso  sopra  l’equazione  generale  di  grado  impari 
a:»— +^,a:*’"+yf.x— ■+  . . +A„x"^'+A^.,x”+ 

A O 

ti  troverò  che  per  esser  reciproca  deve  avete  una  delle  forme  seguenti  ; 

x>—+^.x‘’"+ + ^,,x’"+ p^.x  + i=o  (7) 

^,x— 1 =0.  (8) 

735.  Le  equazioni  f6)  (7)  e (8)  , riunendo  i termini  estremi  e quelli 
ad  egual  distanza  dagli  estremi  , si  mettono  sotto  la  forma 


X*"" — i+j^jX(x>"-' — i)+A,x*(x‘'*-* — i)+...+yrf,^,x"-'(x’-i)=o,(9') 
q.^_x(x>—  + i)  + /f,x‘(.T’—5  + i)+..+.tf^x’"(x+i)=o,  (10) 
x**|*‘— l+/f,x(x*"-‘ — i)+y^,x’(x>*-’ — 1)4. . , +A^x’”{x—i)=o.  (li) 
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La  (g)  ha  per  fattore  x*  — i (ii"  73Ì , il  quale  dlt  le  radici  «=+ 1 ; la 
(io)  ha  per  làtlorex+i  (ii“  74)  > il  quale  dà  x = — 1;  la  (Ti)  ha 
per  faltore  x — l ( u“  72  ) , il  quale  dà  x=l.  Sopprewi  questi  fat- 
tori , le  suddette  equa^iuui  si  riducono  alla  forma  della  (5).  Quindi  di 
tutte  le  equazioni  reciproche  basterà  considerare  quelle  sole  della  forma 
(5)  , perciò  che  tutte  le  altre  si  possono  ricondurre  a questa  forma 
con  la  soppressione  de’ fattori  couteuenii  le  radici  •}•  i,  o — i. 

723.  Dividendo  1' e(|uazione  (5)  per  x*” , e riunendo  i termini  ad 
egual  distanza  dagli  estremi  , si  avra 

*■+?  + '"■  (--'+Ì-.)  + -^.(*-+5r.)+-  +^-.(*  + j) 

+ ^„=o.  (la) 

Si  faccia 

’ (*3) 

K'clla  formola  (7)  del  n°  laa,  scrivendo  x in  vece  di  a e ^ per  b, 
essendo  = 1 , sarà 

« . * I.  m—5  m — 5 m — 3 , . , 

X + -^=a  — ^ — s"”* — m. — ^ — . — - — s"*^  + cc.  (i4) 

Per  mezzo  di  questa  eguaglianza  si  possono  esprimere  in  z i diversi  bi- 
nomi chiusi  tra  parentesi  contenuti  nella  (1 1) , la  quale  con  questo  mezzo 
si  convertirà  in  un'  equazione  di  grado  m che  potrà  essere  rappresen- 
tala per 

a-  + C,a—  -f-  C.s— > + + = o.  (t5) 

La  relazione  (la)  dà  inoltre 

x’  — ax  + I = o.  (16) 

Chiamando  a,  ’,  a,  , a, a^  le  m radici  della  (i5),  e messe  suc- 

cessivamente nella  (16)  in  luogo  di  a , si  avranno  le  equazioni  di  se- 
condo grado 

X*  — x^x+  iz=o,  X*  — x.x  + 1 = 0, X*  — a„x  + 1=0,  (17) 

le  quali  daranno  le  coppie  di  radici  a , - ; ^ >\i 

Dunque  un’  equazione  reciproca  di  grado  pari  che  non  contiene  le 
radici  + i , perciò  che  le  radici  si  possono  disporre  a coppie  , si  ab- 
bassa ad  uii  grado  suddu[ilo  preiidcudo  per  iucoguila  la  soiniiia  delle 
radici  che  formano  una  coppia. 
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Sia  per  es.  1’  equazione 

6**  — 35x*  + 56x*  — 56x*  + 35x—  6=  o. 

Soppresso  il  fattore  x*  — i , il  quale  si  riconosce  operando  come  nel 
n"  'J22  , si  riduce  a 

6x^  — 35x*  + 62x*  — 35x  + 6 = o ; 

a dividendo  per  x*  , si  lia 

® + j)  + = °- 

Fatto  X -f*  — = a ) si  ha  x*  + — - s:  **  — a.  Sostituendo  si  ha 

a?  X 

6*'  — 35*  + 5o  =:  o , 

la  quale  d!t  *=  “•  Sostituendo  questi  valori  nella  (i5),  ti 

hanno  le  due  equazioni 

. .5 

X — X +1=0,  X — -X  + 1=0. 

o a 

La  prima  dh  x = 3 , x = - ; la  seconda  , x = a , x = -.  Dunque  le 
sei  radici  della  proposta  sono  ;3,  ^,a,i,i,  i. 

734.  Le  equazioni  binomio , essendo  necessariamente  reciproche,  pos- 
sono esser  trattale  nello  stesso  modo. 

Consideriamo  1’  equazione 

— J = 0 ; 

dividendola  per  x — i , si  ha  il  fattore  di  quarto  grado 
x'*  + x’  + X*  + X + 1 = o. 

Operando  nel  modo  indicato  , si  avrk 

X + ^ + 1 = o: 

X*  * flC  • ’ 

e fallo  X + ^ ® » , sarh  .r*  + — = *’  — 2 ^ e quindi 
**  + * — 1=0. 
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Da  questa  ii  beava  ass— - V5.  ouikteguenza 


I — . ' + V5 

»•  4. 5—  j;  -(•  I = o , fr*’  4 jT  4.  I = o 

a a 


daUe  quali  risulta 

»s=— + |(io  + ay5)*V — •»  *=*  — ~^+*(io— aV5)’ V-i. 

Per  questa  via  potrebbero  anche  ottenersi  le  radici  dell’  equazione 
c’  — 1 ; ina  quelle  delle  equazioni  j”  — ir=:o,  la  quale  da  luogo  ad 
un’equazione  di  quarto  grado,  hanno  bisogno  di  altre  ricerche. 

725.  Allo  stesso  modo  potrebbero  esser  trattate  le  equazioni  recipro- 
che della  forma 


+ .(^,c**-’a;+c*’’=:o  (17) 


le  quali  non  cambiano  allorché  per  x si  mette — . Fatto  allora 
»+—  = *,  in  vece  della  (t3)  converrà  &r  uso  dell’altra 


^c®*"-*4.ec,(i8) 


j,  c’  „ . m — 3 m — 5 m— 4 

— s.=a  — mc*»"-’+ni . c'z"-4 — m 

^x”'  ^2  2 

Del  resto  la  (17)  si  riconduce  allo  (5)  facendo  x = cy  ( n°  640). 

726.  £ da  avvertirsi  finalmente  che  se  si  avesse  l’ equazione 

_ m — 3 m — 5 m — 4 . 

s — mcz"~*+7n. c’a"-^ — m. . — — c’a*-®+ec. 

a 2 3 


che  è la  (12)  del  n“  682  , si  potrebbe  risolvere 


perchè  allora  ne  risulta 


ovvero 


x‘"  — £/x~  + c"  = o , 

da  cui 


facendo  x = x + - ; 

X ' 


Le  m radici  date  da  queste  equazioni  debbono  combinarsi  in  modo  che 
nel  loro  prodotto  diano  c ; perciò  si  avranno  iicr  c eli  stessi  valori 
dati  nel  n°  682.  ® 
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ART.  "VI. 

Considerazioni  generali  intorno  alle  equazioni  suscettibili 
di  abbassamento  o di  riduzione. 


^27.  Un'  equazione  si  può  abbassare  di  grado  , o ridurre  ad  uu  al- 
tra di  grado  inferiore  , allorché  si  conosce  una  qualche  relazione  fra 
le  radici. 

In  dfetti  sia 

x’’  + ^,x"-'  + A„-=.a  , a f[x)-=zo  (i) 

un’  equazione  di  grado  n , le  cui  radici  sieno  rappresentate  per  , 

X,  , X, , x^^.  Si  supponga  che  fra  alcune  di  queste  radici  vi  sia 

una  relazione  rappresentata  da 

f(x,x.xj....xt)  = ;»  , 

essendo  p una  quantità  nota  , o anche  zero.  Col  metodo  del  n’  653  si 
potranno  trovare  i valori  corrispondenti  di  altre  funzioni  , sicché  pos- 
sano da  queste  detenninarsi  le  equazioni  da  cui  dipendono  le  x,  , x,  , 
Xj,....x^.  Queste  equazioni  saranno  altrettanti  fattori  della  proposta. 


^28.  II  grado  de’  fattori  e la  condizione  de’  loro  coefficienti  dipen- 
dono egualmente  dalla  natura  della  relazione  data. 

Si  sujiponga  da  prima  che  la  (2)  non  abbia  luogo  che  fra  le  sole 

radici  x , x , x, Xj..  Se  la  funzione  x,Xj.Xj . . . .x^  ) cambia 

sempre  (li  valore  allorclic  si  permutano  fra  loro  le  x ovvero  gl’  indi- 
ci , ciascuna  di  queste  radici  (Jipender'a  da  un’erjuazionc  di  primo  grado, 
c saih  perciò  razionale;  quindi  l’ equazione  saia  divisibile  per  lo  fattore 
(x  — x,)(.r  — x^)f.x  — .rj)....(x  — x^).  .Ma  se  la  funzione  ^ fosse  sim- 
metrica rispetto  alle  x^  , x^  , <|ueste  due  radici  dipcndereblx'ro  da 
uu’  equazione  di  secondo  grado  ; perciò  1’  c<|uazione  data  ammetterebbe 
uu  fatture  di  secondo  grado  e A — 2 fattori  di  primo.  Similmente  se 
la  funzione  ^ fosse  simmetrica  solamente  ris|>elto  alle  x,  , x^  , Xj  , 
queste  tre  dipenderebbero  da  un’  equazione  di  terzo  grado  ; e cosi  di- 
seguito.  Finalmente  se  la  funzione  f fos.se  simmetrica  rispetto  a tutte 
le  radici  che  contiene,  queste  radici  dipenderebbero  da  un’equazione 
di  grado  A che  sarebbe  uu  divisore  della  proposta. 


729.  Si  supponga  che  la  stessa  relazione  (2)  abbia  luogo  ancora  fra 
le  A radici  consecutive  a x^  , in  modo  che  si  abbia 

^(x*..Xi„ x.J=/A  (-3) 


Ciò  cipiivali!  a dire  che  la 
valore  col  sostituire  xr.,  a 


funzione  ?(. x, a’. -'‘i  ) cambia  di 
X,  , X».,  a X,  , x,j  a Xj.  Or  se  la 
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funzione  (a)  non  è simmetrica  rispetto  ad  alcuna  delle  radici  cbe  con- 
tiene , le  radici  della  data  da  «r,  sino  ad  « iroverenno  riunite  a 
coppie  , e dipenderanno  da  le  equazioni  di  secondo  frado  di  cui  saranno 
radici  rispettivamente  le  x, , ars-,  ; Similmente  se 

avesse  luogo  ancora  la  relazione. 

x^)=zp,  (4) 

r equazione  (i)  ammetterebbe  k fattori  di  terzo  grado,  che  avrebbero  per 
radici  rispettive  i terni  di  radici  a",,  a’i-ija:,!*,  ;x,, 

In  il  ne  se  la  funzione  (2)  non  variasse  ullorclié  per  x,  si  sostituisse  cia- 
scheduna delle  xi-i  , ; ad  x,  ciascuna  delle  xs-,  , 

X,».,  , . . . . x('_i)i.i  ; ....  ad  Xj  ciascuna  delle  radici  x^.  , x^^. . . . x^, 
queste  radici  dipenderebbero  da  k equazioni  di  grado  l. 

nSo.  Se,  avendo  luogo  le  relazioni  (2)  c (.3),  la  funzione  x^x^...x^) 
fosse  simmetrica  rispetto  alle  .r,  , x^  , le  altre  radici  sarebbero  deter- 
minale nel  modo  già  detto;  ma  le  due  x,  , x^  dipenderanno  da  un'e- 
quaziooe  di  secondo  grado  clic  può  esser  rappresentata  per 

X*  + gx  -{-  fc  =r  o.  (5) 

Osa  essendo 

g =—  (x,  + xj  , ;»  = x,x, , 

• queste  funzioni  non  variando  allorcbb  per  .x,  , x^  si  mettono  xi.,  , 
x*.i  , ciascun  coefGcicnle  della  (5)  dipenderà  da  un  equazione  del  se- 
condo grado. 

Similmente  se  la  funzione  (2)  fosse  simmetrica  rispetto  alle  tre  ra- 
dici X,  , Xj  , X,  , e hanno  luogo  le  sole  relazioni  (2)  e (3),  le  suddette 
tre  radici  dipcridcranuo  da  un’ equazione  del  terzo  grado,  in  cui  i coef- 
ficienti dipendono  da  equazioni  del  secondo  grado.  E cos'i  di  seguito. 

j3t.  Finalmente  se  la  funzione  (2)  è simnielricn  rispetto  a tutte  le 
radici  che  contiene  , c di  più  ha  luogo  per  l gruppi  di  k radici  , le 

X,  , X,  , Xj Xj  saranno  radici  di  una  equazione  del  grado  k , i 

cui  coefficienti  dipendono  da  equazioni  del  grado/.  In  guisa  che  la  (1), 
se  fosse  di  grado  Ik  , si  troverebbe  decomposta  in  / fattori  di  grado  k , 
coi  coefficienti  dipendenti  da  un’  equazione  del  grado  /. 

Sia 

X*  + ix*-‘  + i/x*->  + + r«>  = o (6) 

r equazione  da  cui  dipendono  le  prime  k radici.  Siccome  si  ha 

* = (^1  +*,  + s ■ ■ • • +^i)= — (xi»,+x*.,+.Ti,j +x,j)=:  cc. , 

questo  coefficiente  dipenderà  da  un’  equazione  di  grado  / cbe  può  esser 
rappresentata  per 

^' + <7.*'- + 7.*'-  + •• +‘),=  o.  (-) 
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È chiaro  inoltre  che  siccome  gli  altri  coefBcienti  della*^(6)  sono  fun- 
zioni delle  Xj  , che  ammettono  un  numero  di  valori  eguale 

a quello  della  funzione  z , si  potrà  (n“  G53)  per  ciascun  valore  di  z de- 
terminare con  equazioni  di  primo  grado  il  corrispondente  valore  degli 
altri  coeflicieiiti.  Basterà  dunque  la  sola  equazione  (7)  per  dare  tutti  i 
coellicienti  della  (5).  Chiamando  , Zj  . . . . lo  diverse  radici 

della  (7)  , e n,  , , «j ...  .u,  , vVj. . . . w,  i valori  corri- 

spondenti degli  altri  coefficienti , sostituendo  successivamente  nella  (G) 
questi  valori , si  avranno  le  equazioni 

. .=0,  x*+z,x*-'+  , . .=0,. . .,x*-pz^“’+...=o  (8) 

dal  cui  prodotto  risulta  la  (1).  Se  il  grado  o la  forma  delle  (8)  è tale 
che  se  ne  possa  ottener  la  soluzione , la  risoluzione  dell’equazione  pro- 
posta dipenderà  da  una  equazione  di  grado  l , di  cui  l’ incognita  c una 
funzione  delle  radici. 

Cosi  un’  equazione  reciproca  di  grado  am  , per  la  quale  si  ha 


I 1 


ovvero 


X 


‘ 1 *5*4  = * *>—>*.»  = * » ' 

si  scompone  in  m equazioni  di  secondo  grado , nelle  quali  i coefficienti 
del  secondo  termine  sono  le  diverse  radici  di  un’equazione  del  grado  m. 

73a.  In  vece  di  eseguire  il  lungo  calcolo  cui  d'a  luogo  il  metodo  del 
n”  653  , per  determinare  dietro  la  funzione  (a)  o le  radici  di  cui  si 
compone  , o le  equazioni  da  cui  queste  radici  dipendono,  si  può  tenere 
ancora  un  altro  cammino.  Imperocché  sostituendo  nella  (1)  Icx, 
si  hanno  le  equazioni 

/(*.)  = “ > /(*.)  = ° • /(*t)  = o » (9) 


che  congiunte  con  1’  altra 


t(*,*,*s  


(^) 


formano  A + 1 equazioni  fra  A incognite.  Eliminando  tulle  le  inco- 
gnite meno  una  , per  es.  tutte  le  x , x, Xj  , rimarranno  due 

e(|uazioni  fra  la  sola  x^  ; le  quali  dovendo  esser  verificate  da  un  me- 
desimo valore  d'  x,  , ammetteranno  un  divisore  eoraune  che  sarà  un 
fattore  dell’ equazione  data.  Questo  divisore  comune  sarà  di  primo  gra- 
do , di  secondo,  o di  terzo  , ec.  secondo  il  mudo  come  la  x,  entra 
nella  relazione  (a). 

Cos't  per  es.  se  la  (a)  fosse 

X,  — X,  = 0 ' (io) 


Digitized  by  Google 


( 657  ) 

si  avrebbero  le  due  equaiioni 

».*  + + + + -^,=  o » 

x ' + A^xJ^'  + A,x^’-‘  + + +//„=:  o ; 

le  quali  sottratte  1’  una  dall’  altra  , e divise  per  x,  — x,  danno 

+ ìt.x."-’  + X/X/-5  + + 

+ + V’) 

+ + + + + ® 5 

c iàoendo  , ossia  eliminando  e sopprimendo  l’indice,  si  ha 

nx^'  + (n  — + («  — a)A^x"-^  + • • • • A,-,  = o , 

la  quale  dovendo  accordarsi  con  la  proposta  , deve  con  questa  avere  un 
fattore  comune’,  il  che  rientra  nella  teorica  delle  radici  eguali  (n“  7i3). 

733.  Da  quanto  si  è detto  risulta  che  1’  abbassamento  di  un’equa- 
zione non  può  verificarsi  senza  scomporla  in  fattori.  Ma  questa  scom- 
posizione, che  non  potrebbe  aver  luogo  nel  caso  generale  , perciò  che 
i coefficienti  de’ fattori  dipenderebbero  da  equazioni  di  grado  eguale  o 
superiore  alla  proposta  (n"  710  ) , si  rende  possibile  quando  esiste  (|ual- 
clie  relazione  fra  le  radici.  La  quale  relazione  o c data  dalle  condi- 
zioni del  problema  o dalla  forma  delle  equazioni.  Di  più  (|uando  ha 
luogo  la  riduzione,  cioè  quando  i fattori  ne’  (|tiali  si  scotnpone  la  pro- 
posta hanno  i coefficienti  dipendenti  da  un’ altra  equazione,  la  ridotta 
non  è che  una  trasformata  che  ha  per  radici  i diversi  valori  di  una 
funzione  data  delle  radici.  Sicché  i due  problemi  della  trasformazione 
e della  scoinposizioue  in  fattori  si  fanno  concorrere  a render  più  lacile 
la  risoluzione  dell’  equazione.  La  trasformata  riesce  di  grado  inferiore 
alla  proposta  per  eOelto  della  relazione  conosciuta. 

Resterebbe  ad  esaminare  se  la  riduzione  potesse  aver  luogo  per  effetto 
della  forma  della  funzione,  indipendentemente  da  qualunque  relazione 
tra  le  radici.  Ma  questa  ricerca  è legata  con  la  teorica  della  risoluzione 
generale  delle  equazioni  ; del  t|uale  argomento  si  tratter'a  in  seguito. 
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CAPO  Vili. 


irlTCICi  PELU  RlOICl  , E DETERHINiZIOUB  DE*  tOtO  «.Illltl 
PÀRTICOPÀRI. 

ART.  I. 

Natura  delle  radici. 


734.  Si  rappresenti  per  f{x)  o 1’  equazione 

*'  + A^x*-'  + + + + .,<,=3  1)  (:) 

e \><^r  f(x),f'{x)  , ec.  le  derivale  successive  di  f{x)-  Sieno  iooltra 
a , i , c , (i  , ec.  le  radici  reali  dell’  equazione  (1)  , i *c- 

quelle  dell’  equazione 

f{x)  = o , (C) 

» ®®’  quelle  dell’  equazione 

f{x)  = o , (3) 

e cosi  di  seguito.  Tutte  queste  radici  s’intendano  disposte  secondo  l’or- 
dine di  grandezza. 

La  proprietà  che  hanno  le  radici  delle  equazioni  (i)  , (a),  (3),  cc. 
die  le  uue  servono  di  limite  a quelle  dell’ equazione  che  segue  (n°  GgG)^ 
può  esser  messa  a profitto  per  conoscerla  natura  delle  radici  di  un’equa- 
zione qualunque  per  mezzo  di  quelle  delle  sue  derivate  che  sono  di 
grado  meno  elevato.  Ecco  le  conseguenze  più  importanti  che  da  que- 
sta proprielù  possono  scaturire. 

735.  Se  1’ equazione  data  ha  due  radici  eguali  , cioè  a = i ,sara  an- 
che a,  3=  a ; perciò  le  eijuazioni  (1)  e (a)  ammetteranno  il  fattore 
comune  x — a,  mentre  la  (1)  avr'a  il  fattore  doppio  (x  — a)*. 

Quindi  la  coesistenza  delle  due  equazioni 

f{x)  = o , f{x)  = o , 

la  quale  esige  che  desse  sieno  soildisfatte  da  un  medesimo  valore  d x, 
comprende  la  condizione  , affinchè  1’  equazione  proposta  abbia  due  ra- 
dici eguali  , siccome  era  già  noto  (n°  7t3).  

Similmente  se  fosse  a=A=c,  sarebbe  anche  a — “j  <*,  "s 
e quindi /(x)  ainmetlerù  il  fattore  (x  — o)’,  >'  fattore  (x  — a)  , 
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® fattore  .T  — a.  Dunque  la  coesistenza  delle  equazioni 

/(x)=0,  /'W  = o,  /»(a:)  = 0 

contiene  la  condizione,  affinchè  la  proposta  abbia  tre  radici  eguali. 
Nel  modo  stesso  si  proseguirebbe  a ragionare  pe'fattori  quadrupli,  ec. 

736.  Se  r equazione  (1)  ha  le  radici  tutte  reali,  tali  saranno  anche 
quelle  delle  (a)  e (3)  , ec.  Ma  se  una  di  queste  equazioni  ha  radici 
immaginarie  , la  proposta  ne  deve  avere  per  lo  meno  altrettante. 

L’inversa  di  questa  proposizione  non  è vera  , e l' equazione  f'(x)  — o 
potrebbe  avere  tutte  le  radici  reali  , senza  esser  tali  quelle  dell’  equa- 
zione (i).  Infatti  quando  le  due  equazioni  f(x)  = o^  f'[-x)=.o  hanno 
lo  stesso  numero  di  radici  immaginarie  , la  prima  equazione  non  potrà 
avere  che  una  sola  radice  maggiore  di  o,  , una  sola  tra  a,  e A,  , una 
sola  tra  A,  c i ec.  finalmente  una  sola  minore  della  piu  piccola 
radice  dell’  equazioue  = o.  Quindi  essendo 

/(x)  = (x  — a)(ar  — i)(ar— c)(x— rf) X F, 

dove  F rappresenta  il  fattore  che  comprende  le  radici  imm.aginarie  , 
sarà 


X F,  , 

-i)  (i.  - c) (6.  - ^) X F. , 

fip,)  — \P,  — - *)  (c.  — c)(c.  —d) X F,  , 

ec. 

Da  ciò  si  vede  che  nell’  ipotesi  fatta  y(x)  deve  dare  risultamcnti  al- 
ternativamente negativi  e positivi  , allorché  per  x si  mettono  successi- 
vamente le  radici  reali  dell’equazione  f'(x)=:  o.  Quando  ciò  non  si 
avvera,  l’equazione  proposta  avrà  più  radici  immaginarie  dell' equa- 
zione /'(x)  = o. 

Dunque  affinchè  1’  equazione  proposta  abbia  tutto  le  sue  radici  rea- 
lt , è necessario  non  solamente  che  tali  sien  quelle  dell’ equazioney'(x), 
ma  che  le  radici  di  quesl’ultima  eijuazione  sostituite  per  ordine  di  gran- 
dezz.a  nell  equazioue  y(x)  rr  o diano  risiiltamenti  alternativamente  ne- 
gativi e positivi,  àia  queste  stesse  radici  sostituite  nell’equazione y''(x)  = o 
debbono  dare  risultamcnti  alternativamente  positivi  e negativi  ( 11”  6qll)  ; 
perciò  sostituite  nel  prodotto y(x).y^(x)  debbono  dare  risultamcnti  costau- 
tenaente  negativi.  Parimente  1’ equazione  y'(.r)  = o avrà  tutte  le  sue  ra- 
dici reali  se  tali  sono  quelle  dell’ equazione  y^'(x)~o  , e se  le  radici  di 
quest  ultima  sostituite  nel  prodotto  J'{x)  .f'"{x)  daranno  risultamenti 
costantemente  positivi.  E cosi  di  seguito. 

Si  può  conoscere  se  le  radici  dell’ equazione  y(x)  = o sostituite  nel 
prodotto  y(x)./’"(x)  darebbero  risultamenti  negativi  , senza  risolver 
1 equazione  f'{x)  = o.  Imperocché  facendo  f{x).f'{x)=:y  , elimi- 
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nandù  3c  tra  le  due  equazioni 

/W •/'(*)  =5,  /’Weo, 

ai  avrà  uu’  equazione  in  y cbe  dovrai  avere  tutti  i termini  positivi 
(n”64u,i“). 

Dunque  per  conoacere  se  1'  equazione  proposta  ha  tutte  le  radici  rea- 
li , si  eliininerk  a;  fra  ì sistemi  di  equazioni 

/(*)•/"(*)  > /W  = o j 

/'{*)./"'(x)=y,/»(x)=:o; 

ec. 

le  m — I equazioni  ip  y che  ne  risultano  dovranno  aver  tutti  i termini 
positivi , affinchè  la  data  equazione  abbia  tutte  le  sue  radici  reali. 

737.  Se  delle  radici  reali  dell’  equazione  (1)  , le  positive  sieno  X di 
numero,  e n'  le  negative,  la  (a)  avrh  X — i radici  positive  e i*  — » i 
negative,  e di  più  un'altra  radice  , la  quale  , perciò  che  cade  fra 
r ultima  delle  positive  e la  prima  delle  negative,  potrà  esser  positiva 
o negativa.  Dunque  l’equazione y(x)  o non  potrà  avere  che  una  ra- 
dice positiva  o negativa  di  più  dell’ equazione  (^a).  Or  l’ultimo  termine 
di  un’  equazione  , risultando  dui  prodotto  di  tutte  le  radici  , e le  im- 
maginarie dando  necessariamente  un  fattore  positivo  , sar'a  positivo  o ne- 
gativo secondo  che  il  numero  delle  radici  positive  c pari  o impari. 
Da  ciò  segue  che  1’  equazione  f{x')  = o non  potrù  avere  una  radice 
positiva  di  più  dell' equazione  y'(x)  = o , se  gli  ultimi  termini  di  que- 
ste due  equazioni  non  son  di  segno  contrario  , e non  potrò  avere  una 
radice  negativa  di  più  se  gli  ultimi  termini  non  hanno  lo  stesso  segno. 

Similmente  si  dimostra  che  1’  equazione  /'{x)  =:  o non  potrò  avere 
lina  radice  positiva  o negativa  di  più  dell’ cqiiazioney'"(x)  = o se  non 
quando  gli  ultimi  termini  di  queste  equazioni  hanno  un  segno  contra- 
rio o identico. 

Ora  è da  osservarsi  che  gli  ultimi  termini  delle  funzioni  derivate 
/*{x)  ìf"{x)  , ■ sono  appunto  i coeftìcieiui  A,~,  , 

An-t  1 A,^ì A^  dell’ equazione  moltiplicali  per  coefficienti  nume- 

rici. Sicché  chiamando  permanenza  la  successione  dello  stesso  segno 
ne’  termini  di  un’  equazione  , e pariazione  il  cambiamento  di  segno  da 
un  termine  a quello  che  segue,  e teueudo  presente  che y<»-0(x)  = o è 
un’  equazione  di  primo  grado  , la  quale  ha  una  radice  positiva  o ne- 
gativa secondo  die  A^  è negativa  o positiva,  ne  risulta  il  famoso  teo- 
rema di  Cartesio  che  si  può  enunciare  nel  seguente  modo. 

Teobsma.  In  una  qualunque  equ.azionc  il  numero  delle  radici  positive 
non  può  superare  il  numero  delle  variazioni  ne’  segni  de’  termini  che 
si  succedono,  e il  numero  delle  radici  negative  di  un’  equazione  com- 
pleta non  può  euer  jnaggiore  del  numero  delle  permanenze. 
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Dunque  un'  equazione  la  quale  non  presenta  che  variazioni  non  può 
aver  radici  negative,  e un'equazione  che  non  presenta  che  permanenze 
non  può  aver  radici  positive,  come  gik  si  sapeva  (n”  6ia). 

738.  Se  un’equazione  ha  tulle  le  radici  reali  , siccome  il  numero 
delle  variazioni  e delle  permanenze  è uguale  al  grado  dell’  equazione , 
il  numero  delle  radici  posilive  egiiaglierk  precisamenle  il  numero  delle 
variazioni  , e il  numero  delle  negalive  sarò  eguale  a quello  delle  per'> 
nianenze. 

739.  Se  nella  equazione  (i)  si  fa  x=:h  , si  avrò  ( n”  tii  ) 

m +fW  y + .y  + ^/"'(^)  y+--.+  y"=o. 

Disponendo  della  quantil'a  h in  modo  che  un  termine  svanisca  , e rap- 
preseiilando  per  i l’esponente  -d’^  in  questo  termine,  si  avrò /(■•)( /i)—o. 
Or  se  r equazione  data  ha  tutte  le  radici  reali , le  radici  dell'  equa- 
zione yW(x)  = o sostituite  in  yC'-0(x)  ey<'*'J(x)  debbono  dare  risulta- 
menti  di  segno  contrario  (11°  736);  perciò  se  l'equazione  ha  tutte  le  radici 
reali,  il  valore  di  h ricavalo  dall’equazione  J'0ì^h)—o  deve  render 
e di  segno  contrario.  Da  ciò  si  può  conchiudere  che  un’equa- 

zione mancante  di  qualche  termine  ha  necessariamente  radici  immagi- 
narie se  i termini  vicini  a quello  che  manca  hanno  lo  stesso  segno. 

Alla  stessa  conclusione  si  perverrebbe,  rimettendo  il  termine  mancante 
all'elto  dal  coefficiente  zero , perciò  che  potendosi  a questo  termine  dare 
il  segno  + , il  teorema  di  Cartesio  non  darebbe  nell’  un  caso  e nell’ al- 
tro lo  stesso  numero  di  variazioni  o di  permanenze. 

Dunque  un’equazione  mancante  del  secondo  termine  e col  terzo  po- 
sitivo avrò  di  certo  radici  immaginarie. 

740.  Si  può  talvolta  riconoscer  l’esistenza  delle  radici  immaginarie 
con  r introdurre  il  fattore  x — a,  e col  disporre  ad  arbitrio  della  quan- 
tità a.  Sia  per  es.  1’  equazione 

X*  — zx*  + 8x  + 4 = o > 

la  quale,  se  le  radici  fossero  reali,  dovrebbe  averne  due  positive  e una 
negativa.  Moltiplicando  per  x — a , si  avrò 

x'*  — (2  + n)x'  + (8  + aa)x’  -j-  (4  — 5a)x  — 4^z=o. 

Fatto  a = — 3 , il  qual  valore  rende  positivi  tutti  i termini  , si  ha 
•x*  + x'  + 2x’  + 19.X  + ta  =0. 

Onesta  equazione  per  la  regola  de’ segni  dovrebbe  avere  tutte  e quattro 
le  railici  negative;  la  qual  conseguenza,  essendo  in  contraddizione  con 
qiielbi  che  indicano  i segni  della  proposta  , mostra  che  la  nunlesima 
deve  aver  railici  immaginario. 

56 
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So  un' equazione  lia  luUe  le  radici  reali,  l’equazione  ai  qua- 
drali delle  dilleienze  dovrà  avere  Uille  le  radici  positive.  lu  eflcui , le 
dilierenze  fra  le  radici  essendo  tutte  reali , i <|uadrali  di  queste  diflerenze 
saranno  tutti  positivi.  Perciò  l’ equazione  proposta  avra  tulle  le  radici 
reali  se  quella  ai  <[uadrati  delle  didercnze  non  presenta  che  variazio- 
ni ; le  permanenze  saranno  indizio  di  radici  iinma)<inarie. 

Per  mezzo  dell’ equazione  ai  <|nadrali  delle  dill'ereuze  si  potrebbe  an- 
cora conoscere  il  numero  preciso  delle  radici  immaginarie  contenute 
nelle  cf|uazioiii  che  non  passano  il  (plinto  prado  , o in  quelle  per  le 
tjuali  si  sa  che  il  numero  delle  radici  immaginarie  non  può  esser 
maggiore  di  qiiallvo.  La  stessa  ecjiiazioiie  somministra  l’ indizio  de’  lat- 
tori  innilipli  ; perciò  che  , se  / sono  le  radici  uguali  della  data,  quella 

i{i  — I ) ,.  ...  . , , , 

dovrà  avere  un  numero  di  radici  eguali  a zero  , cioc  dovrà 


esser  mancante  degl 


ultimi  termini.  Ma  la  dilTicolt'a  di  for- 


mar r equazione  ai  rjuadrati  delle  didercnze  rende  inutile  ogni  ricerca 
cui  essa  serve  di  fondamento. 


A R T.  II. 

Limili  particolari  delle  radici. 


Per  ottenere  i valori  approssimati  delle  radici  irrazionali  è ne- 
cessario conoscere  i limiti  particolari  di  ciascuna  radice  , cioè  due  nu- 
meri fra  i quali  si  trovi  sola  coinprc.sa.  iSella  detenninazione  di  questi 
limiti  consiste  precisamente  la  separazione  delle  radici. 

Ora  è chiaro  che  se  si  conoscesse  quante  un’equazione  data  ha  radici 
reali  , sarebbe  facile  separarle , perciò  che  dividendo  in  parti  sempre 
più  piccole  1’  intervallo  de’  dite  numeri  che  comprendono  più  di  una 
radice  , si  dovrebl»  necessariamente  arrivare  ad  ottenere  , per  mezzo 
della  sostituzione  di  questi  numeri  , tanti  cambiamenti  di  segno  quante 
sono  le  radici  reali.  Siceliè  il  problema  della  separazione  delle  radi- 
ci , e quello  che  risguarda  la  determinazione  del  numero  preciso  delle 
radici  immaginarie  che  si  trovano  in  un'equazione,  son  due  operazioni 
che  convergono  verso  il  medesimo  scopo.  Keco  i principali  c pili  im- 
porlanti  risultamenti  ollcmiti  intorno  a (jiiesia  ricerca.  Fa  d’uopo  av- 
vertire intanto  che  nelle  cose  da  dirsi  si  jiiiò  supporre  che  1’  equazione 
sia  stata  liberata  da’  fattori  razionali  e particolarmente  da  quelli  cou- 
tcncnli  le  radici  eguali. 

743.  Lagrange  osservò  che  se  A rappresenta  un  numero  minore  della 


più  piccola  dillercuza  fra  lo  radici  di 
mini  che  compongono  la  serie 

i un.i  data  equazione  , fra 

i ter- 

0 , A , oA , 3a 

, 4a  , ec. 

(3) 
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Don  può  trovarsi  più  di  una  radice  reale  positiva  : perciò  la  sosti- 
tuzione de'  numeri  indicati  deve  dare  necessariamente  tanti  cambiamenti 
di  segno  quante  sono  le  radici  reali  positive.  I due  numeri  che  daranno 
risultamenti  di  segno  contrario  saranno  i limiti  di  una  radice.  . 

È chiaro  inoltre  che  cambiato  nell’  equazione  x in  — x , e ripe- 
tuta su  questa  nuova  equazione  la  stessa  operazione , si  otterranno  i li- 
miti particolari  delle  radici  negative. 

La  difficoltò  sta  nel  trovar  A. 

744-  Sia 


x"  + -{-  + 

’■’  equazione  data  ; 

+ ^„  = 0 

(0 

jrV  + -J-  -J- 

(^) 

quella  che  ha  per  radici  le  difTerenze  delle  radici  della  proposta  (n°  633  ), 
e per  conseguenza  z''  +M,zp~'  + ec.=o  l’ equazione  ai  quadrati  delle 

differenze.  Sia  j il  limite  inferiore  delle  radici  di  quest’  ultima  equa- 
zione •,  sarà  z"^  j , e perciò  y Sia  k il  numero  intero  eguale 

o immediatamente  maggiore  di  y/ , sarà  y ^ ì quantità  i 

è minore  della  più  piccola  differenza  fra  le  radici  della  (i);  perciò  si 
potrà  prender  A = 7.  Sostituendo  successivamente  in  luogo  dell’  inco- 

■ 1 I • ^ ^ ^ 

gnita  1 numeri  che  compongono  la  sene  o , j , cc.  estesa  sino 

al  limite  , i risultamenti  presenteranno  tante  variazioni  di  segno  quante 
SODO  le  radici  reali  positive. 

X 

Si  può  evitare  la  sostituzione  delle  frazioni  , scrivendo  - in  vece  di 

X,  ovvero  ( n°  63g)  moltiplicando  i termini  dell’ equazione  per  i ter- 
mini rispettivi  della  progressione  t , k , X.-*  , A'  , ec.  La  sostituzione 
de’  numeri  naturali  o , 1 , 2 , 3 , ec.  in  questa  nuova  equazione  darà 
una  serie  di  risultamenti  , la  quale  presenterà  un  numero  di  variazioni 
eguale  al  numero  delle  radici  reali  positive. 

Questa  soluzione  b esatta  se  si  guarda  dal  lato  teorico  j ma  la  im- 
possibilità di  condurre  a termine  il  calcolo  richiesto  per  la  formazione 
dell’  equazione  ai  quadrati  delle  differenze  , allorché  1’  equazione  data 
passa  il  quartò  grado  , rende  il  metodo  inutile  nella  maggior  parte 
de’  casi. 

745.  Trattandosi  di  avere  un  limite  al  di  sotto  del  cjuale  debba  ne- 
cessariamente trovarsi  la  più  piccola  differenza  fra  le  radici  reali  del- 
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r equazione  data  , basta  calcolare  il  solo  ultimo  termine  dell' equazione  ai 

qiiadtiiii  delle  differenze.  In  effetti  sieno  a , c, t , k le 

radici  della  (i)  , e sia 

U={a—b)\a—cy ....  (a— *)•  X(i-c)’  • • • ■ (^*)’  X • ■ • • ('—*)*  • C4) 

La  funzione  U essendo  simmetrica  , può  ottenersi  razionalmente  per  . 
mezzo  de’  coefEcienti  della  data.  Chiamando  /J*  il  valor  numerico  di 
questa  funzione  , sarh  , fatta  astrazione  dal  segno  , 

R = (a— *)(«— c). , . .(a  - *)  X (6— c). . . .(6 - A)  X . . .(*—*) , 

essendo  R una  quantità  positiva. 

Chiamando  L il  limite  delle  radici  positive  della  (i)  , sarh 

a — b nL. 


£ poiché  il  numero  de'  fattori  simili  ad  a — b che  entrano  in  è 


quante  le  combinazioni  di  n lettere  a due  a due  , cioè 


n(n  — i) 


sarh 


c quindi 


h(h—ì) 

<(aZ)  • 


da  cui  si  ricava 


Dunque  se  si  fa 


a — b'^ 


R 

■(■-0 

(aX)  * 


(5) 

(6) 


sarh  A minore  della  minima  difTercnza  fra  le  radici. 

La  funzione  (4)  essendo  simmetrica  , può  facilmente  ottenersi  facendo 
uso  del  metodo  esposto  al  n°  6a6  ; e il  calcolo  , quantunque  assai  lungo 
per  le  equazioni  di  grado  elevato  , sarh  sempre  incomparabilmente  piu 
breve  di  quello  che  richiede  la  formazione  dell'  equazione  ai  quadrati 
delle  differenze. 


q46-  Conoscendo  l'espressione  generale  della  funzione  (4)  per  il 
grado  n — I , si  può  per  mezzo  di  questa  ottenere  il  valore  della  stessa 
funzione  per  il  grado  n con  un  processo  più  breve  dell'  ordinario. 
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Sieno  a , i , c , / le  radici  dell’  equazione  (i);  dividendo 

il  suo  primo  membro  per  x — a , si  avra  1’  equazione 

+ I »<*  +•...+  a*“'  ~ o (7) 
che  avrà  per  radici  b,  c , d il , Si  ha  inoltre 

(3^  — i)  (x  — c ) (x  — t/ ) . . . . (x  — /). 

E siccome  il  valore  di  quando  x=o  è (n"  5a5)  eguale  a/'(a)  , 
si  avrk 


/'(“)  = C“  — — c){a  — d) (a  — /). 

Si  chiami  y il  valore  della  funzione  (4)  per  il  grado  « — i ; se  in 
y si  mettono  i coefllcieiui  della  (j)  , si  avrà  espresso  per  a il  prodotto 
de’  quadrati  delle  differenze  delle  radici  b , c , d h,l.  Quindi  sarà 

U=y[f{a)]\  (8) 

Eliminando  la  quantità  a fra  questa  espressione  e 1’  altra 

a"  + .....  +A„,  (9) 


si  avrà  il  richiesto  valore  di  U.  Si  può  fare  questa  eliminazione  divi- 
dendo r espressione  (8)  per  la  (g)  ; il  resto  sarà  indipendente  da  a , 
perciò  che  se  così  non  fosse  , si  dimostrerebbe  come  nel  n°  6a4  che 
un’  equazione  di  grado  n — 1 potrebbe  esser  soddisfatta  da  n valori 
a,  b , c , d . . . . k , l.  Questo  resto  sarà  precisamente  il  valore  di  U. 

La  funzione  (3)  essendo  espressa  per  mezzo  de’ coefficienti  , 

se  questi  sono  interi,  sarà  anche  un  numero 

intero  , ed  li  sarà  uguale  o maggiore  di  1.  Ciò  posto  se  ha  luogo 
r ineguaglianza  (5) , a più  forte  ragione  sarà 

«-*> ^5 

W * ‘ . 

e quindi  può  prendersi  ancora 


(aZ)  * 

Quest’  ultimo  valore  di  A non  richiede  nè  il  calcolo  dell’  equazione  ai 
quadrati  delle  differenze,  ne  quello  della  funzione  (4)- 
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74B.  Doveadosi  nell’equazione  sostituire  i numeri  compresi  nella  se- 
rie (3)  , il  numero  delle  sostituzioni  sark  tanto  più  grande  quanto  più 
piccolo  è A.  Ora  in  generale  il  valore  di  A ottenuto  dall'  equazione 
ai  quadrati  delle  differenze  è maggiore  di  quello  che  dk  la  formola 

£,  e questo  più  grande  di  quello  che  dk  la  (io).  Se  dunque  si  gtia- 
jna-da  un  lalo  adunando  il  valore  (6)  o il  (io),  si  perde  dall’ altro. 
Si  eviterebbero  molti  calcoli  inutili  se  si  sapesse  fra  quali  numeri 
interi  consecutivi  bisogna  cercar  le  radici.  A quest’  oggetto  provvedono 
i teoremi  che  seguono. 

74g.  Teorema  I.  Sia  f[x)  = o l’ equazione  data  , e f'(x)  , f'(x) , 
ec.  le  sue  derivate  ; nella  serie  de’  polinomi 

f(x)  , f'{x)  , /"(x)  , /"'(x)  , ec.  (il) 

si  sosliluisca  un  numero  , c si  notino  i segni  de’risultamenti  j i quali 
succedendosi  per  ordine  presenteranno  un  certo  numero  di  variazioni  c 
di  permanenze  ; sostituendo  un  altro  numero  q maggiore  di  p , si  note- 
ranno anche  per  ordine  i segni  de’  risnltamcnti  che  presenteranno  an- 
che variazioni  o permanenze.  Ciò  posto  , il  numero  delle  radici  reali 
dell’  equazione  comprese  tra  p e q , non  può  esser  maggiore  della 
dillerenza  fra  le  variazioni  della  prima  serie  di  segni  e quella  della 
seconda. 

In  elletti  dal  u”  696  risulta  che  quando  tra  due  funzioni  consecutive 
si  è stabilita  una  pernianenza  , questa  non  può  più  cambiarsi  in  va- 
riazione. Quindi  il  numero  delle  variazioni  della  prima  serie  dev’ esser 
necessariamente  minore  del  numero  delle  variazioni  della  seconda.  Or 
se  in  (1)  si  fa  x = j + A*  , cJ  "t"  7 ) avranno  le  due  equa- 

zioni 


J'ip)  +f(p)y  + •• 

••  +/  = o, 

(12) 

/(7)  +fi<ì)-y  + ■■ 

+ 

a 

II 

0 

(i3) 

Secondo  il  teorema  di  Cartesio  ( qSj)  il  numero  delle  radici  posi- 
tive delle  (12)  e (i3)  non  può  esser  maggiore  del  numero  delle  varia- 
zioni di  segni  de’  coefficienti.  Dum|ue  la  differenza  fra  il  numero  delle 
radici  positive  delle  equazioni  (iz)  e (i3)  non  può  esser  maggiore 
della  differenza  fra  il  numero  delle  variazioni  che  presentano  i coefll- 
cicnti , ossia  fra  le  serie  di  segui  che  danno  i [lolinomi  (11),  allorché 
per  X si  mettono  i numeri  p e q.  Ma  nel  passaggio  da  y z=  x — p 
■ià  y=zx  — <7  , i valori  d’j’  che  da  positivi  possono  divenir  negativi 
sono  quelli  che  corrispondono  ai  valori  d’ x compresi  lia  p e q ] per- 
ciò il  numero  delle  radici  reali  comprese  Ita  p c q non  può  esser  mag. 
giore  della  differenza  delle  variazioni  che  presentano  le  due  suddette 
serie  di  segni. 

75o.  Se  r equazione  non  ha  radici  immaginarie,  nel  passaggio  da 
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x:=zf)  aJ  x~q  si  [X'iilcianno  |)recisam''n(e  (unte  varàaziuui  quante 
radici  reali  sono  comprese  tra  p e 7.  Ma  se  1’  equazione  ha  radici  iia- 
niagiiiarie  si  putraiiuo  perdere  delle  variazioni  , seuza  che  queste  cor- 
rispondano sempre  a radici  reali. 

Frattanto  se  nel  passare  da  x = p ad  x ~ q si  perde  un  numero 
impari  di  variazioni  , sì  può  asserire  die  almeno  una  radice  reale  c 
compresa  fra  p c q.  Infatti  nelle  trasformate  (ta)  e (l3)  essendo  posi- 
tivo il  primo  termine  , fra  lo  stesso  numero  di  termini  non  può  scom- 
parire un  numero  impari  di  variazioni  se  1' ultimo  termine  non  cambia 
di  segno  , perciò  che  ogni  cambiamento  di  segno  prodotto  ne’  termini 
intermedi  o non  porta  alcuna  alterazione  nel  numero  delle  variazioni 

0 distrugge  due  variazioni  ; e non  vi  c che  il  solo  cambiamento  di  se- 
gno dell’ultimo  lerniine  che  possa  togliere  o introdurre  una  variazione 
niiica.  Duni|ue  /(^)  e X{<])  debbono  dare  ri<nllam'-nti  di  segno  con- 
trario ; e quindi  tra  p c q dev’  esser  neccssurianienle  compresa  naa  ra- 
dice reale  dell’  equazione  — o. 

7Ó1.  Questo  teorema  non  lascia  dubbio  sulla  esistenza  delle  radici 
reali  comprese  tra  numeri  dati  , se  non  ([  lando  scomparisce  un  numero 
jiari  di  v.iriazioui.  Fouricr  , cui  u’ c dovuta  l.i  scoperta  , e che  lo  ha 
dimostrato  , esaminando  ciò  che  avvenir  debba  quando  nn  valore  x—p 
riduce  a zero  una  o piti  delle  funzioni  (11),  ha  dato  anche  un  metodo 
per  assicurarsi  , nel  c.iso  in  cui  scompariscono  due  variazioni  , se  que- 
ste corrispondono  a due  radici  reali  o ad  una  coppia  di  radici  imma- 
ginarie. Ma  (jnesta  ricerca,  che  d’altronde  trarrebbe  troppo  in  lungo,  c 
resa  inutile  dal  teorema  che  seguirà.  Intanto  si  potr'a  cominciare  dal 
sostituire  nelle  funzioni  (1 1)  la  serie  de’  numeri  naturali.  Supposto  che 

1 due  numeri  /•  ed  r -J-  1 abbiano  latto  scomparire  due  variazioni,  per 
assicurarsi  se  fra  ([uesli  due  numeri  cadono  due  radici  reali  e per  se- 
pararle , basterebbe  sostituire  nell’  equazione  proposta  la  serie 

r , r A , r-f-zA,  r-}-3A 

prendendo  prr  A il  valore  dato  dalla  furinola  (G)  o dalla  (10).  Ma  siccome 
il  A dato  da  queste  furinole  c (piasi  sempre  assai  piccolo  , per  evitare 
il  grandissimo  inimcro  di  sostitnziuiii  , si  potrebbe  comineiare  dal  divi- 
dere r intervallo  Ira  r ed  r -j-  1 in  parti  arbitrarie  , come  per  es. 
ili  decimi  ^ e poi  applicando  nuuvamciitc  il  teurema  alla  serie  r j 

r -1 j f + — , ec.  si  troverebbero  due  altri  numeri  pili  prossimi 

IO  IO 

fra  i quali  si  debbono  cercar  le  radici  , e cos’i  con  1’  andar  suddivi- 
dendo r intervallo  de’  due  limiti  fra  i quali  il  teorema  indica  potersi 
trovar  le  radici  , si  giungcr’a  necessariamente  a due  limiti  la  cui  did'e- 
renza  è uguale  o minore  di  A j e se  arrivali  a ((uesto  punto  la  se- 
parazione non  ha  avuto  luogo  , si  avrà  la  certezza  che  le  due  variazioni 
scomparse  corrispondono  a nn.i  coppia  di  radici  imniagiuaric. 

•j'ii.  Piinia  di  applicare  il  teorema  a (pialclij  esempio,  ecco  alcune 
ossii vazioui  leiideiili  a facilitarne  la  pratica. 
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/°  Arrivati  ad  ua  valore  che  rende  positive  totte  le  funzioni , è inu- 
tile andar  più  innanzi  , perchè  questo  è il  limile  delle  radici  (d‘’696). 

3°  Se  si  perviene  ad  una  derivata  composta  di  soli  termini  posiiivi  , 
è inutile  prender  le  derivate  segueuti , perciò  che  essendo  tutte  positive 
non  daranno  che  permanenze. 

7 53.  Sia  per  es.  l'equazione 

X*  — 7x  + 7 = o. 

Si  avra 

f{x)  = x’  — 7X  + 7 , /'(x)  = 3x*  — 7 , ^/"(^)  = 

La  terza  derivala  è inutile. 

Fatto  X = o si  ha  — + 

X = 1 + — + 

X = a 4.  4-  .f . 

Fra  I e a essendo  scomparse  due  variazioni  si  cade  in  dubbio  se  tra 
questi  due  numeri  sieno  comprese  due  radici  reali  , o no. 

Ma  fatto  X = 1 ■{*  J ai  ha  la  trasformata 

— 4r  + * = o ; 

e poi  latto  y = — si  ha  r altra  trasformata 
•'io 

s’  + 3oz*  — 4ooi  + 1000  = o j 

deve  sostituendo  i numeri  naturali  1 , a , 3 , ec.  si  trova  un  cambia- 
mento di  segno  tra  3 e 4 1 c un  altro  tra  6 e 7 ; perciò  fra  1 e a 
cadono  due  radici  reali,  una  tra  i,3  e 1,4,  l’altra  tra  1,6  e 1,7.  In 
altri  casi  la  separazione  è più  lenta  , ma  col  metodo  indicato  si  arri- 
ver'a  sempre  ad  eflelluarla. 

La  terza  radice  essendo  negativa  si  trova  senza  difficolta. 

Sia  ancora  l' equazione 

x'*  — x’  4*  3.r  — 4=0» 

si  avrk 

/(x)  = x^-x*  4-3X-  4 , 

/'(x)  = 4x*  — 2X  4-  3 , 

^/'(x)  = 6x*  - 1 , 

^/"'W  = 6x. 
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si  ha  — 4-  — + + 

— 4.4-4.4. 
a:  = 3 4.  + + + 4.. 

Dalle  snic  de’ segni  oiteniili  si  vede  che  una  radice  è compresa  tra  1 
e 3 , ma  si  resla  in  dubbio  se  fra  o e i vi  sono  due  radici  , o pure 
niun.i, 

* 

754.  Aflìiichè  le  funzioni 

/W  ) fi^)ì  /"W>  ec.  (li) 

col  cambiumcolo  delle  variazioni  in  pertnancnze  dessero  esattamente  il 
numero  delle  radici  reali  comprese  fra  due  numeri  dati  , si  richiede 
che  r e(|uaziune  abbia  tutte  le  radici  reali.  Or  se  nelle  funzioni  (11) 
si  sostituisce  in  luogo  d’  .r  un  numero  p , e poi  si  fa  crescer  x per 
gradi  insensibili  , la  serie  de'  segni  de'  risili taiueiiti  non  sar'a  alterata 
hno  a che  non  si  giunga  ad  un  valore  che  renda  nulla  una  o più 
delle  suddette  funzioni.  Diiuijuc  si  |iervcnebbe  a conoscere  il  numero 
preciso  delle  radiei  reali  comprese  lia  due  numeri  dati , se  le  funzioni 
(il)  fossero  tali  che  ninna  variazione  potesse  scomparire,  allorché  si  ri-' 
duce  a zero  una  derivala  qualunque,  e scomparisse  una  variazione  ogni 
volta  che  si  giunge  ad  un  valore  d’  x che  rende  _/(x)  = o.  Per  aver 
luogo  la  prima  condizione  converrebbe  che  quando  un  valore  d’x  rende 
nulla  ima  funzione  intermedia  t'cr  es.  y(ò(x)  = o , le  due  funzioni  fra 

le  quali  c compresa  , cioè  e , avessero  segno  contrario; 

e già  si  sa  esser  questa  una  condizione  della  realila  delle  radici  (n°73g). 
Allinehc  poi  , quando  = o , una  variazione  si  converta  in  per- 
manenza , è necessario  clic  essendo  da  prima ey'(x)  di  segno  con- 

trario , pi  i pel  cambiameiito  di  segno  che  soffre  y(x)  nel  passare  per 
zero  acquistino  lo  stesso  segno. 

Allorché  dunque  le  funzioni  (i  1)  non  adempiono  alla  prima  condizioue 
che  uel  solo  ca.so  in  cui  le  radici  dell’equazione  data  son  tutte  reali, 
si  può  arrivare  a couoseere  il  numero  preciso  delle  radiei  reali  com- 
prese fra  due  numeri  dati,  se  a quelle  funzioni , cominciando  day '(x), 
si  sostituiscono  altre  funzioni  fornite  delle  enunciate  proprietà. 

Le  premesse  considerazioni  conducono  facilmente  a stabilire,  il  se- 
guente Teorema  , mediaiile  il  quale  M.  Sturm  ha  di  recente  dato  l' ul- 
timo perfeziona  meli  lo  alla  teorica  delle  equazioni  numeriche. 

q55.  Teorema  li.  Sia  /'(x)==o  un’equazione  di  qualun- 
que grado,  che  però  non  conlenga  radici  cj;uali , c siay’'(x) 
la  funzione  derivala  di  /'(x').  Si  operi  su  i due  polinomi  J'(x) 
e f\x')  come  se  si  dovesse  trovare  il  massimo  comiin  diviso- 
re , con  la  sola  avvenenza  di  cambiare  il  sej^no  del  residuo 
allorché  questo  pa.ssa  a far  da  divisore.  Sicno f,{x),J],{^x)...J](^x) 
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i resti  coi  segni  cambiali,  1’  ultimo  de’ quali  dev’essere  una 
quanliUi  indipendente  da  a;  e diversa  da  zero,  perchè  l’equa- 
zione non  ha  radici  eguali.  Se  nella  serie  de’  polinomi 

/W,  /'(-^),  /.W,  /iW .(‘4) 

si  sostituisce  per  x una  quantità  qualunque  p,  i risuhamenli 
saranno  in  generale  positivi  o negativi,  e non  tenendo  conto 
che  dc’soli  segni,  scritti  in  linea  presenteranno  un  certo  numero 
di  variazioni  o di  permanenze , secondo  che  ad  un  segno 
succederà  il  segno  contrario  o lo  stesso  segno.  Si  sosliinisca 
in  seguilo  in  luogo  d’ .r  un’altra  quantità  q maggiore  di 
si  avrà  iiit’ altra  serie  di  segni,  clic  jiresenleranno  pure  va- 
riazioni c permanenze.  La  tliircrcnza  fra  le  variazioni  della 
prima  serie  de’ segni  e quelle  della  seconda  rappresenterà  esat- 
tamente il  numero  delle  radici  reali  comprese  tra  p e q. 

In  dl’etli  cliiamando  Q,,  Q, , i quozienti si  avrà 

fra  i polinoiui  (14)  (juesla  serie  di  relazioni  : 

/(•^■)  = W -/.(-•)  , 


Or  se  ne’ polinomi  stessi  si  mette  per  x una  quantità  p,  i 
risultaineuii  presenteranno  una  certa  serie  di  segni.  Facendo 
dopo  p crescer  x per  gradi  insensibili  , i segni  si  riprodur- 
ranno con  lo  stesso  ordine  fincliè  si  pervenga  ad  uu  valore 
che  rende  nullo  qualcheduno  de’  polinomi  c che  perciò  lo 
liiccia  camhiar  tli  segno.  Ora  [luò  avvenire  che  un  valore 
d’ X renda  nullo  o un  pohiiomio  intei  inedio  o il  primo 

J\x').  à'ediamo  ciò  che  avviene  allorché  x passa  per  f[uesli 
valori. 

Si  siqiponga  che  un  valore  x = i)  annulli  il  polinomio 
y,’(x).  Questo  valore  non  può  ridurre  a zero  nè  il  polinomio 
y,'_.(.r)  che  lo  pncedc,  nè  l’altro  /‘..(.v)  che  lo  segue;  per- 
chè se  due  polinomi  contigui  /,_  ,(.v)  potessero  riitursi  a 7a!ro 
per  tilt  medesimo  valore  x --= /> , tulli  gli  altri,  secondo  mo- 
strano le  relazioni  dovrchhcio  riilur.si  a zero  per  lo 

Messo  valuie  d’x;  quindi  y'(.v)  e y''(.v)  avrchheio  per  divi- 
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sore  comune  x — A , e 1’  equazione  avrebbe  radici  eguali , il 
che  è contro  1’  ipotesi.^ Dalla  relazione 

— /•>  W 

si  scopre,  che  quando  un  polinonno  si  annulla,  quelli  fra  i 

3uali  e compreso  son  di  segno  contrario.  Ciò  posto  si  consi- 
erino  due  valori  x = b — u , x = b u ^ uno  che  pre- 
cede , r altro  che  segue  il  valore  x = A.  Si  può  prendere  u 
tanto  piccolo,  sicché  nell’ intervallo  fra  b — u e ó-J-«non 
cada  alcuna  radice  delle  equazioni yi_.(a:)=o,  y^,,(x)=oj  per 
conseguenza  questi  due  polinomi  nell’ indicalo  intervallo  non 
cambieranno  di  segno  ; e siccome  debbono  essere  anche  di 
segno  contrario,  fra  i tre  polinomi  , j^(x)  , si 

avrà  questa  serie  di  segni  : 


per  x — b — u 

f.{^) 

+ 

+ 

a;  = 6 q-  M 

-f- 

+ 

c ben  si  vede  che  o si  prendano  i segni  superiori  o gl’  in- 
feriori si  ha  sempre  una  variazione  ed  una  permanenza.  Dun- 
que quando  un  valore  d’ x rende  nullo  uno  de’ polinomi 
intermedi , il  numero  delle  variazioni  non  si  altera. 

Alla  stessa  concliiusiouc  si  perverrebbe  se  un  medesimo 
valore  d’x  annullasse  più  polinomi  intermedi  non  contigui. 

Se  poi  un  valore  x = a rende  nullo  il  polinomio  /'(x)  , 
sarà  a una  radice  dell’  equazione.  Considerati  i due  valori 
x = « — «,  x = a-|-M,  ne’ quali  per  u si  prende  una 
quantità  tale  che  nell’ intervallo  da  a — «ad  a-\-u  non  cada 
alcuna  radice  dell’equazione  y'(x)  = o,  vediamo  quale  al- 
terazione soffrono  i segni  nel  passaggio  da  x = a — u ad 
x=a-|-a.  Ora,  perciò  che  si  ha  (n®  J2i  ) 

/(a  + u)z=:f{a).u  + u'  + ec. 

/'(a  q-  u)=f\a)  /'"(«)  u'  + ec. 

e siccome  si  può  prender  per  u un  valore  lauto  piccolo  da 
rendere  iu  questi  sviliq)pi  il  primo  termine  minore  del, valor 
numerico  di  tutti  gli  altri , y(  « -f- « ) e /'(« -j- «)  avranno 
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Jo  stesso  segno  o segno  contrario  secondo  che  u è positiva  o 
negativa  , cioè  f{x)  e /^(x)  avranno  segno  contrario  prima 
che  X giunga  al  valore  x = a,  e lo  stesso  segno  dopo  questo 
valore.  Quindi  la  serie  de’ segni  nel  passaggio  da  x=a — u 
ad  X = a-^  u offrirà  le  combinazioni  seguenti  : 


per  X =z  a — u 
X—  a + u 


/'(-■) 

+ 

+ 

+ 

cioè  sempre  una  variazione  si  cambierà  in  permanenza. 

Da  ciò  si  conchiude  che  nel  passare  che  la  x da  x=p  ad 
X = g , il  numero  delle  variazioni  non  si  altera  quando  si 
annulla  un  polinomio  intermedio  ; e si  perde  una  variazione 
ogni  volta  che  si  ha  J'(x')=o.  Dunque  tante  saranno  le. ra- 
dici reali  comprese  fra  p c g,  quante  variazioni  di  meno  si 
trovano  nella  seconda  serie  di  segni , o sia  quanta  è la  dif- 
ferenza fra  le  variazioni  della  prima  serie  e quella  della  se- 
conda. 

766.  Per  avere  il  numero  totale  delle  radici  reali  di  un’e- 
quazione , si  prenderanno  per  pagi  due  limili  L e — L\ 
uno  delle  radici  positive  1’  altro  delle  negative.  Si  può  però 
fare  a meno  di  trovare  i limili,  pcrcliè  tulle  le  radici  essendo 
comprese  fra  -j-  00  e — oc,  sosiiluendo  00  e — 00  i segni 
dc’i isullamenti  sono  quelli  stessi  de’ primi  icrmini;  e si  avranno 
le  due  serie  de’ segni  prendendo  prima  quelli  de’ primi  ter- 
mini supponendo  cambialo  x in  x,  c poi  quelli  de’primi 

termini  nel  modo  che  sono  scrini.  La  diflerenza  fra  le  va- 
riazioni che  prcsenlano  queste  due  serie  di  segui  esprimerà 
il  numero  lutale  delle  radici  reali. 

Ordinariamente,  cs.scndo  n il  grado  dell’equazione,  il  nu- 
mero de’  polinomi  (14)  c « -)-  1 , perciò  che  nel  trovare  i 
polinomi  si  può  regolare  la  divisione  in  modo  clic  il  resto  sia 
di  grado  inferiore  al  precedente  di  una  sola  unità.  Allorché 
ciò  succede  effcllivamenlc , si  conosce  il  numero  totale  delle 
radici  reali  guardando  solamente  i segni  de’  primi  termini. 
Infatti  due  polinomi  consecutivi  y,’_,(x) , y^(x)  sono  uno  di 
grado  pari  , c 1’  altro  di  grado  impari  ; quando  dunque  si 
aimhia  X in  - a',  il  primo  termine  in  uno  cambia  di  segno  c nel- 
Pallro  resta  con  lo  stesso  segno;  perciò  nc’ segni  de’ primi  Icr- 
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mini  una  permanenza  si  cambia  in  variazione  c viceversa.  Sot- 
traendo dal  numero  delle  permanenze  il  numero  delle  varia- 
zioni si  avrà  il  numero  totale  dello  radici  reali  dell’  equa- 
zione. 

Prima  di  procedere  all’  applicazione  dell’  esposta  teorica  , 
bisogna  ricordarsi,  cbc. siccome  l’esattezza  del  risultamcnto 
dipende  dal  segno,  nella  ricerca  de’  polinomi  si  possono  , come 
quando  si  cerca  il  massimo  comun  divisore,  introdurre  i fat- 
tori numerici  ebe  rendono  la  divisione  possibile,  c sopprimere 
i fattori  comuni  ; ma  conviene  badar  bene  di  non  introdurre 
fattori  negativi , dovendosi  cambiare  il  segno  solo  quando  il 
resto  passa  a far  da  divisore. 

Ecco  alcuni  esempi. 

I.  Sia  r equazione  — yar  + 7 =o.  Si  avrà 

f{x)  = x"  — 7.V  + 7 , 

/'(x)  = 3x’  — 7 , 

/,(x)  = 2X  — 3 , 

/j(x)  = + I. 

La  serie  de’  segni  de’  primi  termini  offrendo  tre  permanenze 
e nessuna  variazione,  l’ equazione  proposta  avrà  tutte  e tre  le 
radici  reali.  Per  trovare  tra  quali  numeri  sono  comprese,  si 
faccia  X = o , i , a , ec.  = — 1 , — 2 , cc.  ; si  avrà 

per  X rr  o + -p 

x=  1 + + 

X = 2 + + + + 

da  cui  ricavasi  cbc  P equazione  proposta  ha  due  radici  fra 
1 e 2.  Per  la  radice  negativa  che  è unica  basta  la  sola /"{x) 
a dare  i limiti. 

II.  Sia  1’  equazione  x*  — 4*^  — 3x  + 23  = o.  Sarà 

y(x)  = x'  — 4-*^’  — 3x  4"  ^3  , 
y(x)z=  4-r’  — I2X*  — 3 , 

/.(x)=  i2x’  + gx  — 89  , 

/s(x)  = - 4gix  + 1371  , 

/*(^)=  - 7 >57  932. 

Nella  serie  de’  segni  de’  primi  termini  essendovi  tre  perma- 
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netizc  e una  variazione , 1’  equazione  avrà  due  sole  radici 
reali  ; e si  trova  facilmente,  con  la  sola  sostituzione  de’nu- 
meri  naturali  nell’  ctjuazione,  che  una  è compresa  fra  2 e 3, 
r altra  fra  3 e 4. 

III.  Sia  data  ancora  I’  equazione 

— 3x*  — 4-'v’  + i5x  — 5 — o. 

Si  avrà 

f[x)  = x'*  — 3ar^  — 4*’  + l5a:  — 5 , 

/'(«•)=  — 9*'  — 8x  + l5  , 

/.(x)  = Sgx*  _ 1 56x  + 35  , ( t G) 

/sW=  i5x  — 34  , 

/^(x)=  + 349. 

La  serie  de’  segni  de’  primi  termini  contenendo  quattro  per- 
manenze e nessuna  variazione  , 1’  equazione  avrà  tulle  le  sue 
radici  reali.  Si  ha 

per  x = o — -)-  + — + 

X m 1 ^ .p  _ — .p 

x = a + + + 

x = 3 .p  q.  .p  q-. 

Da  questi  risultamenii  si  conosce  che  una  radice  è compresa 
fra  o e I , e due  radici  fra  2 c 3.  L’  alira  radice  clic  de— 
v’  esser  negativa,  si  trova  senza  far  uso  del  teorema. 

Per  separare  le  radici  comprese  fra  2 e 3 , si  possono 
secondo  le  circostanze  tener  diverse  vie.  Ma  siccome  trattasi 
in  generale  di  sosiiiuire  nell’  equazione  proposla  , o se  fa 
d’  uopo  anche  nelle  altre  funzioni , de’  numeri  compresi  fra 
2 c 0 , per  evitare  la  sostituzione  delle  frazioni  nelle  fun- 
zioni (16)  si  farà  prima  j;=2-f-j',  c poij'  = ^;  e quelle, 
rappresentate  con  la  caratteristica  F , diverranno 

F (i)  =:  j'*  + 5o3*  + 7oos’  — 5ooo2  + 10000  , 

F'{ì)  = 4-*  + i5o.r*  4-  4000Z  — 5ooo  , 

= 59=’  + 8oos  — 4too  7 

■^s(*)=  — 340  , 

^4(0  =+349- 
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Le  sosiituzioni  de’  numeri  naturali  danno  questi  risulta- 
nienti 

|>rr  2 = 2 + + 

2=3  + + 

2 = 4 _ + + + + 

2=5  _ + + + + 

2 = G + + + 4- 

Perciò  delle  due  radici  comprese  fra  2 e 5 una  cade  fra 
2,2  e 2,5  e r altra  fra  2,5  e 2,(i. 

Si  avverta  clic  in  questo  caso  , come  il  più  sovente  suole 
accadere  , per  separare  le  radici  bastava  la  sola  trasformata 
I\z)  2=  5oz*  -j-  2001:^ — òoooz  -f-  lOOOO. 

767.  Questo  teorema  somministra  anche  il  mezzo  di  stabi- 
lir le  condizioni  allinchè  un’  equazione  abbia  lune  le  radici 
reali.  Si  prenda  per  cs.  l’ equazione  generale  di  terzo  grado 
ar’  -f-  px  -j-  y 2=  o.  Si  avrà 

f{x)  + px  -\-q  , 

/'(.v)  = 3x’ 

/.(•^)  = — 2/’-^  - 37  ) 

/ (.r)  = — 4/,>  _ 277’. 

Affincliè  1’  equazione  abbia  le  tre  radici  reali , è necessario 
che  i segni  de’ primi  termini  de’ polinomi  offrano  tre  perma- 
nenze c variazione  ninna.  Ciò  non  può  verificarsi  se  p non 

In  generale , trattandosi  di  un’  equazione  di  grado  n , 
quando  nella  ricerca  de’  polinomi  1’  operazione  è regolata  in 
modo  che  ogni  polinomio  sia  di  grado  inferiore  al  precedente 
di  una  sola  unità  , 1’  eijuazione  avrà  tutte  le  sue  radici  rea- 
li, se  i primi  termini  de’ polinomi  son  tutti  positivi.  Ora  i 
polinomi  .sono  zi-|-  1,  ci  primi  due,  cioè/\a:)  e J'yX'),  hanno 
i primi  termini  positivi  ; dunque  la  realità  di  tutte  le  ra- 
dici dipende  da  tante  condizioni  quante  sono  necessarie  per 
render  positivi  i primi  termini  di  tutti  gli  altri  polinomi. 
Si  vede  adunque  clic  il  numero  di  queste  condizioni  è n — 1. 


è negativo  c se  non  è 2717’  ■<  4/^',  ovvero 
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Per  questa  ragione,  allorché  sostituendo  i numeri  natu- 
rali ne’  polinomi  si  giunge  a un  numero  , dopo  del  quale 
uno  de’  polinomi  conserva  costantemente  il  segno  del  primo 
termine  ( n"  696  ) , i polinomi  seguenti  si  rendono  inutili. 

4‘  Quindi  se  si  trattasse  di  vedere  quante  radici  cadono 
tra  e 9 , ed  arrivati  al  polinomio  si  scoprisse  die 

per  tutti  i valori  d’  x Aa.  p in  poi  questo  polinomio  dà  sem- 
pre risuliamenti  dello  stesso  segno , è superfluo  calcolare  gli 
altri  polinomi  che  seguirebbero  yi(ar). 

5“  Se  si  conoscesse  che  un  polinomio  fi{x)  non  cambia  di 
segno  per  tutti  i valori  d’  x compresi  tra  * e /3,  si  potranno, 
senza  far  uso  de’  polinomi  che  seguono,  trovare  tulle  le  radici 
comprese  fra  « e /3.  Se  dunque  si  giungesse  ad  un  polinomio 
di  cui  si  conoscono  le  radici,  sarebbe  inutile  calcolare  i poli- 
nomi seguenti.  In  effetti  sieno  * , /3 , y , 5 , ec.  le  radici  di 
^(x)  = o disposte  per  ordine  di  grandezza,  in  modo  che  « 
sia  la  più  piccola  radice  positiva;  siccome  il  polinomio /i(x) 
non  cambia  di  segno  per  tutti  i valori  d’x  compresi  tra  o 
e » , per  quelli  compresi  tra  x e /3 , per  quelli  compresi  tra 
/3  e y , ec. , si  potranno  conoscere  quante  radici  sono  com- 
prese tra  o e « , quante  tra  « e /3  , quante  tra  /3  e y,  cc. 
ossia  si  potranno  ottenere  i limiti  di  tutte  le  radici. 

769.  Sarebbe  facile  il  far  conoscere  che  il  teorema  del  n“  y55 
ha  luogo  ancora  quando  l’equazione  data  ha  radiqi  uguali. 

In  effetti  le  funzioni  (i4),  per  indicare  eoa  le  variazioni  che 
scompariscono  il  numero  preciso  delle  radici  comprese  tra  due 
numeri  dati , debbono  soddisfare  a due  condizioni  ; cioè  che 
quando  un  valore  d’x  annulla  una  funzione  intermedia,  le  due 
contigue  sieno  di  segno  contrario,  e che  ne’valori  che  precedono 
quello  che  rende  f (x)  eguale  a zero , le  due  /"(x)  e f'{x')  ab- 
biano segno  contrario.  Ora  è facile  il  dimostrare  che  un  fattore 
multiplo  dell’  equazione  fa  acquistare  alle  funzioni  (14)  di- 
visore comune,  il  quale  non  ha  alcuna  influenza  sulle  proprietà 
indicate. 

Ciò  non  pertanto  gioverà  meglio  liberar  l’equazione  da’  fat- 
tori multipli  per  operare  sopra  funzioni  più  semplici. 


3? 
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CAPO  IX. 


CÀLCOLO  DELLE  RADICI  IRRAZIONALI. 

760.  Data  un’  equazione  numerica  da  risolvere  converrà  da 
prima  esaminare  se  lia  fattori  razionali  di  primo  grado 
(n°7oa),  e fattori  multipli  (n°  716).  Liberata,  quante  volte 
ne  abbia  , da  questi  fattori , rimarrà  un’equazione  o più , le 
cui  radici  reali  non  potranno  essere  che  irrazionali.  In  seguito 
si  passerà  ( n”  755  ) alla  separazione  delle  radici,  cioè  a de- 
terminare per  ciascuna  radice  due  limiti  fra  i quali  essa  sola 
è compresa  ; ciò  fatto  , non  resterà  che  a trovare  per  appros- 
simazione il  valore  di  ciascuna  radice. 

761.  Prima  di  esporre  i diversi  metodi  che  corrispondono 
a questo  fine  , è necessario  osservare , che  dati  due  limiti  a 
e & fra  i quali  è compresa  una  sola  radice , si  possono  fa- 
cilmente trovar  due  limiti  a!  e b'  più  vicini,  cioè  tali  che 
la  differenza  a'  — 6'  sia  minore  di  a — b.  Imperocché  a e 
comprendendo  una  sola  radice  , sostituiti  nell’  equazione  da- 
ranno risultamcnti  di  segno  contrario.  Or  sostituendo  nel- 
r equazione  un  numero  c compreso  tra  a e 6 , si  conosce- 
rà dal  segno  del  risultainento  se  la  radiee  è compresa  tra 
a c c o tra  c e Si  avranno  cosi  due  altri  limiti  più  pros- 
simi. Operando  allo  stesso  modo  su  di  questi,  e poi  proso- 
gueiido  con  operazioni  uniformi , si  perverrà  necessariamente 
a due  limiti  clic  differiscono  fra  loro  per  una  quantità  data. 

Sia  per  es.  1’  equazione 

+ So:  — 7 = o , 

che  ha  una  sola  radice  reale  compresa  fra  1 e 3.  Fatto  x = i,5 
si  ha  un  risultamento  -J-  , e siccome  x=i  dà  — , la  radice 
sarà  compresa  tra  1 e 1, 5.  Fatto  nuovamente  a;  = 1, 5 si  ha  un 
risultamento  — ; perciò  la  radice  sarà  compresa  tra  1,3  e 1,5. 
Fatto  a:  = 1,4  si  ha  un  risultamento  — , perciò  il  valore  d’x 
cadra  tra  1,4  c i,5  ; ed  ar  = 1,4  sarà  un  valore  approssi- 
mato fino  ai  decimi.  Cosi  continuando,  col  divider  l’intervallo 
fra  1,4  e i,5  si  potrebbe  approssimar  la  radice  fino  ai  cen- 
tesimi. Ma  questo  andamento  di  calcolo  riuscendo  estrema— 
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mente  lango  darebbe  un’approssimazione  lenta;  c perciò  de - 
v’ esser  riserbato  solamente  per  avvicinare  i limiti. 

762.  Il  calcolo  numerico  della  radice  riesce  piìi  semplice  al- 
lorché i metodi  di  approssimazione  che  saranno  esposti  si  ap- 
plicano alle  radici  positive.  Per  conseguenza  quando  si  trat- 
terà di  determinare  il  valore  di  una  radice  negativa  converrà 
prima  cambiare  x in  — x , perciò  che  allora  ne  risulterà 
una  nuova  equazione , la  cui  radice  negativa  da  determinarsi 
si  è cambiata  in  positiva. 


ART.  I.  . 


Metodo  di  Newton. 


763.  Sia  r equazione 

+ A^x^'  + 


q-  An~\X  + (1) 


il  cui  primo  membro  sia  per  brevità  rappresentato  da  JX^x). 
Supposto  che  a sia  un  valore  approssimato  di  una  radice,  il 
quale  può  senza  difficoltà  essere  spinto  fino  ai  decimi  (n“  761), 
per  ottenere  una  maggiore  approssimazione  si  farà  x =a  -\-y, 
e si  avrà  la  trasformata  ( n“  lai  ) 


/W  +/'(“)-y  + + 


, . + J''*  = o. 


(^) 


Siccome  y è una  quantità  assai  piccola  , si  potranno  per  una 
prima  approssimazione  trascurare  i termini  che  contengono 
y^ , , ec.  a fronte  de’  primi  due.  Quindi  1’  equazione  (a) 

potrà  ridursi  a 


/(«)  +/'(“)-J'=o  ) «la  cui  y = 


(3) 


Chiamando  p il  valore  approssimato  della  frazione  (5)  , sarà 
X = a Per  continuare  l’ approssimazione  si  farà  in  (a) 

yzxp-^y'.,  o pure  x = a jy y'  in  (1),  il  che  torna 
allo  stesso.  Trascurando  le  potenze  superiori  di  y'  si  avrà 

y>=  — — . Chiamato  p'  il  valore  approssimato  di  que- 

^ /C“+f)  1 
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su  frazione , si  farà  y'  :=  p -j-  y" , il  che  riviene  a fare 
X — a -{■P  + P'  + y" , e con  lo  stesso  metodo  si  troverà 

v"= — . Così  proseguendo  si  otterranno  per  x 

. fif^+p+y) 

valori  sempre  piu  convergenti  verso  la  radice. 

Ben  riflettendo  all’esposto  metodo,  si  conoscerà  che  la  pra- 
tica n’è  facilissima,  perciò  che  basta  fare 


y = - 


r(*)’ 


(4) 


cioè  comporre  una  frazione  che  ha  per  numeratore  l’equazione 
proposta  e per  denominatore  la  prima  derivata  col  segno  cam- 
biato , e poi  andarvi  sostituendo  per  x i valori  successivi  che 
si  ottengono. 

764 1 valori  approssimati  delle  frazioni  — , 

ec.  dovendosi  ottenere  in  decimali , è necessario  sapere  m 
ogni  divisione  quante  cifré  si  possono  ritener  nel  quoziente 
come  appartenenti  alla  radice.  Per  tale  oggetto  si  osserverà 
che  se  a si  approssima  fino  a’ decimi,  saràj'  <Co,  l,  e quindi 
può  supporsi  che  essendo  0,01  tutti  i termini  trascu- 
rati sieno  minori  di  0,01  ; perciò  nella  prima  operazione  po-' 
tra  spingersi  la  divisione  fino  a’  centesimi.  In  secondo  luògo 
supposto  < o,  01 , sarà  y'^  < o,  0001  ; quindi  nel  calcolare 

il  valore  di*^^°  si  spingerà  la  divisione  fino  ai  diecimil- 

/ (a  + /')  ^ . 

lesimi.  Siccome  questo  ragionamento  è applicabile  alle  appros- 
simazioni seguenti , ne  segue  che  generalmente  in  ogni  divi- 
sione si  può  spingere  il  quoziente  fino  ad  avere  un  numero 
di  cifre  decimali  doppio  ai  quelle  che  già  si  conoscevano. 

Per  applicar  questo  metodo  all’equazione  5* — 7=0, 

la  cui  radice  approssimata  fino  a’ decimi  è a;  = i,4  (n°  761), 
si  farà  in  generale 

**  4-  3x  — 7 

^ STT3--  P) 

Fatto  a:  = 1,4  si  ha  y = = 0,01  : perciò  x :=  1,  41. 

v5o 

Mettendo  nuovamente  il  ritrovato  valore  d’x  nella  (5),  si  ha 

, 0,03319 1 

y=. 


8,9643 


-=  — 0,0037,  perciò  x= 1,4063.  Messo  que- 
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sto  valore  in. (5)  si  lui 


O, 0001 10948047 

8, 93303907  “ 


O, 0000134^  r 


e quindi  la  terza  approssimazione  darà 
» =;  1}  40^8758. 


765.  Nel  cercare  i valori  convellenti  verso  la  radice  si  è 
supposto  che  in  ogni  approssimazione  si  potesse  ottenere  tm 
numero  di  cifre  decimati  doppio  di  quelle  che  già  si  ave- 
vano.. Ma  cià  non  è verna  rigore;  imperocché  dalla  (»)si  ha 


/'(«j  m 


e prendendo  per  y la  sola  parte 
mette  è rappresentato  da 


/(") 

/'(«)’ 


1’  errore  che  si  com— 


/(«), 


Or  sebbene  , quando  y < sia  segue  die 


la  somma  algebrica  de’  termini  trascurali  sia  pure  minore  di 


Si  potrebbe  verificare  il  valore  ollcnuio  facendolo  variare  di 
un’unità  in  più.  o in  meno  ucll’ukima  cifra,  finché  si  trovassero 
due  valori  che  sostituiti  neU’ci^uazione  dessero  risuitamcnti  di 
segno  contrario.  Ma  la  prolissità  de’  calcoli,  eui  queste  sosti- 
tuzioni darebbero  occasione  , distruggerebbe  il  principale  van- 
taggio del  metodo,  che  consiste  nella  rapidità  dell’  approssi- 
mazione. Del  resto  questo  calcolo  è inutile  per  le  operazioni 
intermedie ,.  percliè  ciascun  valore  approssimato  d'y  corregge 
r errore  che  può  esser  incorso  nell’  ultima  cifra  del  valor 

S recedente  d’».  Sicché  seguendo  l’anzidelta  regola,  cioè  quella 
i ritenere  in  ogni  divisione  un  numero  di  cifre  decimali  dop- 
pio di  quelle  che  si  trovavano  nel  precedente  valore  d’  x ,, 
quando  1’  operazione  sarà  finita  si  potrà  cancellare  come  in- 
ceru  r ultima  cifra  ottenuta. 
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766.  Questo  metodo  riesce  fallace  quando  non  si  verifica 
una  condizione  importante,  ed  è,  che  se  « è un  valore  ap- 
prossimato d’  a;  , a sia  un  valore  più  prossimo  ad  x 
che  non  è il  precedente.  Prendendo  1’  equazione 
***  — 3a:*  — 4x’  -f-  i5x  — 5 = o che  ha  due  radici  fra  a c 
3 ( n°  7-56,  IH.  ) , si  ha 

_ __  — 3.r^  — 4-r'‘  + — 5 

4x^  — ga:’  — 8x  + l5 

Or  siccome  i numeri  a , a, 5 , 3 danno  rìsultamcnti  di  segno 
contrario  , una  radice  sarà  compresa  fra  2 , c a, 5 , 1’  altra 
fra  2,5  e 3.  Or  se  per  trovar  la  prima  radice  si  fa  x=2,5 

§i  trova  ^ = ^^^=0,25  , e quindi  x = a,75,  valore  più 

lontano  dalla  radice  di  quel  che  sia  a, 5.  E se  si  fosse  fatto 
x = 2,44  che  è un  limite  più  prossimo  di  a, 5 si  sarebbe 

trovato  y = 73,77,  risultamento  evidentemente 

0,004730  ' . 

assurdo,  giacché  verrebbe  x=  76,17. Siccome  si  hanno  sem- 
pre per  ciascuna  radice  due  limili  , e il  metodo  di  Newton 
si  applica  indifTcreniemcnte  all’  uno  o all’altro  de’ due  limi- 
li, basta  ordinariamente  per  isfuggir  questo  inconveniente  di 
abbandonare  il  limite  che  lo  produce  e di  applicare  il  me- 
todo all’  altro  limite.  Quante  volte  ciò  non  basti  , converrà 
restringere  i limiti  col  metodo  esposto  al  n°  760  ; e avuti 
così  due  nuovi  limili  più  prossimi , sperimentar  nuovamente 
quale  de’  due  conduce  allo  scopo. 


767.  La  .speditezza  con  la  quale  si  ottengono  per  questa  via  i valori 
approssimati  delle  radici  rendono  il  metodo  prezioso  nelle  applicazioni. 
Ma  per  poterlo  usare  con  sicurezza  c necessario  : 1°  clie  si  sappia  se  i 
limiti  ottenuti  sieno  vicini  quanto  basti  per  procedere  all'  approssima- 
zione a°  che  si  conosca  di  quale  de' due  limiti  può  farsi  uso^  3°  che 
si  possa  con  precisione  determinare  il  numero  delle  cifre  esatte  che  dk 
ogni  approssimazione  ; 4"  il  calcolo  numerico  sia  disposto  in  modo 
da  non  dar  luogo  ad  operazioni  supcrduc.  Al  che  si  perviene  mercè  le 
considerazioni  che  si  andranno  sviluppando  ne’  numeri  seguenti. 

768.  Sieno  a e b due  limiti  fra  i quali  è compresa  una  sola  radi- 
ce dell’ equazione  y(x)  = o , e supposto  esser  a il  minor  limite  sia  S 
il  valore  che  bisogna  aggiungere  ad  a e 8'  quel  che  si  dee  toglier  da 
b per  ottenere  il  valore  d'.t  ,in  modo  diesi  abbia  a4-8=:ò  — S'=zx. 
Si  ha  (n°  5o6  ) 

/(“  +»)=/(<!) -!-«/'(«••••  « + *)=<>7 
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■ /W  ^ /(«) 

f(a....x) 

cioè  il  valore  di  8 clic  si  cerca  è uguale  — f{a)  diviso  per  un  cerio 
valore  che  può  prender  f '(x)  tra  x ed  a.  Siccome  ogni  quantità  coro- 
presa  tra  x ed  a e a piu  Porle  ragioae  compresa  ira  À ed  a j (jue- 
st  oltìma  formola  può  cambiarsi  ia 

d'  onde 


X 


(7) 


Similmente  sviluppando  fìno  al  secondo  termine  fià  — f)  si  avrà 
yXÒ-8')=/(ò)_8'/'(ò-  8'....i)  = o, 

da  cui 

s'  - . 

ò)’ 

e siccome  ogni  quantità  compresa  tra  x e & è a piu  forte  ragione  com- 
presa tra  a e & , r espressione  precedente  si  può  scrivere 


per  conseguenza 


i’  = - 


/(*) 


X b 


Ab) 

f{a....by 


(8) 


AfTinchò  dalle  formole  (7)  e (8)  si  possano  ricavar  due  limiti  a'  e 
y piu  prossimi  di  a e £ , conviene  che  A^^)  solamente  non  possa 

f{a) 

divenir  zero  fra  i limiti  aeò,  nel  qual  caso  diverrebbe  in- 

finita , ma  conviene  ancora  che  facendo  variare  x dopo  a sino  a & , 
y’(x)  abbia  de’  valori  o sempre  crescenti  o sempre  decrescenti , perchè 
allora  y'(o)  e f'{b)  , die  sono  i due  valori  dif{x)  conosciuti , saranno 
necessariamente  l’ uno  il  più  grande  , l' altro  il  più  piccolo  di  tutti  quelli 
che  può  assumer  la  delta  funzione  fra  i limili  a e b. 

Queste  due  condizioni  si  riducono  a dire  che  tra  i limili  a e b non 
deve  cadere  niuna  radice  nè  dell’  equazione  A{p)  = o , nè  dell’  altra 
In  latti  allora  y’^(x)  non  potrà  divenir  zero  5 e A'iA)  conser- 
vando lo  stesso  segnò  nell’ intervallo  tra  a e b^Ai^)  valori  sem- 
pre crescenti  0 decrescenti , secondo  chey’"(x)  avrà  valori  positivi  o ue- 
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gativi.  Per  conseguenza  , ailìnclic  i limili  a e b sieno  tali  da  poter  con 
essi  procedere  all'  approssimazione  è necessario  che  non  comprendano 
ninna  radice  delle  equazioni  /'{x)  — o , f"{x)  — o ; della  qual  cosa  è 
fàcile  assicurarsi  ( n°  ^55  ).  Quante  volle  queste  condizioni  non  sieno 
soddisfatte  , conviene  prima  ravvicinare  i limiti  secondo  il  metodo  del 
n“  761. 

li  solo  caso  che  presenta  inipossihilit'a  a verificare  questa  condizione 
sarebbe  quello  in  cui  la  radice  che  si  va  cercando  fosse  comune  all' una 
e all’  altra  delle  due  equazioni  f^x)  =:  o , f"(x')  ~ o.  La  prima  eir- 
costanza  non  può  aver  luogo  , perciò  che  1'  equazione  si  suppone  libe- 
rata dalle  radici  uguali.  Se  si  verificasse  la  seconda  , fr.t  fix)  ej^'^x) 
dovrebbe  trovarsi  un  divisore  comune  che  conterrebbe  la  radice 
richiesta  ; e allora  questa  radice  si  otterrebbe  più  facilmente  operando 
sull’  equazione  =:  o. 

769.  Trattasi  ora  di  esaminare  a quale  de'  due  limiti  a , b può  ap- 
plicarsi il  metodo  di  Newton.  Per  tale  oggetto  fa  d’  uopo  osservare  che 
siccome  fra  a è b cade  una  sola  radice  dell’  equazioney(x)=:o  e ninna 
delle  /^(r)  = o , f"{x'j=io  y f[a)  e f{b)  avranno  segno  diverso  ,y' (a) 
e f{b)  lo  stesso  segno  , come  pure  j Cippiù  se  « è la 

radice  compresa  tra  a e b , f{x)  e f\x)  avranno  segno  contrario  in 
tutti  i valori  che  precedono  x = a , e lo  stesso  segno  dopo  questo  va- 
lore ( n"  755)',  cioèy'(n)  e f'{b)  avranno  segno  contrario  , e /{b)  e 
fiy)  lo  stesso  segno. 

Ciò  premesso  , le  funzioni  f{x)  , f{x)  , f'{x)  quando  x = a ed 
X'zz.h  non  possono  presentare  rispetto  a’ segni  che  una  delle  quattro 
combiuazioni  seguenti  : 


/(*)  /'(*)  /(^)  rw  /'W 


Si  supponga  aver  luogo  la' prima.  Siccome  y(x)  ha  valori  sempre  cre- 
scenti fra  i limiti  x~a,  x — by  il  più  piccolo  valore  che  può  rice- 
vere in  questo  intervallo  è f{iì)  e il  più  grande  f'{b').  Sarà  perciò 
J^(a. . . .b')'^f{a)  f <^f(b).  Or  nella  formola  (7)  essendo y(a)  nega- 
tiva , il  secondo  termine  sarà  una  quantità  da  aggiungersi  ad  a.  Dalle 
formole  (7)  e (8)  si  avrà  dunque 


x'^  a — 


x<_b 


m- 

■/(*)■ , 
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Chiamando 

(9) 


a!  I y questi  nuovi  limili , saih 


f{b)' 


(io) 


il  primo  de’  quali  è maggiore  di  a , il  secondo  minore  di  & , e jier- 
ciò  più  prossimi  alla  radice  che  i limiti  a e b non  erauo.  La  coiiihina- 
zione  a*  condurrebbe  agli  stessi  limiti. 

Rispetto  alle  combinazioni  3*  e 4*  , siccome  f'{x)  e y’'(.r)  sono  di  so- 
gno contrario , y^(x)  avrh  valori  decrescenti  dopo  x = a sino  ad  a:=:£  ; 
perciò  sara /'(a. . . .b)  > * ragionando  come  nel  caso 

precedente  , si  avrò 


(•0 


y^b-m. 

rw*  /(«) 


(la) 


È necessario  osservare  che  per  le  coinbiuazioni  i*  e V volendo  ser- 

* /Yal 

virsi  del  limile  inferiore  a , si  ha  pe»'  la  parte  da  aggiungersi 

J \b)  ^ f (o\ 

ad  a , mentre  il  metodo  consiglia  sempre  di  prender  — «7— é • Cosi 
pure  volendo  far  uso  del  lìmite  superiore  b quando  hanno  luogo  le 
combinazioni  3*  e 4*  ù ha  — per  la  parte  da  togliersi  da  b , 

fi»  . . 

e non"^^^  siccome  prescrive  il  metodo. 

Da  ciò  si  raccoglie  che  il  metodo  di  Newton  non  si  può  ìndiflercn- 
temenle  applicare  all'  uno  o all’  altro  de’  due  limiti  , ma  deve  pren- 
dersi il  limite  superiore  o l' inferiore , secondo  che y'(ar)  ey"(x)  hanno 
lo  stesso  segno  o segno  contrario. 


770.  Se  in  vece  di  riguardare  b come  il  limite  superiore , cioè  come 
uello  che  ha  il  più  grande  valore  , si  prendesse  per  b il  limite  pel 
quale  f{x)  e f(x)  hanno  lo  stesso  segno , basterebbe  considerare  una 


sola  combinazione  de’  segui  delle  tre  funzioni  J'(x')  , f(x)  e f{x)  j e 
allora  basterebbero  le  sole  fonnole  (9)  e (10)  dalle  quali  conchiudesi  che 
la  regola  di  Newton  non  è applicabile  che  al  solo  limite  per  lo  quale 
/[x)  e f(x)  hanno  lo  stesso  segno. 

Nell’  equazione  riportata  al  u°  7G6  vogliasi  trovar  la  radice  com- 
presa fra  a , e a,  5.  Fa  mestieri  da  prima  assicurarsi  se  Ira  questi  li- 
mili y(*)  e f"ix)  conservano  lo  stesso  segno  o pur  no.  Ora  si  ha 
f(x~)  = 4x*  — ga:*  — 8x  -p  1 5 , = 1 ajt*  — 1 8x — 8 \ e facilmente  si 

scopre  che  y*(x)  cambia  di  seguo  nel  passare  da  a;  =3,4  ad  x=3,5, 
cioè  da  negativa  diventa  positiva  , e la  seconda  si  mantiene  positiva. 
Perciò  si  possono  prender  per  limiti  3 , e a, 4-  F siccome  in  questo 
intervallo j'{x)  e J^'{»  hanno  segno  contrario  , deve  farsi  uso  del  limile 
inferiore.  Quindi  si  iark  a;  = a nell’  espressione  (6)  e si  otterrà 

^=  — = o,a  d’onde  «=3,3.  Volendo  trovar  l’altro  limite,  si  deve 
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nella  (6)  fare  x = a, 4 nel  numeratore  e * as  a nel  denominatore , e si 

avrli  V = - = o,o6  d’  onde  * = 3,34. 

^ 5 

■771.  Resta  a trovare  il  grado  di  approssimaiione  cbe  danno  i due 
nuovi  limili.  Si  faccia  A _ « = » , A'  — a'  = s' , considerando  solo  quelli 
che  danno  le  formolo  (9)  e (io)  si  avrk 


mv  f{h) 


) 


d'  onde 


Ora  si  ha 


d'  onde 


*-  /'(*)  m 


f{h  - 0 =/(A)  - im  + - ec. 


f{P)  — /(*  — «)  _ __  ì. y«(t)  + 

1 2 


ec. 


Rappresentando  per  «(i  — i)  il  primo  membro  di  questa  eguagUania, 
con  un  ragionamento  analogo  a quello  del  n 5o6  si  ricava 


» Y 


b) 


dove  f"{b » b)  indica  un  valore  di /"(»)  compreso  Ua  quelli  che 

può  assumer  tra  b e b — i)  dunque 

/(*-0=/W—/'W  + 

Sostituendo  questo  valore  nella  (i3)  ne  risulta 
' “ »/(*) 

Prendendo  i due  limili  o e i in  modo  che  tra  qu«U  non  cada  alcuna 

«dice  dell- equazione /"(x)  = o , i ^ 

saranno  sempre  crescenti  o decrescenu  , e il  piu  , ? 

f'{a\  E siccome  /'(*)  può  essere  il  piu  grande  o il  pm  picelo  dei 
valori  di  f{x)  fra'' i limili  a e ò , si  potrb  in  generale  considerar  la 
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ff(x')  ... 

frazione  ^ ^ . e prendere  il  massimo  valore  del  mimeralore  e il  minino 

• /"(*) 

del  deiiomiaatore.  Ckiamando  C tiueslo  massimo  valore  di  ■ ■■  ■ ' , sarli 

a/(^) 

»'  < Ci\ 

Non  è necessario  conoscere  il  valore  di  C,  ma  basta  solamente  l’ordine 
deir  unita  della  prima  cifra  a sinistra.  Sia  l’uuiib  decimale  im- 

inedialamcnie  maggiore  di  C , cioè  sia  C < ^ CTo)  ’ * *** 

dippiìi  t < 

■'<(-)  . <■« 


Se  il'  = o , ogni  operazione  da  un  numero  di  cifre  decimali  esatte 
eguali  al  doppio  di  quelle  che  gii»  si  avevano.  Ma  in  generale  il  nu- 
mero delle  cifre  decimali  esatte  , date  dalle  operazioni  successive,  sarà 
espresso  da  an  + /c , 4”  -f-  3Ar , 8«  + ']!<  ; cc. 

Aflìnchè  abbia  luogo  1' approssimazione  dev’ esser  an  + lr>n,  ov- 
vero n > — A.  Se  questa  condizione  non  si  verifica  convien  restringere 
i limiti  secondo  si  è detto  al  n"  j6i. 


^^•2.  Si  avverta  che  se  per  b si  rappresenta  il  limite  pel  qualey(a:) 
cy^'(.T)  hauuo  lo  stesso  seguo,  i due  nuovi  limiti  sarauiio  rappresen- 
tali per 


h 


^(ì\ 

d’  onde  si  rileva  che  il  valore  numerico  di  '■  che  dev’  esser  sol- 

f V>) 

tratto  o aggiunto  a & è sempre  più  piccolo  del  vero  ; per  conseguenza 

ì \ 

si  avra  maggiore  approssimazione  prendendo  il  quoziente  di'^j^^  piut- 
tosto al  di  sopra  che  al  di  sotto  del  vero.  Quindi  dopo  avere  spinta 
la  divisione  fino  alla  cifra  decimale  dell’  ordine  in  + k in  vece 
di  trascurar  le  cifre  rimanenti  si  deve  aggiungere  un’  unifa  all'  ultima 
cifra  a destra. 

Ottenuto  un  altro  valore  approssimato  h'  per  poter  proseguire  l’ap- 
prossimazione con  lo  stesso  metodo  , fa  d’uopo  assicurarsi  se  f{b'')  è dello 
stesso  segno  ài  flb').  Se  non  è,  si  aumenterù  o diminuirà  ai  unita  l’ul- 
tima cifra  decimale  di  6'  secondo  che  b è limite  superiore  o inferiore , 
siccome  è facile  rilevare  dal  quadro  del  ii°  770. 
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773*  RiinaDe  ora  a stabilire  in  che  modo  dev' esser  regolato  il  cal- 
color  numerico  afiiiicbè  ninna  sua  parte  sia  perduta. 

Trovati  i due  limiti  a e b della  radice  è facile  ottenere  i va- 
lori di  /(b)  , f{l>)  , /"{t)  ì ì ec.  la  cui  conoscenza  è d’  al- 

tronde necessaria  per  poter  procedere  nel  metodo  di  approssimazione. 

Sia  p il  valore  di  — esteso  fino  alla  decimale  dell’ ordine  asse- 
gnato dalla  forniola  (i4)<  !>vr'a  un  primo  valore  approssimato  delia 
radice  espresso  da  £ 4*  Or  se  per  ottenere  un  secondo  valore  si  vo- 

lesse  sostituire  immediatamente  £ -l-  in  si  ripeterebbe  una  gran- 

j{x) 

de  parte  del  calcolo  fatto.  Osservando  però  che 


/w  + /!rw+-m*)  + ec- 


, e che  i valori  di  /(b)  , 


/(*  + ^)  f(b)  + ^f'{b)  + I fi'/ "{è)  + ec. 

f (bj  , ec.  son  già  conosciuti , si  possono  ottenere  i valori  di/(ò  + 
ej’(b  4*  formando  successivamente  quelli  qui  sotto  riportati. 


/W,  /(*),  /'Ws  /"(*), 

Si  scrivono  in  una  prima  linea  i valori  y(i)  j , f"(b)  , ec.  ; 

poi  si  moltiplicano  questi  valori  per  p cominciando  dal  secondo , e si 
lormerà  una  seconda  serie  di  valori  ^ i quali , partendo  dal  secon- 
do , si  moltiplicheranno  per  ^ e si  divideranno  per  a , e si  forme- 
ranno i valori  che  compongono  la  terza  linea  \ questi  ^ dal  sfondo 
in  poi  si  moltiplicheranno  per  ^ e si  divideranno  per  3 j e cosi  con- 
tinuando si  formerà  il  quadro  precedente.  Sommando  i soli  primi  ter- 
mini di  ogni  linea  si  avrà  y(i+/5)  , sommando  i secondi  termini  si 
avrà/'(A -i- jS)  , la  somma  di  tutti  l terzi  termini  darà /"^i jS)  , e 
cos'i  di  seguito . Dividendo  f(b  + fi)  wr  /'{b  + (3)  si  avrà  un  fb'a  parte 
y da  aggiungersi  al  valor  precedente.  Èssendo  conosciuti  i valoriy(o-p^), 
f[b  -p  /3),  /"(A  + /J)  , ec.,  con  la  regola  precedente  si  troveranno  quelli 
*1'  /(  i + ^ + r )■>/'(*  + /*  + y ) » ec.  > C COSI  si  continuerà  spedita- 
mente r approssimazione. 
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ART.  II. 


Metodo  di  Daniele  Bernoulli  per  trovare  la  più  grande 
o la  più  piccola  radice  di  un’  equazione . 


774.  Sia 

cè'  -f-  + .......  + A»-iX  + A^  ” o (i) 


r equazione  data , il  cui  primo  membro  sia  rappresentalo  per  f{x)  , e 
sieoo  a , & , c , , ec.  le  sue  radici.  Fatto 

= o"  + A"  + c"  + <T  + ec. 


si  supponga  esser  d la  più  grande  radice  positiva.  È chiaro  che 
tanto  meno  differirà  da  a"  quanto  più  grande  è m ; in  guisa  che  se 
m è un  numero  molto  alto,  si  può  fare  approssimatamente  cd 

anche  Sm-x  = a*~‘  ; per  conseguenza  a zz:  ■_  . Se  dunque  si  forma 

la  serie  delle  potenze  simili  delle  radici  ( n°  617  ) , cioè 


il  quoziente  di  un  termine  diviso  per  quello  che  lo  precede  tanto  più 
si  avvicinerò  al  valore  della  più  grande  radice  , quanto  più  i termini 
sono  lontani  dall'  origine.  Quindi  la  serie  tende  a confondersi  con  una 
progressione  che  ha  per  quoziente  a. 

La  serie  (a)  è ricorrente  ( n"  61B  ) , ed  ha  per  scala  di  relazione 

' — A^  , — A^ — A -,  quindi  formati  i primi  n termini  è facile 

prolungarla  quanto  si  vorrà. 

Applicando  l'esposto  metodo  all’equazione  *> 

trova  la  serie 

5 , a5  , 1 ig  , 585  , 3875  , i4<37  , 6g5i5  , ec. 

, f . . 25  iig  hgSiS 

e le  trazioni  — , T4737  ’ verso  la  piu 

grande  radice. 

Le  radici  immaginarie  possono  render  fallace  il  metodo.  In  effetti  sieno 
» ■=  » + — i , a;  = s — ^ — I dne  radici  immaginarie  conjugate. 

Posto  + j3*,  cos#=^,  sen6  = ^ , sarò  (n°  587  ) 

( « + j3  Y — 1 )“  = A"  ( cosmé  + Y — I sen  m#  ) , ed 
( » 4.  ^y — I )"4-  (a  — ^ — i )"•  = uR” cos mfl.  Perciò  nel  valore 
di  vi  sarò  l’espressione  aÀ**co8m#.  E poiché  cosmi  è sempre  minore  di 
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1 , per  far  che  ne'termiiiì  che  compongono  possa  a"  divenir  maggiore  di 
tutti  gli  altri  c necessario  che  sia  a'^R,  ossia  chela  più  grande  radice 
superi  tutti  i moduli  delle  radici  immaginarie.  Quando  questa  coudi- 

S S 

zione  non  ha  luogo  , le  frazioni  , 

alcun  limite. 


~ , ec.  non  convergono  verso 


775.  Facendo  , e applicando  all'equazione  ini  lo  stesso  cal- 

colo , si  troverà  il  più  grande  valore  di  z , il  quale  corrisponde  al  più 
piccolo  d' X , Il  che  riducesi  a trovar  la  serie  delle  potenze  negative 
S-tì  S-i,  S-3,  ec.  dell’equazione  io  a-;  e un  termine  divìso  per  quello 
che  lo  segue  darh  de’  valori  convergenti  verso  la  più  piccola  radice. 

Affinchè  le  radici  immaginarie  non  impediscano  la  convergenza  , è 
necessario  die  la  più  piccola  radice  sia  minore  di  tutti  i moduli  delle 
radici  immaginarie. 


776.  La 

/'O 


frazione' 


/w 


è una  serie  ricorrente  che  nasce  dallo  sviluppo  della 
( n°  617),  che  è identica  all'espressione 


— ^ — -l- --j-  — ^ — .4.  ec.  Ma  Daniele  Bernoulli  inventor  del  me- 

X — a X — b X — c 

todo  ed  Eulero  che  ne  espose  tutte  le  particolaritù  , partendo  dalla 
considerazione  delle  serie  ricorrenti , e notando  la  relazione  fra  il  ter- 
mine generale  della  serie  e il  denominatore  della  frazione  generatrice  , 
davano  alla  frazione  generatrice  per  numeratore  un  polinomio  qualun- 
que di  grado  n — i , il  che  corrisponde  ad  assumere  arbitrari  i primi 
termini  della  serie.  Per  conoscer  che  ciò  conduca  allo  stesso  punto  c 
necessario  osservare  che  siccome  la  frazione  generatrice  si  risolve  nelle 


frazioni  parziali  1-  {•  — — t-ec.  fn°  ili),  alla  S del  ca- 

X — o X — b X — c ^ 
so  precedente  bisognerebbe  sostituire  l'espressionep, 

e chiamato  questo  coefficiente  della  serie,  e Tn-,  il  precedente  , 
quando  m è un  numero  molto  alto,  si  può  fare  T^'xxp^a”,  e 

, T . 

d’  onde  -j,  — a , qualunque  sìa  la  /ij. 


Ma  di  tutti  i polinomi  di  grado  n — 1 che  possono  assumersi  per 
numeratore  della  trazione  generatrice  , f{x)  non  solo  è quello  che  dà 
alle  frazioni  parziali  la  forma  più  semplice  , perciò  che  le  p^,  p,,Ps,  ec. 
si  riducono  all’  unità  , ma  favorisce  1’  approssimazione  principalmente 
quando  vi  sono  radici  multiple.  In  effetti  se  a è radice  jnultipla  e sia 
t il  grado  di  moltiplicità,  sarà  nel  primo  caso  1$'^,  = fa'",  , 

e = a come  ntl  caso  generale.  Ma  per  vedere  che  cosa  avvenga 

quando  si  prendono  i primi  termini  arbitrari , si  faccia  nell’  equazione 

a;  ^ ; Tequazioiie  prenderà  la  forma  (t — nz)(t  — òi)(t  — cz). . . =0. 
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Supposto  che  a sia  radice  multipla , la  frazione 
nelle  frazioni 


P. 

(i-oay 


si  risolrerh 


(i  — «)* 


+ 


Il  coefficiente  del  termine  m.''^  della  serie  che  risulta  dallo  sviluppo 
di  tutte  queste  frazioni  sark 


7i“"+  9 


,m+i 


(m+iXm+a) 


«"+•••+ 


i.a.  — i) 


espressione  che  ordinata  rispetto  ad  m prende  la  forma 

( + r,m  + r^m*  + r,  i»  + n*»'  )«"  > 

Per  conseguenza  se  la  radice  che  si  cerca  è precisamente  la  radice  mul- 
tipla a , si  avrk 

_ r„  + r,m  + r,m*  + r-wt* ^ 

Tm-t  + r,(m—  »)  + («—»)*  + '‘iC'»— 0‘*  ’ 


e si  vede  che  questa  espressione  non  può  convergere  verso  a se  m non 
è quasi  uguale  all'  infinito.  D'altronde  se  non  fosse  a la  radice  massima 

ma  ò , per  fare  che  ( -f-  r r^m'  + ) a"  svanisse  a fronte 

di  p^b”  bisognerebbe  che  m fosse  estremamente  grande. 


777-  Questo  metodo  può  esser  anche  messo  in  uso  per  trovare  il  va- 
lore di  qualunque  altra  radice  che  non  sia  la  massima  o la  minima 
purché  se  ne  conoscano  i limiti  particolari.  Cosi  supposto  che  fra  p e 
p -\- cada  una  sola  radice  si  fark  x—p-\-y\  la  più  piccola  radice 
della  trasformata  in  y ottenuta  col  metodo  di  Bernoulli  dark  il  va- 
lore da  aggiungersi  a p per  aver  la  radice  richiesta.  Però  è sempre 
necessario  che  ciascun  modulo  delle  radici  immaginarie  diminuito  di  p 
sia  maggiore  di  y. 
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ART.  iir. 


Metodo  di  LiOgrange. 


rjrj%.  Si  rappresenti  pery|[x)  il  primo  membro  dell’equa- 
zione 

x’  + + + Z=  O ( I ) 

preparata  secondo  si  disse  al  n”  760.  Sicno  a cd  a -f-  1 due 
limiti  fra’  quali  si  comprende  una  sola  radice.  Fatto 

X = rt  + p si  avrà  ( n"  644  ) la  trasformata 

/(a).»/"  +/(a).x'—  +/»  x'—  + +1=0,  (a) 

la  quale  dovrà  avere  una  sola  radice  maggiore  di  1.  Sosti- 
tuendo per  x'  i numeri  naturali  1 , a,  3,  ec.  si  dovranno  ne- 
cessariamente incontrar  due  numeri  che  diano  risultamenti  di 
segno  contrario.  Si  osservi  che  se  it  è un  valore  maggiore  di 
x'  e s’  indica  per  /^x')  il  primo  membro  della  (2)  , 
avrà  lo  stesso  segno  di  f{a)  ( n“  458  ),  e /^i)  un  segno 
contrario;  perciò  le  sostituzioni  possono  cominciare  da  x'=a, 
e il  valore  di  x'  cadrà  tra  tea  nel  solo  caso  che  ^*^(2) 
ave.ssc  lo  stesso  segno  di  f{a). 

Sia  a,  il  numero  intero  immediatamente  inferiore  a x'  ; si 

farà  in  (a)  x'  = a,  -J-  c si  avrà  una  seconda  trasformata 

in  x",  la  quale,  come  la  (2),  nou  potrà  avere  che  una  sola 
radice  maggiore  di  1.  Se  a,  è l’intero  immdiatamcnte  minore 

di  a,  , si  farà  x"  = a,  , il  che  darà  una  nuova  trasfor- 

mata che  potrà  esser  tratuta  nel  modo  stesso.  Così  prose- 
guendo si  avranno  le  eguaglianze 

xz=a  + ^,  x'  = a.  +^,  x"  = a.  +^^,ec. 

le  quali  somministrano  il  valore  d’ x espresso  in  frazione  con- 
tinua ( n°  3tì4  ). 
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Sia  per  es.  1’  equazione 

— la  — 5 = 0, 

che  ha  una  sola  radice  reale  compresa  fra  a e 5.  Fatto 
* = a + p , si  ha  la  trasformau 

sé'  — loaé*  — 6x'  — 1=0 

la  cui  radice  è compresa  tra  io  e ii.  Fatto  x'=io  si  ha 

Sta"*  — 94*^^*  — 30®''  —1=0, 

la  cui  radice  cade  tra  i e a.  Facendo  x"=i  + •— , si  ottiene 

54®"'*  + 25®"'*  — 89®"'  — 61  = o. 

Così  proseguendo  si  trovano  i quozienti  qui  sotto  scritti , 
da’  quali  si  formano  con  la  nota  regola  le  frazioni  convergenti. 

QUOZ.  310112  1 3 1 1 12 

1 3 31  23  44  *55  576  731  1307  i64i5 

Fraz.  conv.  i 

L’  ultima  delle  frazioni  dà  un  errore  minore  di  — 

= 0,0000000163  ; perciò  svolta  in  frazione  decimale  dai^i  ci- 
fre esatte  fino  alla  settima.  Quindi  si  ha  ® = a,og455i4 

1779.  Se  la  radice  è compresa  fra  due  limili  a , a d ^ 
la  cui  differenza  d è minore  dell’  unità , si  farà  x = ud. 

L’ equazione  in  u avrà  una  radice  fra  i due  numeri  - , — > i 

quali  differiscono  di  un’  unità.  Perciò  fallo  « = - -j-  ^ si  avrà 

la  trasformata  in  u',  sulla  quale  si  opererà  secondo  è stalo  pre- 
scritto. 

Sia  per  es.  1’  equazione 

.r’  _ 7®  + 7 = o , 
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3 3 

la  quale  ba  una  radice  fra  i e - e 1’  altra  fra  — e 3.  Fallo 

x = - , risullerh  1’  equazione 

it’  — 2811  + 56  = o , 

la  quale  avra  una  radice  fra  a e 5 , 1’  altra  fra  5 e 4*  Si 
troveranno  queste  radici  operando  secondo  la  regola. 

780.  Se  fra  a ed  o + l cadono  pib  radici , per  far  uso 
dell’  esposto  metodo  non  è necessario  separarle,  ma  basta  co- 
noscerne il  numero  preciso  ; il  che  può  sempre  ottenersi  per- 
xnezzo  del  teorema  del  n°  >j55.  In  effetti  suppongasi  per  fis- 
sar le  idee  che  fra  a ed  o -b  1 cadano  tre  radici  ; fatto 

= a 4-  la  trasformala  (a)  avrà  tre  radici  maggiori  di  1. 

Supposto  che  i numeri  naturali  sostituiti  in  luogo  d’  arnel- 
r equazione  (a)  diano  tre  cambiamenti  di  segno  ne’  risulta- 
menti  , si  conosceranno  i limili  particolari  de’  tre  valori  d x'. 
Sieno  b y b' , b"  i numeri  interi  immediatamente  inferiori  a 
questi  tre  valori  d’ x'  ; le  tre  radici  si  Mlraniio  trovar  sepa- 
ratamente ; perciò  che  per  la  prima  radice  si  farà 

x'  b -j-  •”  5 c poiché  la  trasformata  in  y ha  una  sola  radice 

maggiore  di  1 , si  proseguirà  al  solito.  Per  la  seconda  si  farà 

x'  = b'  y e per  la  terza  x'  = b"  -j-  y,. 

Si  riprenda  l’equazione  — yx  -f-7  = o>  1»  quale  ha  due 

radici  fra  1 e a.Fatio  x=i4-i-,  si  avrà  x'* — 4^*+5ar'4*i=o- 

ST 

I numeri  1 , a , 3 , messi  in  luogo  d’  x danno  per  risulta- 
menti  -|-  1 ) — 1 > + 1 j perciò  una  radice  cade  fra  1 e a, 
1’  altra  fra  a e 3.  Per  trovar  la  prima  radice  si  farà 

x'  = 1 + e si  avrà  la  trasformau  x"’ — 2x"’ — x"-|-i=o, 

Jr' 

la  quale  ha  la  radice  fra  a c 3 ; fatto  perciò  x"  = a -j-  ^ si 
proseguirà  innanzi  ; sicché  la  prima  radice  sarà 
X = 1 - — * • Quanto  all’  altra , fallo  x'  = a -j — j,  si 

I J.  - X 

2 + ec. 

ha  la  trasformata  x"*  -f-  x"* — ax"  ■ — 1 = 0,  la  quale  ha  una 


Cìoogle 


( 5g5  ) 


radice  compresa  tra  i e a ; facendo  perciò  x"  = i + , si 

gtìì 

potrà  proseguire  finché  si  vorrà  : e la  seconda  radice  sarà 

, I 

* = 1 4-  — » 

^ 1 ec. 


781.  Se  nella  (a)  la  sostituzione  de’ numeri  naturali  non 
desse  tanti  cambiamenti  di  segno  quante  sono  le  radici  com- 
prese tra  a ed  a + 1 , si  potrà  ricorrere  al  teorema  del 
n°  755  per  vedere  fra  quali  numeri  cadono  le  radici  della 
(a).  Per  tale  oggetto  in  vece  di  trovar  le  funzioni  relative 
all’  equazione  (a)  , nelle  funzioni  X , X , X,  ec.  relative 


alla  (1)  si  farà  X = a + La  sostituzione  de’ numeri  na- 
turali in  questi  polinomi  in  x'  farà  conoscer  due  numeri  b 
e ò 1 fra  i quali  son  comprese  più  radici , perciò  che  es- 
sendosi latto  X = a-f‘~T  si  debbono  avere  gli  stessi  risulta- 

Sr 


menti  o sostituendo  nelle  funzioni  in  x'  5 e 6 + 1 in  vece 


d’x*.  o sostituendo  nelle  funzioni  inxa-f-7  e a-f-  — 

b & I 

in  luogo  d’  X. 

Trovati  i numeri  i e ò -f-  l si  farà  x'  = ò -J-  ~ e col 

metodo  stesso  si  conosceranno  i numeri  interi  fra  quali  sono 
compresi  i valori  d’x".  Se  si  trovano  due  altri  numeri  con- 
secutivi c e c + 1 che  comprendono  anche  molte  radici , 

si  farà  nuovamente  x"  = c -f-  -777  ; e così  proseguendo  si  do- 
vrà finalmente  pervenire  ad  un’  equazione  nella  quale  la  so- 
stituzione de’  numeri  naturali  dà  tanti  cambiamenti  di  segno 
quante  sono  le  radici  che  si  vanno  cercando. 

Arrivati  a questo  punto  si  continuerà  per  ciascuna  radice 
l’ approssimazione  nel  modo  già  detto  ; e le  frazioni  conti- 
nue che  esprimono  i valori  d’  x compresi  fra  a ed  o 4“.  1 
avranno  una  parte  comune. 

Fia  utile  1’  osservare  che  quando  nelle  funzioni  del  n"  765 
si  fa  X = a 4-^,  i risultamenti  saranno  dalla  forma 

se 

^ + ® siccome  importa  di  conoscere  i soli 

★ 
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segni  dc’risuitaincnii , potranno  ridursi  a polinomi  interi  mol- 
liplicandoli  rispcilivainetilc  per  x"  , ec. 


782.  Quando  si  conosce  il  numero  preciso  delle  radici  com- 
prese fra  a cd  a -|-  1 , in  vece  delle  funzioni  del  n*  766  si 
può  far  uso  delle  funzioni  derivate  , perciò  che  allora  fatto 


e sapendosi  per  es.  che  tra  a ed  a 1 cadono 


due  radici  reali,  e che  perciò  1’  equazione  in  x'  ha  due  sole 
radici  reali  maggiori  deli’  unità  , si  potranno  sostituire  i nu- 
meri naturali  nelle  funzioni  derivate  espresse  in  a:*  ; e sup- 
posto che  fra  6 e ó 1 scompariscano  due  variazioni,  que- 
ste necessariamente  sono  indizio  di  radici  reali.  L’  uso  delle 
funzioni  derivate  può  riuscir  assai  più  semplice  che  quello 
delle  funzioni  del  n°  765. 


783.  Siccome  i coefficienti  delle  trasformate  , si  vanno  successiva- 
mente aumentando  a misura  che  si  procede  innanzi , 1'  esposto  metodo 
riuscirebbe  ollremodo  lungo  allorché  si  trattasse  di  trovar  la  radice 
coll  grandissima  approssimazione.  Ma  vi  c modo  come  dopo  avere  tro- 
vali alcuni  de'  primi  quozienti , trovar  gli  altri  senza  far  nelle  trasfor- 
mate la  sostituzione  de'  numeri  naturali. 


784.  Sia 

■ScT"  + V + = O (3) 


una  qualunque  delle  trasformate  che  risultano  dall'  equazione  data  per 
mezzo  delle  operazioni  indicate.  Si  rappresentino  per  x, , , x,. . . . 

le  n radici  della  (i)  , 1 y»  corrispondenti  ra- 

dici della  (3),  per  — , ^ frazioni  convergenti  verso  x,,  all'ul- 
tima delle  quali  corrisponde  il  qubziente  completo^,.  Si  avrà  (n*  371) 


e in  generale 


__  Mr,  + N 


(4) 


X 


My  + iV 

My  + N' 


d’  onde 


Mx  — M 

^ ~ N — N>x' 


(5) 


Avendosi  cosi  la  relazione  fra  le  radici  della  data  e quelle  della 
. trasformata , è chiaro  che  si  può  passare  dalla  (i)  alla  (3)  sosti- 
tuendo per  X H valore  (4)  , e viceversa  dalla  (3)  si  può  ritornare 


Digitized  by  Googl 


( i>97  ) 

alla  (i)  (osiituendo  per  y il  valore  \5).  Si  possono  adunque  ollenere 
le  irasformale  successive  sostiluendo  in  (i)  l’espressione  generale.  (4)  e 
poi  andandovi  collocando  per  A/  , iV  , M'  , A'  i termini  delle  due 
ultime  frazioni  convergenti  giìi  ottenute.  La  trasformata  darà  un  nuovo 
quoziente  che  servirà  a calcolare  la  ridoiu  seguente.  Sicché  , conoscendo 

le  due  prime  ridotte , che  sono  “»■»*'  possono  otleuer  tutte  le  altre 
per  mezzo  della  sola  equazione  in  x. 

785.  Dalla  (5)  si  ricava 

M>  — 

^ JS'~  lS\N—IS'x)  ’ 

o siccome  M'N  — MN'  = + i , si  ha 

y + W~  — N\N—N'x)' 


Sostituendo  successivamente  per  y gli  « — 1 valori  J’,  j - > e 

per  X i corrispondenti  , x^ , sommando  e osservando^che 

y. +rs  + • • - 


■ ■ -^y„  = —y,  — V > « avrà 

y,  y,  +("  0^-±^., 


essendo 


(7) 


a = 


■(L 

ir' 


N 

ir' 


+ + 


N 

W 


(8) 


a 


Or  se  è una  quantità  piccola  , sarà 


.flP  B, 


(9) 


Questa  formola  è utilissima  per  abbreviare  la  ricerca  de’  quozienti 
successivi.  Imperocché  prendendo  il  più  grande  intero  in  essa  contc- 

N 

nulo  , si  ha  il  quoziente  a,  corrispondente  alla  frazione  , per  mezzoi 

p 

del  quale  si  potrà  calcolare  una  nuova  frazione  ^ e una  nuova  tra- 
sformata con  questa  un  altro  quoziente  e un’  altra  trasfoinuta  ^ a 
cosi  di  seguilo. 
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786.  Essendo  ^ ana  frazione  convergente  verso  *, 
ha  per  limite  l’espressione 


il  valore  Cl 


il'  = 


(io) 


e siccome  i denominatori  delle  frazioni  convergenti  vanno  crescendo , 

Cit 

si  deve  necessariamente  arrivare  ad  un  valore  che  renda  minore  di 
una  quantitli  data  Allora  l’errore  proveniente  dal  termine  trascurato 

sark  minore  di  ì.  E trattandosi  di  prender  per  il  più  grande 
j.y  K 

intero  contenuto  nel  secondo  membro  della  (9)  , si  potrk  far  uso  di 

questa  formola  appena  2^  divenuto  minore  di 

Or  sia  n il  numero  delle  radici  reali  dell'equazione  data,  e av  il  nu- 
mero delle  immaginarie,  in  modo  che  sia  n = |z  4*  Conoscendo  i 
limiti  delie  radici  reali  , si  potrk  dererminare  un  valore  di  A minore 
della  più  piccola  differenza  fra  le  radici.  I termini  che  nella  (10)  cor- 

rispondono  alle  radici  reali  saranno  minori  di  — - — . Quanto  alle  ra- 
dici immaginarie,  sia  « + I ed  et  — py — i una  coppia  di  tali 

radici  ; si  avrk 

1 ^ — 

X,  — * — py — I X,  — « + jsy — 1 (*i  *)*  + !** 


Or  questa  espressione  è sempre  minore  di  - , perchè  -1’  ineguaglianza 

? 

^(x  — I 

^ •<  - dk  (x — « — I*)*  > • 5 quindi  rappresentando  per 

n una  quauiitk  minore  della  più  piccola  delle  /S  , lutti  i termini  che 
nella  (10)  corrispondono  alle  radici  immaginarie  saranno  minori  di 
Sark  perciò 


(") 


Quindi  basta  conoscere  approssimatamente  i valori  di  A e II  o i limiti  fra 

quali  si  trovano , per  esaminare  se  la  condizione  -*  /ilZLi  4.  J!,'\  ^ L 

t soddistatta , il  che  serve  a far  giudicare  quando  può  farsi  uso  della 
formola  (9). 
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Sia  per  es.  V equazione 

— Sa:*  — . 3x  + a = a ( 1 a) 

che  ha  una  radice  tra  o e t , una  tra  5.  e 6 , 1’  altra  tra  o e — i. 

Si  ha  presso  a poco  ^ ^ g + “ = Per  cui  può  (arsi  uso.  della 

iòraiola  (9)  fin  dalla  seconda  trasformata. 

Supposto  che  vogliasi  trovar  la  radice  compresa  tra  o e i , si  fark 

a:  = - , e si  avrò  la  trasformata 

y 

3.^*  —Sy^5y  + i=o  (i3) 

che  ha  una  radice  compresa  tra  a e 3.  Fatto  dun<pie  y = a-f  - , si 

avrk , sopprimendo  gli  accenti  e indicando  per  il  primo  membra 
della  (i3)  f la  trasformata 

^ »"(a)-y  + a = o 

cioè 

— + ajr  + a = o.  (i4) 

Questa  trasformata  ha  ancora  una  radice  tra  3 e 3.  Perciò  con  lo 
stesso  metodo  si  troverà  la  trasformata  seguente,  che  è 

8y*  — a3_y*  — — 5 = 0.  (i5) 

Frattanto  coi  quozienti  trovati  si  trovano  le  frazioni  convergenti  cor- 
rispondenti ; cioè 

Quoz.  3 a 

012 
Fr.  converg.  ~ ~ 

Il  valore  d’y  corrispondente  alla  (i4)  si  può  ottenere  dalla  (9)  la 

1^3  ^ 

quale  dk  3. -+  -g- . Si  ha  dunque  3 per  terzo  quoziente.  Con  questa 

valore  si  calcola  una  nuova  trasformata  che  è 

— 65/  + SSjy*  + 4ay  + 8 = o , (16) 

e una  nuova  frazione  convergente  , cioè  ; 

3 a 3 

0 j 2 2_ 

1 ’ 3 ’ 5 ’ ia‘ 
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La  formola  (9)  di  + gg»  «pressione  il  più  grande 

intero  è 1.  Questo  quoziente  dk  un'altra  trasformata  che  è 

47y*  — 36y*  — — 65  = o , (17) 

« una  nuova  frazione  convergente  , cioè  ; 

a a 3 1 

® i ® J.  5. 

i a B 13  17 


« poi  per  mezzo  della  (g)  si  trova  il  valor  prossimo  relativo  alla  (17), 
che  è r intero  più  grande  contenuto  in  a.  ^ + ^ Così  si 

continuerebbe. 


Quando  fra  le  diverse  trasformate  se  ne  trova  una  che  sia  iden- 
tica ad  alcuna  delle  precedenti  , è inutile  continuare  il  calcolo  , per- 
ciò che  le  trasformate  seguenti  si  presenteranno  con  lo  stesso  ordine,  e 
la  frazione  continua  sara  periodica  ( n°  385  ). 

788.  Nelle  equazioni  del  secondo  grado  il  calcolo  de'  quozienti  rie- 
sce molto  più  semplice  che  nel  caso  generale.  Sia  1'  equazione  del  se- 
condo grado 

— :ìBx  — A = o (i8) 

nella  quale  i coefficienti  sono  numeri  interi.  Si  avrk 

^_b±Vb'‘  + aa, 

Si  suppone  che  le  radici  sieno  reali , e in  conseguenza  B*+AA  ^o. 
Si  consideri  da  prima  il  radicale  col  segno  d- , e si  chiami  a il  più 

grande  intero  immediatamente  minore  d’ x ; fatto  x = a ^ ,si  avrk 

una  trasformata  che  può  mettersi  sotto  la  forma 

À^x'^  — aB^x'  — A,=o  , 

in  cui  A^-A-^-iBa — A fi*  , B^—Afi~B,  Da  qu«ta  si  ricava 
A. • 

Facendo  in  seguito  xf  ^a,  + e A^z=i  A , uBfi,  —A  fi,* 
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= A, a,  — 5,  , si  avrà  la  irasformata 


la  quale  darà 


A^x"'  — aB^x"  — = o , 


-g.  + 


£ così  di  seguito.  Ora  si  ha 

B,  + AA,  = B:  + A,A,=B,*  + A, A,  = ec.  ; 

r!rciò  il  radicale  sarà  lo  stesso  in  tutti  i valori  x , x'  , x*'  , ec. 
alto  dunque  B^  + AA,  = D , si  ha  in  generale 

B^  + yO 


a;W  = 


Ak^i 


Per  trovare  il  quoziente  completo  che  segue  , si  osserverà  che  si  ha 


V-P  + -gl  — ajAk^t 

Ak*t 


*W  = a.  .f  ^ s=  a.  + . 


I 


dunque 

SfW*')  = 


Ak-^ 


Ak*i(^D  + a^Ak*t  — B^) 

yf  D — {fl^Ak*t^  B ^ D — [a^Ak*\ —•  B ^ 


e facendo 


f \ j un  D — -Bki*  __  . 

(19)  dyAk*x  — ylA-a; 


(ao) 


SI  trova 

Ak., 

Le  formole  (19)  e (ao)  servono  per  passare  da  un  quoziente  completo  a 
quello  che  segue.  Il  radicale  dev'  esser  preso  sempre  col  seguo  supposto 
nella  radice. 

Se  il  valore  di  Bk-^t  della  (19)  si  mette  nella  formola  (ao),  si  avrà 

. I)-{a^Ak.^  — B^y  D—By 

Ak.%  — — - + M^Bt  — a^Ak,,. 

Ai*t  Jik*t 
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Ma  per  la  (ao)  si  ha  P ~~  ; dunque 

j,  “1“  -^k*t  A d^{jiS ^ *“•  Q^Ak*t)  j 

e meliendo  per  a^Au,  il  valore  ricavato  dalla  (19)  , si  trova  in  fine 

). 

Perciò  in  vece  delle  (19)  e (ao)  si  può  far  uso  delle  seguenti  : 

C^9)  d^Ak*l  j ^k*i  ““  *1"  -^4  Bk*y  ) 

per  mezzo  delle  quali  , conosciuti  due  quozienti  completi  consecutivi , 
si  può  dedurre  il  quoziente  completo  che  segue. 

789.  La  frazione  continua  che  rappresenta  le  radici  di  un’  equa* 
zione  di  secondo  grado  , dev’  esser  necessariamente  periodica. 

In  effetti  se  1’  equazione  proposta  non  ha  che  una  sola  radice  com- 
presa fra  a ed  a 4-  I , le  trasformate  successive  avranno  una  sola  ra- 
dice maggiore  dell'  unitò.  Ma  se  poi  ha  due  radici  comprese  fra  a ed 
a + 1 , le  trasformate  avranno  da  principio  due  radici  maggiori  di  1 , 
e si  perverrebbe  subito  ad  una  trasformata  dopo  della  quale  tutte  le 
trasformate  avranno  una  sola  radice  maggiore  di  i.  Sia 

Ai->t»'  — — A(  — o 

questa  trasformata.  Or  poiché  questa  equazione  ha  una  sola  radice  po- 
sitiva , le  supposizioni  z = o,z=:-{-oo  debbono  dare  risultamenti  di 
segno  contrario  ; il  che  non  potrebbe  avvenire  se  il  primo  e 1’  ultimo 
termine  non  avessero  segno  contrario  ^ in  guisa  che  le  quantità  A^ , 
Ai*t  , , ec.  saranno  tutte  dello  stesso  segno.  Ora  si  ha 

D * "P  A^Aui  CTS  £ut*  .p  Ai*iJ^i*»  £i*\*  *p  — ec.  ^ 

e poiché  i prodotti  AfAu,  , Ai*iAu» , Ai*,Auì  , ec.  son  tutti  positi- 
vi , si  avrò 

, Bi.y  < , Bi,^  C\D,ec. 

ed  anche 

A^At*i  f Ai+yAi*k^^^  j ec. 

e perché  Ai , Ai^y  , Ai*\  , ec.  sono  numeri  interi , sark  a pili  forte 
ragione 

Al  ^ Jy  j Ai*t  ^ f Ai*x  ^JD  ^ ec. 

Siccome  D è dato , non  vi  sarà  che  un  determinato  numero  di  nu- 
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meri  interi  che  possono  esser  minori  di  Z>  e di  V-®  > ® perciò  i no- 
meri Af , Al.,  , Al.,  , oc.  , 5, , Bt.,  , Bi.,  , ec.  non  potranno  avere 
che  un  determinato  numero  di  valori  ditterenti  ; quindi  spingendo  le 
serie  all’ infinito  , i medesimi  numeri  ritorneranno  un’infinita  di  volte. 
Ed  esaurite  tutte  le  combinazioni  diverse  il  cui  numero  è pure  limi- 
tato , dovrò  necessariamente  cadérsi  sopra  una  delle  combinazioni  pre- 
cedenti. Si  avrò  perciò 

Am.p  ~ A^  1 Bm.p  = B^  ; 

e poiché  si  ha 

■B  — Bm*p^  *1“  Am*pAm*p*,  y 


si  avrò  pure  Am.p*,  — Am*,.  Ma  si  ha 

Vi? + 5, 


*(•)  = 


Am*, 


,p\ yp  + Bm*p 

Am 


* 


dunque  aK")  = x("V)  , e la  frazione  continua  sarò  periodica. 

”90.  Ritenendo  che  la  (aa)  sia  la  prima  trasformata  nella  quale  il 
primo  e l’ultimo  termine  hanno  segni  diversi  , si  avrò  D > A,Ai*,\ 
dunque  una  delle  due  quantitò  A/  ed  Ai.,ì  sarò  minore  di  D.  Sia  Ai<^D y 
dico  che  tutte  le  altre  quantitò  Ai*,  , Ai*,  , ec‘  avranno  lo  stesso  se- 
gno di  yp. 

In  effetti  per  la  natura  della  frazione  continua  si  ha  .vfO  ^ i , 
*«♦0  >15  ec.  e dippiù  essendo 


x(*)  = 


yp  + p* 


Al.,  ""yu  — 


le  espressioni 


Al., 


Al. 


^i  

yp  — B^  yp  - Bi*,  ’ yp  — Bi*,  ’ 


saranno  tutte  maggiori  dell’  unita.  E poiché  le  B son  tutte  minori  di 
yp,  i denominatori  avranno  il  segno  di  yP.  Dunque  aifinchc  quelle 
espressioni  sieno  positive  conviene  che  le  , A i*, , Ai.,  , ec.  ab- 


biano lo  stesso  segno  di  yZ?.  Dippiù  non  potrebbe 


yjj-B, 


> 


se  il  denominatore  non  fosse  la  differenza  delle  due  quautitò  \ D e 
Bi  y cioè  se  Bf  non  avesse  lo  stesso  segno  di  \D.  Dunque  anche  le 
Bi  ) Bi.,  , Bi*,  avranno  lo  stesso  segno  di  VP.  Supposto  yP  posi- 
tivo, le  e le  By  cominciando  da  ui^  e Bjy  saranno  tutte  positive. 


791.  Dati  due  termini  Bi.m  y Ai*m  delle  due  serie,  si  possono  trovare 
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tutti  i termini  precedenti.  Infatti  si  ha  dalla  (19) 

Hh  Bt*m 


I 


Al* 


£ siccome  ^ \D  , sarà 


+ Bu, 

ai*m-i  < 7 ; 


si  ha  similmente 


aum-t  <C 


j4t*m 

^ D Bl*m 


(^3) 


Ahm-i 

Dovendo  essere  aum-t  ^ i'  sarh 
Ma  si  ha  dalla  (ao) 

=D  — = (VD  — Bhm-,  ) ( + -B'— •)  > 

dunque 

^ \ ly  Bt*m~t  j 

e mettendo  por  Bi^m-i  il  suo  valore  (19),  si  avrh 
A,  D OUm—tAi*m  «h  Bt-*-m  ) 

d’  onde  si  trae 


\D  + Bl,m 

Ohm-I  > 3 I. 

Al-,m 


(>4) 


Le  due  formole  (a3)  e (a4)  fan  conoscere  che  aum-i  è uguale  all’in- 

Y-D  + Bum 

tero  più  grande  contenuto  in  ■■  — ■ . Quindi  conosciuto  aum-i  si 

At*m 

avrù  Bi*m-t  e Aum-t , per  mezzo  de'  quali  si  otterrk  aum-t  i poi  da 
questo  si  ottiene  Bum-t  e Aum-i  3 e così  di  seguito. 

Se  dunque  si  ha 


sark 


Am*f  — A^  , Bm*f  — B^  , 

Am*^t  — — Am^i  j Bm*p^i  Am~~t  y 
Am*p-i  « Am-x  } Sm*f~x  — Bm-x  , 
ec.  ; 
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e poiché  la  determiaazloDe  delle  , Am-i  j cc. , , ec.  può 

aver  luogo  finché  le  e le  £ son  positive,  si  arriverò  ad 

Da  ciò  si  coDchiude  che  se  nella  serie  A , A,  , A^  , ec.  si  trovano 
due  termini  consecutivi  che  hanno  lo  stesso  segno  , il  più  piccolo  dì 
essi  sarò  necessariamente  periodico. 

703.  Dunque  se  nell'  equazione  data  A e A^  avessero  lo  stesso  se- 
gno il  periodo  comincerebbe  dal  primo  o dal  secondo  termine.  Se  il 
primo  quoziente  a non  fa  parte  del  periodo  si  potrò  fare  x — a~z. 
Allora  r equazione  in  z avrò  pure  una  radice  positiva  e l'altra  nega- 
tiva i e la  frazione  contìnua  ebe  rappresenta  il  valor  numerico  della 
seconda  radice  sarò  composta  de'  medesimi  quozienti  presi  in  ordine 
contrario  ( n®  388). 

Se  l'equazione  data  avesse  le  due  radici  positive  facendo  x=u  + A,  . 
e prendendo  per  h una  quantitò  compresa  tra  le  due  radici  , 1'  equa- 
zione in  u avrò  una  radice  positiva  e l' altra  negativa.  Dunque  i quo- 
zienti relativi  alle  due  radici  non  differiranno  che  nella  parte  che  sta 
fuori  del  periodo  e i periodi  delle  due  radici  saranno  composti  degli 
stessi  quozienti  con  ordine  contrario. 

793.  Se  si  ha  .B=o,  cioè  se  si  tratta  dell' equazione — A=o^ 
che  dò  a;  = , il  perìodo  comincerò  al  primo  termine  se  si  ha 

A ^ A ^ e al  secondo  se  A"^  A 

Si  faccia  per  brevitò  ^ — E,e  sieno 


® j ®i  > **• > ®i  > ì ®i 

i quozienti  di  \E  , composti  del  termine  isolato  a , e del  periodo 
a,  , a Up.  Sia  tO*)  il  quoziente  completo  che  corrisponde  ad 

^ iV 

•>  p~  ridotta  corrispondente  a questo  quoziente,  e-^  quella  che 

la  precede.  Per  esser  periodica  la  frazione  contìnua  si  avrò 
aKe)  + V-^  — ®i  ® quindi  ( n®  337  ) 

''  P'(a, +V£'-a)+ JV 

dalla  quale  emergono  le  due  eguaglianze  ( n”  a4i) 

P{ap-a)-^N=EP' , {a,  — a)  + = P.  (26) 

N P . N’ 

Quest'  ultima  dò  a,,  — e poiché  ^ < t , — n satlt 
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P 

ugnale  al  più  grande  intero  contenuto  in  -p  cioè  ad  a.  Dunque 
Oj,  — a=za  , ed  aa. 

Sostituendo  questo  valore  nella  seconda  delle  (a6)  si  ha 

P — P' a = N'.  (27) 


Si  ha  inoltre 


_Px(f)+N  _(P—P'a)x'f)  + N—N'a 
~ P'x(f)  + A"  P'M+N' 

dunque 


N—N'a  P—P'a 

® pi 


son  due  frazioni  consecutive  convergenti  verso  — a.  Ma  per  la 
(27)  si  ha  P — P'a  z:i  N'  ^ e d’  altronde  chiamando  la  frazione 
N 

che  precede  si  ha  P zx:  Nup-i  + M , dunque  ( n°  384)  parte 

della  frazione  continua  (Ino  al  quoziente  sarh  simmetrica. 

Da  ciò  si  conchiude  che  i quozienti  che  provengono  dallo  sviluppo 
di  \E  debbono  procedere  secondo  questa  legge  ; 

a j a,  , rt,. . . . a.  , a,  , sa  ; a,  , a.  , a.  , a,  , a«  5 ec.  (a8) 


794.  Le  proposizioni  dimostrate  ne’  n'  prec.  sono  le  inverse  di  quelle 
contenute  ne'  n'  386  e seg.  Cosi  nel  n°  38t>  si  è dimostralo  che  una  rea- 
zione continua  periodica  non  può  esprimer  che  la  radice  di  un'equa- 
zione di  secondo  grado  , e nel  n°  789  che  la  frazione  continua  che 
rappresenta  la  radice  di  un'  equazione  di  secondo  grado  dev'  esser  ne- 
cessariamenle  periodica  ; nel  n"  387  , che  una  frazione  continua  la  cui 
serie  de' quozienti  ha  la  forma  (a8)  dipendeva  da  un'equazione  del  se- 
condo grado  binoiuia  , e nel  u°  prec.  che  la  radice  di  una  siffatta  equa- 
zione dev'  esser  necessariamente  rappresentata  da  una  frazione  nella  quale 
la  serie  de'  quozienti  ha  la  forma  (38). 

795.  Sia  proposta  per  es.  l' equazione 

5x*  — 2x  — 4 = <>• 

Si  avrù  A,  = 5 f £=  1 , A =z  ^ , D zzs  ai.  Per  conseguenza  ap- 
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plìcando  le  formole  del  n<>  788  li  avrk 

^.  = 5 = x ^.=4 

< = 4-3=1  a.  < i±-y^*  = 8 < = 8-4  = 4 

< = 5 a^^^±pL-^  < = 5-4=1 

< = i +3  = 4 =1  < = 4-1=3 

4 

^,  = 5-2  = 3 a*  < !±^‘  ^5  = 6-  3 = 3 

< = 4 a,<l±y^=,i  < = 4-3  = 1 

4 

< = 3 + 2 = 5 «,<L±^=x  < = 5-1=4. 

Qui  può  terminare  il  calcolo  , perchè  si  ha  Aj  = A,  , Bj  = 
perciò  la  radice  sarò  composta  dalla  seguente  serie  di  quozienti 

L'  altra  radice  che  è compresa  tra  o e — 1 avra  per  quozienti  la 
serie  stessa  presa  con  ordine  contrario  , cioè 

o ; 1 , 2 , I , I , 8 , 1 ; 1 , a , 1 , 1 , 8 , I ; ec. 

796.  Quando  in  un'equazione  di  qualunque  grado  si  perviene  ad  una 
frazione  continua  periodica  , si  può  ottenere  immediatamente  1'  equa- 
zione di  secondo  grado  di  cui  questa  frazione  è radice  ( u°  386  ).  In 
questo  caso  1'  equazione  proposta  e questa  di  secondo  grado  avranno 
una  radice  comune , e perciò  un  divisore  comune.  Ma  questo  divisore 
dev' esser  razionale,  e d’altronde  i divisori  di  primo  grado  dell’ equa- 
zione sono  irrazionali  ; perciò  questo  divisore  comune  non  può  esser  di 
primo  grado.  Perciò  l' equazione  proposta  sara  divisibile  per  il  fattore 
di  secondo  grado  da  cui  dipende  la  frazione  continua  periodica. 

Se  la  frazione  continua  che  rappresenta  una  radice  , fosse  terminata  , 
la  radice  sarebbe  razionale. 

Quindi  , questo  metodo  ha  il  vantaggio  di  far  conoscere  i fattori  ra- 
zionali del  primo  o del  secondo  grado  di  un’  equazione. 

797.  Siccome  una  frazione  continua  può  trasformarsi  in  serie  (n°  568), 
questo  metodo  conduce  a sviluppare  in  serie  le  radici  delle  equazioni. 
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A R T.  IV. 


Della  ricerca  delle  radici  immaginarie. 

798.  Sia 

/(x)=ro  (1) 

un’  equazione  contenente  radici  irrazionali  e immaginarie.  Supposto  . 

X = u + (>y  — I , (2) 

si  avrìi  uu  risuliamento  dalla  forma 

U + = o (3) 

che  si  risolve  nelle  due  equazioni 

tr  = o,  r=o,  (4) 

fra  le  incognite  u e v.  Per  ottenere  tutte  le  radici  immaginarie  con- 
verrebbe determinare  tutti  i sistemi  di  valori  propri  a verificare  le  (4)*  , 

799.  La  differenza  fra  le  due  radici  immaginarie  conjtigate  — 1 

c p — ^ ’TV — * > quadrato — 47*5  qust'lili  essenzial- 

mente negativa.  Quindi  se  si  avesse  1’  equazione  ai  quadrati  delle  dif- 
ferenze, ciascuna  radice  negativa  ed  ineguale  di  questa  equazione  dareb- 
be il  quadrato  del  doppio  coefficiente  di  *y — 1.  Sia  z'  una  di  queste 
radici,  sara  z' = 47*  > d’onde  fz=:-Yz'.  Conosciuto  q,  e sostituito 

nelle  (4)  , queste  dovrebbero  esser  soddisfatte  da  uno  stesso  valore  di  p , 
perciò  ammetteranno  un  divisor  comune.  £ siccome  a q non  può  corri- 
spondere che  un  solo  valore  di  o , il  divisor  comune  sara  di  primo 
grado.  Perciò  operando  secondo  le  norme  stabilite  al  n°  610,  allorché 
si  giungerò  al  divbore  di  primo  grado  , questo  eguagliato  a zero  dark 
il  valore  di  p. 

Se  le  radici  negative  dell’  equazione  ai  quadrati  delle  differenze  non 
fossero  tutte  ineguali  , una  radice  negativa  multipla  non  sempre  corri- 
sponderà al  coefficiente  di  \ — 1 in  una  coppia  di  radici  immaginarie 
conjugale.  Quantunque  non  sia  difficile  determinarlo , perciò  che  allora 
le  equazioni  (4)  non  ammetteranno  divisor  comune  , è facile  conoscere 
che  r uno  o r altro  de’  due  indicati  metodi  deve  riuscire  impraticabile 
nella  maggior  parte  de’  casi. 

800.  Le  lormole  stabilite  nel  n”  $98  per  dimostrare  che  ogni  equa- 
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ziooe  ammette  necessariamente  una  radice , possono  servire  per  appros- 
simar le  radici  immaginarie. 

In  effetti  ritenendo  le  stesse  indicazioni  del  .citato  numero,  l'equazione 
(4)  fa  conoscere  che  1’  espressione  d’  x che  darebbe  il  = o deve  avere 
UD  modulo  inferiore  al  limite  delle  radici  positive.  Se  dunque  si  fa 

essendo  p e q valori  arbitrari , ma  tali  però  che  q-  q'  sia  minore 
del  limite  superiore  delle  radici  positive , il  generalmente  parlando  non 
Sara  zero.  Si  far'a  allora 

* z=p  + q\—  1 + «z  ; 

determinando  per  • un  valore  che  renda  positivo  il  polinomio 

, _ec. 

e per  s un  valore  che  soddisfaccia  all’equazione  (ii)  del  n°  5g8,  si  avrà 
un  nuovo  valore  x —pf  + q'\—  r , il  cui  modulo  è più  piccolo  di 
quello  che  dava  p + ({^ — r.  Per  mezzo  di  questo  si  calcolcr'a  un 
terzo  valore  aucor  più  approssimato  , poi  un  quarto , e cosi  di  seguito. 

Il  poco  uso  che  ha  questa  ricerca  ci  dispensa  di  applicarla  a qual- 
che esempio. 


ART.  V. 


Della  risoluzione  di  alcune  equazioni  per  mezzo  delle 
funzioni  trigonometriche. 


8oi.  Sia  l'equazione  binomia 

x"=z  + q. 


(0 


Chiamando  p il  valor  numerico  di  Yq  , tutti  i valori  che  possono  sod- 
disfare a questa  equazione  saranno  compresi  nella  formola  (n**  54 1) 


a;  =z  p f cos Ì V — ^ ’ 


dove  per  k si  preaderaoDo  lutti  i numeri  interi  non  superiori 
Se  si  ha  Y equazione 


n 

a - . 
a 


X 


n 


? 


(3) 


Digitized  by  Google 


( 6x0  ) 

tulli  i valori  d’  x si  troveranno  rinchiusi  nella  formola 
a»  = p f C05 . — — * iV—  * • 

Riunendo  i faltori  che  contengono  due  radici  immaginarie  conjugatc, 
le  formolo  (2)  e (4)  danno  i fallori  reali  di  secondo  grado 

, 2^*  ,,  , « 

X*  — 3px  cos.  — - + p = o , X — 3fx  cos <r  + p o. 


Siccome  due  radici  immaginarie  conjugaie  a-  = « + fiY — » j 
X — » — |SV — i si  riducono  a una  sola  radice  reale  .t  = » quando 
j9  =:  o , cosi  questi  faltori  se  si  riferiscono  a una  radice  reale  a-  = » 
diverranno  della  forma  (x — *)*>  iu  questo  caso  » non  dev’ esser  con- 
siderata come  radice  multipla  ma  semplice. 

Per  es.  all’  erjuazione 

X®  — 1=0 

corrisponderk  il  fattore  generale  di  secondo  grado 

2Ì-«r 

X*  — 2X  cos  — r-  + t • 

6 

Fatto  A:=o,  =1,  =3,  = 3,  c .prendendo  una  sola  volta  i fattori 
multipli , si  avranno  i quattro  fattori  reali 

X — 1 , ar*  — axeos.  ^ + i , x'  — 2xcos  _ + 1 , x -J-  1 . 


8oi.  Sia  r equazione  trinomia 

X*"  + px"  + 7 = 0, 

la  quale  dh 


(5) 


(6) 


Se  ^p‘ tj  , x”  ammetterà  due  valori  reali  compresi  nella  forinola 

precedente  j e si  avranno  due  equazioni  binomie  che  si  risolveranno  con 
le  lormole  del  n”  prcc. 

Se  7 P*  7 } * valori  di'x’  saranno  immaginari  , e sarà 
Sia  p il  modulo  del  secondo  membro  , sar'a  f -,  e fallo 
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— p V47  — p’ 

■ = «ea9  , dove  9 rappresenta  il  pi'u  piccolo  arco 

cjie  ha  per  coseno  , se  p h negativo  sarà 

x"  = j>  (cos9  + Y— I.seno)  ; (8) 

e se  ^ è positivo  , sarà 

ir’ = “ fi  (cosa  + Y — 1 sen9),  Cg) 

Dalla  prima  si  ottiene  ( n°  54G  ) 

» = |i“  ^cos  ^ + Y — • • scn  ^^^cos  + Y j . 

= P (cos— — ±V-  i sen  — ; (,„) 

e dalla  seconda 

-/  a 9v  / ( aA:  4-  I V (ok  + iV^ 

X z=  fi"/cos-  + Y — • .sen-Vcosi — < ' +y — i sen  — A 

(2^+0’''+®.!^ / ( 2A:  + 1 )lf  + 8\ 

= p»(^cos +Y-I.senl-_21_XJ!^).  („)  . 

Moltiplicando  fra  loro  i due  fattori  di  grado  n contenuti  nelle  for- 

t 

mole  (8)  e (g)  , e facendo  (5"=r,  l’equazione  (5)  prenderà  una  delle 
due  forme 

(la)  X*’—  arVeosa  + r*"  = o , x"  + ar-x^cosa  + r’'’=  o,  (t3) 

secondo  che  p è negativo  o positivo. 

I divisori  di  secondo  grado  delle  equazioni  precedenti  saranno  conte- 
nuti nelle  formolo 

aA<r  + 8 (aZ-4-i)*+9 

x’ — arxeos + r j x*  — arxcos= + r*.  (14Ì 

n n ' 

8o3.  Se  nella  (ta)  si  fa  x = ry , lìcit  + 9 = nf  , si  avrà 

2/cos.«r  + i = o,  (i5) 

la  quale  avrà  per  divisore 

j,*_  2j'C0S{+  1 = o.  (i6) 

Da  queste  si  ottiene 

y"  + L = acos.nf  , y + i = acosf  } 

• J J , 
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c siccome  n può  avere  un  valore  qualunque  e queste  equaùoni  sono 
r una  conseguenza  dell’ altra,  si  vede  che  posto  + acosf  deve  ri- 
sultarne y"  — acosn{[.  In  efl'elti  essendo  y — é'r  ^ e y"  — 

dove  e è la  base  de’  logaritmi  neperiani  indicali  con  la  caratteristica 
l'  , queste  funzioni  rientrano  in  quelle  del  n°  53i.  Si  vede  pure  che 

siccome  cosnf  c sempre  minore  di  i , e + -ti^  niaggiore  , l’ine- 
guaglianza ^ ' 


e’iy  + e~*'y 

a 


= cosnf 


non  può  esser  vcriGcata  da  valori  reali  di  { o d’y  che  nel  solo  caso 
in  cui  ni  = ilif  , cioè  d = o.  In  lutti  gli  altri,  se  6 è reale  dev’esser 
y immaginaria  ( n°  53 1 e 553). 

804.  Le  soluzioni  trigonometriche  riescono  preziose  per  le  equazioni 
che  hanno  una  radice  della  forma 


x — yA+yB,  (17) 

particolarmente  quando  A e B sono  espressioni  immaginarie.  Ritenendo 

fi 

gli  stessi  dati  del  n°  682  , e rappresentando  per  » un  valore  di  V f di- 
verso da  + I I la  formola  che  comprende  tutte  le  radici  della  (17)  è 


* = *V7+/?V— 1 + “""'V/— sV— 

dove  per  » bisogna  andar  successivamente  collocando  gli  altri  valori 
*•  , «*  , ec.  di  y t.  Fatto  -J-  g*  = (s’,  cos  6,  ^ z=  send  , essendo 
sempre  d il  più  piccolo  arco  che  ha  per  coseno  , sara  . 


i/  2t«r+d,  1/ 

X = p"  f co* r V — I .scu 


= p"  .2C0S  ■ 


ak«  + ® 


ai^r+d  — aAr.r  + d. 

cos j—V — isen — \ 

h / 


8o5.  Applicando  queste  formule  all’  equazione  di  terzo  grado 
nella  quale  — > - <7*  , si  ha 

27  4 


— px  — q=o, 
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e chiamando  f il  modulo  di  2 4.  + ^ , si  ha  f \ po' 

fallo  cosa  = — = si  ha 

=‘i’  v*//» 

3 >3 


= .2C0S. 


aAr^r  0 


=*Vi 


cos . - 
3 3 


e i Ire  valori  d' a:  saranno 

VP  ® ik  /P  + 9 » //'  4*"  + ® 

-.cos  - , . y.  .cos  — , .r  = . y/-.cos  . 

Per  qiiesla  via  si  ha  dunijne  la  soluzione  più  semplice  delle  eijuazioni 
di  terzo  grado  nel  caso  irriducibile. 

A R T.  VI. 

Della  regola  di  falsa  posizione. 

806.  Dopo  i melodi  esposii  per  approssimarsi  alle  radici 
delle  equazioni  è necessario  far  parola  di  un  allro  che  ado- 
peralo da  prima  in  Aritmelica  per  esiender  il  dominio  di  que- 
sla  scienza  allorché  l’ Algebra  era  nascente  , è ora  divenuto 
prezioso  per  alcune  equazioni  trascendenti  , alla  cui  risolu- 
zione non  potrebbe  pervenirsi  altrimenti.  Questo  i)ictodo  co- 
nosciuto sotto  il  nome  di  regola  di  falsa  posizione  consiste 
nel  determinare  il  numero  vero  con  la  supposizione  di  due 
numeri  falsi. 

Suppongasi  che  un  problema  di  primo  grado , se  fosse  tra- 
dotto in  equazione , dia  luogo  senza  alcuna  riduzione  ad 
un’  equazione  della  forma 

aa:  + A = a’  X + 3.  (i) 

Si  faccia  X = m c si  abbia  am  b = a'm  b'  e •,  poi 
X = n dia  an  -j-  A = a'n  -f-  A'  -(-  e'  ; da  ciascuna  di  queste 
sottraendo  la  (1)  si  avrà 

(a  — a')  (m  — x)  = e , (a  — o,')(n  — x)  = e'  ; 
e dividendo  1’  una  per  1’  altra 

m — X e , . 

Z = .T  I W 
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e'm  — €n 


(3) 


Se  e ed  e'  fossero  di  segno  contrario  sarebbe 


X 


e'm  + en 
e'  + e 


(4) 


Questo  risuliamchto  fa  conoscere  che  per  avere  il  numero 
incognito  si  deve  moltiplicare  la  prima  posizione  pel  secondo 
errore , la  seconda  posizione  pel  primo  errore  , e poi  divider 
la  differenza  o la  somma  di  questi  prodotti  per  la  differenza 
o la  somma  degli  errori. 


807.  Questa  regola  si  estende  a risolver  le  equazioni  di  qua- 
lunque grado  c natura;  ma  con  la  differenza  che  mentre  nelle 
equazioni  di  primo  grado  con  una  sola  operazione  si  perviene 
al  valore  dell’  incognita,  nelle  altre  bisogna  ripeter  l’opcra- 

’ zionc  prendendo  sennire  per  posizioni  i numeri  più  prossimi 
ottenuti,  fra  i (juali  e compreso  il  valor  dell’ ineogniia.  Per 
mostrarne  1’  uso  si  prenda  1’  equazione  di  secondo  grado 
.'r’ — 7-t’  + 8=0.  Fatto  a-=l , x=2,  si  hanno  gli  errori  -f-  a 
c — 2 , e o'pcrando  secondo  la  regola  si  ha 
1X2+2X26 

X — ==  - = 1 h.  fatto  di  nuovo  x = 1,4  c 

2+24 

X = 1,5  si  hanno  gli  errori  — o,a5,  da  cui  x=i,43. 

Di  nuovo  con  le  posizioni  x=i,43,  x=i,44  si  hanno  gli 
errori  o,o34g  , — 0,0064  > e quindi  x — i,4584-  Cosi  si 
proseguirebbe. 

808.  Per  dar  ragione  di  questa  regola  si  consideri  un'  equazione  (]ua- 
lunque 

+ Q/(x)  + + T=o  (5) 

contenente  diverse  funzioni  d’.r.  Sviluppata  ciascuna  funzione  0 ordi- 
nata secondo  le  potenze  ascendenti  d’  x , dopo  aver  riuniti  i termini 
che  contengono  la  niedcsinia  potenza  d’  a;  , la  (5)  prenderh  la  forma 

yi  + A ^x  + + A^x'*  + =0  (6) 

la  cjuale  comprende  come  casi  particolari  le  equazioni  algebriche  di 
qualunque  grado. 
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Suppongasi  che  x^m  dia  per  risultamento  e in  vece  di  zero , sarà 

A + A^m  + Ajn'  + A^m^  + A^m'*  + = e.  (7) 

Sottraendo  la  (6)  dalla  (7)  si  avrà 

A ^{m  — x)+y^,(m*  — x’)+^j(m*  — ,x'^')-\-AJjn‘'  — x'')+ . . . = e.  (8) 

Si  supponga  che  xzuzn  dia  per  risultamento  é j operando  allo  stesso 
modo  si  avrà 

A Xn  — x)+^.(n*  — x’) + //,(«’  — x')+^4(«'*  — x^)  + . . . = e'.  (9) 
Dividendo  1’  una  per  l’ altra  le  (8)  e (9)  si  avrà 

A ^{ìn — x)+/^j(m’ — x’)+^,(ot^ — — x'')  + . . ■ . e 

x)+^,(«‘— x’*)+^5(«’— x^)+^i(/r^— x**)  + ~~ é ’ 

ovvero 

— X A A A A e . 

— x‘^,+ ^,(n+x)  + ^j(rt’+/jx+x*)  + ^4(rt’+n*x+«x*+x’)+....  e'” 

Per  la  regola  facendosi 

m — X e 

n — X e*  ’ 


conviene  che  1’  altro  fattore  del  primo  membro  della  (io)  , cioè 

A,  + AJ^m  + x)  + ^s(m»  + nix  +x*)  + 

A^  + ^,(«  + x)  + A^{x'  + nx  + x”)  + 

poco  differisca  dall’  unità.  In  effetti  fatta  la  divisione  si  ha 

(m— n)r^.+y^5(m4-w+x)+v-f4(m*+»in+/i*+(m+n).v+x*)  + ..] 
‘ A^  + y^,(tt  +x)+y^5(M*+nx+.v’)+yf4(n’+n’x+nx’+x*)+... 

L’ espressione  che  segue  1’  unità  è composta  di  due  fattori.  Il  primo, 

cioè  m ra,  è lauto  più  piccolo  quanto  più  vicine  sono  le  posizioni  5 

e si  vede  che  ripetendo  successivamente  1’ operazione  , e mettendo  in 
ogni  operazione  un  intervallo  più  piccolo  fra  m ed  n , si  può  la  quan- 
tlla  n render  minore  di  , qualunque  quantità  data.  Il  secondo  fat- 

tore ha  un  valore  presso  a poco  costante;  e perciò  , più  si  ripete  l’ope- 
razione , più  il  primo  membro  dell’  equazione  (io)  tende  a divenire 

m — X 
eguale  a . 

Tì.  ""  X 

809.  Questa  regola  nelle  equazioni  di  grado  superiore  dev’essere  usata 
con  cautela  , dovendosi  evitare  che  e'm  — eii  , ovvero  e'  — e sieii» 
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zero  o pure  di  legno  contrario.  In  ciascuno  di  questi  casi  la  regola  fal- 
lisce , giacche  nel  primo  caso  si  ha  a;  = o , nel  secondo  x = oo  , e 
nel  terzo  x o cioè  negativo  : risultamenti  assurdi. 

Si  prenda  per  es.  l' equazione 

x'  — 6x*  + gx*  — 13  = 0. 

Con  le  posizioni  3 e 3 si  hanno  gli  errati  — 8 e — la  , e quindi 
e'/n  en  = o , d’  onde  x = o ; con  le  posizioni  i e 3 si  hanno  gli 
errori  — 8 e — 4^  donde  x = co , e con  le  posizioni  a e i,5  si  hanno 
, . ~ tjSyS 

gli  errori  — 8 e — 6,q3i5  e quindi  x= -r-r. 

^ i,ofaa5 

Si  evitano  questi  inconvenienti  prendendo  per  /n  ed  n due  numeri 
che  diano  risultamenti  di  segno  contrario  , ossia  due  numeri  che  com- 
prendano la  radice  che  si  cerca  ; perciò  che  allora  x sara  sempre  po- 
sitiva, e non  potrò  divenir  nè  zero  nc  infinita.  Inoltre  nelle  posizioni 
seguenti  è necessario  prender  sempre  due  numeri  più  prossimi  di  quello 
che  erano  le  due  posizioni  dell'  operazione  precedente. 

Per  una  applicazione  si  prenda  l' equazione  esponenziale  del  n°  3a4 

i = i5. 

•7'^’  4 •7'”* 

Fatto  x = I si  ha  l’errore  — 5,  e x = 3 da  per  errore -f- a,  d’onde 
x=  1,7.  Per  proseguire  l’operazione  converrà  metter  l’equazione  pro- 
posta sotto  una  forma  più  comoda.  In  fatti  quell'  equazione  si  riduce 
facilmente  alla  forma 


V17/  ii56  \ 7 / ii56 


1167 


1 ^ f 

Le  potenze  delle  quantit'a  — e — si  calcoleranno  con  1’  ajuto  de’  lo- 
garitmi. Adoperando  le  tavole  con  selle  decimali,  fatto  x—i,f  siila 
I’  errore  e = -p  0,001129  , e fatto  x = 1,6  si  ha  e'  = — 0,001009 

d’  onde  ricavasi  x = ^ — • j64  si  li» 

e = —-0,000196  , e con  x=  i,65  si  ha  e*  — -f-  o,oooo3o;  per  con- 
seguenza x = ^^=  1,6486.  Fatto  x=  i,643G  si  ha  e—  - 0,000001, 


e con  x=  1,6487  si  ottiene  e*  = -p  0,000001  ; si  vede  da  ciò  che 
con  le  tavole  ordinarie  non  può  spingersi  l’approssimazione  più  innanzi. 
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CAPO  X. 

DELLE  equivalenze. 


8 IO.  Sia  r equazione 

+ + o«-»  + «„=«'  (0 

in  cui  , a,  , a,  , sono  quantitii  intere  o semplicemente 

razionali  , e ^ un  numero  primo  qualunque. 

La  risoluzione  di  questa  equazione  riducesi  a trovare  tutti  i valori 
interi  d’x  che  rendono  il  primo  membro  divisibile  per  Ora  è chiaro 
che  non  possono  esser  tutti  i coefficienti  divisibili  per  p , altrimenti  la 
detta  condizione  sarebbe  avverata  indipendentemente  dal  valore  d’x. 

8u.  Se.  r equazione  (i)  è soddisfatta  per  un  valore  x = minore 
di  p , dico  che  lo  saru  ancora  prendendo  generalmente 


» = ± V > (^) 

essendo  h un  numero  che  può  aver  qualunque  valore.  In  effi  tti  chia- 
Hlàndo  f{x)  il  primo  membro  della  (i)  , con  questa  sostituzione  si  ha 


A^,±hp)=f{x,)±hp.f{x)^.  ^ 


espressione  che  è divisibile  per  p , perchè  lo  è 

Si  riguardano  come  soluzioni  dell’  equazione  (^i)  tutti  i valori  interi 
minori  di  ^ , che  sostituiti  per  x rendono  il  primo  membro  divisibile 
per  p \ e due  radici  si  riguardano  come  distinte  quando  la  loro  difl'e- 
renza  non  è divisibile  per  p. 

812.  Se  al  primo  membro  della  (1)  si  aggiungono  o tolgono  delle 
espressioni  multiple  di  ^ , non  si  altera  il  numero  de’  valori  d’  x che 
rendono  il  suo  primo  membro  divisibile  per  p.  E siccome  trattasi  di 
soddisfare  solo  a questa  condizione  non  di  avere  il  valore  del  quoziente 
y , nelle  ricerche  di  questo  genere  è inutile  tener  conto  del  secondo 
membro  , e baster'a  indicare  che  il  primo  membro  diviso  per  p deve 
dare  un  resto  nullo.  Esprimeremo  che  due  quanlìtò  a e b sono  eguali 
quando  in  ciascuna  si  sopprimono  i multipli  di  p , ossia  che  divise  per 
p lasciano  un  resto  eguale  , scrivendo 

a = b (mod./i)  (3) 

e le  due  quantità  a c b le  chiameremo  equivalenti  secondo  il  modulo 
p-  Per  effetto  di  questa  notazione  1’  equazione  (1)  si  cambia  in 

+ a,x^'  + n.*'-'  + + am-,x  + o„  = o (inod.;j)  (4) 
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della  congruenza  da  Gauss  , e che  noi  chiameremo  con  Cauchy  equi- 
valenza. Cos\  pure  r equazione  (a)  si  cangia  in 

, ovvero  x — ar,  — o.  (mod. /?)  (*)  (5) 


8i3.  Dalle  cose  premesse  si  deduce  facilmente  che  il  primo  membro 
della  (4)  si  rende  più  semplice  , eseguendo  le  operazioni  seguenti  : 

/°  Si  possono  omettere  tutti  i termini  i cui  cociheienti  son  divisibili 
per  D. 

a"*  Siccome  per  ogni  valore  d’ x non  divisibile  per  p , 1’  espressione 
ar*(e-'H  divisa  per  p lascia  lo  stesso  resto  che  x‘  ( n“  i 6^' 

esponenti  d’  x maggiori  di  ^ — l , si  potranno  ribassare  al  di  sotto  di 
p — 1 , scrivendo  per  esponente  il  resto  della  divisione  per  p — i. 

3°  Se  alcuno  de’  coellicienti  fosse  maggiore  di  ^ , si  potrà  scrivere 
per  corllicicme  il  resto  della  divisione  per  p. 

4°  Se  vi  fossero  coefficienti  frazionari  co’  denominatori  non  divisibili 
per  p , questi  si  potranno  convertire  in  cocfilcienii  interi.  In  cll'citi  sia 

un  coeiricicutc  qualun([uc  ^ . Si  determini  un  valore  intero  a^  che 

soddisfaccia  all'  equazione 


sar'a  allora 


“ = /3“'i  - pu  , 


ed  è chiaro  che  omettendo  il  multiplo  si  potrà  scrivere  a'j  in  vece 

P 

j-  * 

I ... 

5“  Si  può  ancora  1’  equivalenza  (4)  trasformare  in  un’  altra  che  ab- 
bia per  coefficiente  del  primo  tcrimue  1’  uuit'a.  Perchè  basta  cambiare 

i coefficienti  frazionari  ìu  A A.  , A giusta 

«o  “o  "o  . > . > . 

il  metodo  precedente.  Ma  siccome  le  frazioni^,  cc.  hanno  tutte 

lo  stesso  denominatore  , basterù  trovare  il  più  piccolo  numero  (*  che 
soddisfa  alla  condizione 

“oP  — 


c moltiplicando  fz  per  n,  e poi  ribassando  il  prodotto  al  di  sotto  di  p 
si  ìxi  A^  \ e cosi  per  gli  altri.  In  elTetti  si  ha  io  generale 


(*)  Le  qu.inte  volle  un' equivalenza  si  rapporta  al  modulo  p , si  ometterà  per 
corapondin  di  scriver  ( inod.  p)  a lato  ; ed  opni  equivalenza  ove  non  è indi- 
calo il  modulo  si  deve  intendere  rapportala  al  modulo  p. 


Digitized  by  Google 


( 619  ) 

d'  onde  , facendo  a^|x  — ^ si  ha 

e r equivalenza  (4)  prenderà  la  forma 

ajjx”  + + A,x»-'  + + A,„-^x  + AJ  = o , (5) 

0 piu  semplicemente  , 

x”  + A ^x"^'  + A^x"^^  4" + Am-^x  + A^  ~ o.  (G) 

6'  Si  può  ancora  cambiare  1’  equivalenza  (6)  in  uu’  altra  che  sia 
priva  del  secondo  termine.  Basterà  perciò  fare 

x = t—  +P  — j 

* lì 

essendo  (s  il  numero  intero  che  soddisfa  all'  equazione 
nin  — pv  = A 


Con  questa  sostituzione  si  ha  un  polinomio  in  x che  ha  per  secondo 
termine  pv.z”~' , il  quale  si  può  omettere.  E usando  l'avverteiiza  nello 
sviluppo  delle  potenze  del  hinoinio  s — (a  di  ribassare  i coclllcienti  :il 
di  sotto  di  p a misura  che  si  presentano  , 1’  equivalenza  (6)  prenderà 
la  forma 

j™  ^ + + £ ~ o.  (n) 

8i4-  EsEUrio-  Sia  l’equivalenza 

I 3x‘*  — g a'’  + ^ a:’  — 7x  + 4 = o ( mod.  1 1 ).  (8) 

II  valore  di  (a  che.  soddisfa  all’  equazione 

5;a  — Ily~2 

è (A  = 7 o (A  = — -4;  ® quello  clic  soddisfa  all’ altra 

— 1 Iv  = 7 

è(A=90(A  = — 2;  perciò  il  termine  — g**  si  può  cambiare  m 
+ 4^*  ì e l’altro  ^ a;*  in  — 2a;*  ; e 1’  equivalenza  (8)  diverrà 

Sa:'*  + ^x^  — 7x'  — yx  + 4 = o ( mod.  li).  (y) 

Per  dare  a questa  la  for  ma  (6)  , si  osserverà  che  i più  piccoli  numeri 
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cbe  soddisfano  alla  condizione 

3(z — iiy=  I 

sono  = 4 ) V = 1 i sicché  i nuovi  coefficienti  saranno 

= — a-4  = 3,  — 7.4  = 5,  4-4  = 5 (mod.  Il  ) 

e si  avré 


a:*  + 5x*  + 3x'  + 5x  + 5 = o ( mod.  1 1 ).  (io) 

Volendo  da  questa  fare  svanire  il  secondo  termine  , bisogna  fare 
5 + Il 


, ovvero  * = *—4  (niod.  11). 


(") 


Facendo  questa  sostituzione  , e omettendo  i multipli  di  11  , si  ottiene 

a'  — 5i*  — 3a*  — 3z  3 , 

+ 5»*  — 5z*  — 2a  — I , 

+ 3a*  — a*  + 4 , 

+ 5z  + a , 

+ 5; 


e l’equivalenza  (io)  si  converte  nell'altra 

z'  — 5z*  — 2*  + a = 0 ( mod.  11  ) (12) 

ed  è chiaro  che  se  si  trova  un  valore  di  2 che  soddisfa  alla  (la)  , la 
relazione  (11)  darà  il  valore  d’x  che  risolve  la  (8). 

81 5.  Dunque  nell’ equivalenza  (4)  si  può  , senza  alterare  il  numero 
delle  radici  , supporre  , come  si  urk  in  seguito  , che  il  massimo  espo- 
nente m sia  minore  di  — l , cbe  i coefficienti  sieno  minori  di  p , e' 
che  l'equivalenza  abbia,  secondo  occorrerò,  una  delle  forme  (4),  (6)  o (7). 


-•«fWSOW»*- 
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ART.  I. 

Proprietà  generali  delle  equivalenze. 


816.  Teorema  I.  Sia  una  radice  dell’  equivalenza 

x"  + ' + ^.x^*  + + ^^.x  + ^„  = o , (1) 

in  cui  il  modulo  è numero  primo , m^p  ^ ele^  sono  numeri  interi 
minori  di  p j dico  che  il  suo  primo  membro  sarh  divisibile  per  x — x, 
secondo  il  modulo  p , cioè  diviso  per  x — x,  lascerk  un  resto  nullo  o 
multiplo  di  p. 

Si  rappresenti  per  f{x)  il  primo  membro  dell'equivalenza  (1);  sark 
y(x,)  un  multiplo  di  p j quindi  invece  del  primo  membro  della  (i) 
si  potrk  scrivere  J{x)  — 1’  equivalenza  stessa  prenderà  la 

forma 

x’"-x,’"+.,jf,(x— »— X,— «)+^.(x— > -X,— >)+  . . +.,f._.(x— xJ=o; 
ovvero 

— )/.W=0>  (2) 

essendo  /’,(x)  un  polinomio  che  ha  per  primo  termine  x“-'  e per  coel- 
fìcicnti  numeri  minori  di  p.  Or  questa  forma  pi'uova  la  proposizione 
enunciata. 

817.  Teorema  II.  11  numero  delle  radici  distinte  dell'equivalenza 
(1)  non  può  esser  maggiore  di  m. 

Sieno  X,  , X,  , Xj  , x , ni  radici  distinte  della  stessa  equiva- 

lenza. Essendo  x,  una  radice  (fella  (i),  il  suo  primo  membro  sarà  di- 
visibile per  X — X,  secondo  il  modulo  p , cioè  si  avrk  identicamente 

/(x)  = (x  — X,  )/.(x)  + pii{x)  ; 

e quindi 

/(x)  = (x— x.)/,(x),  (3) 

essendo  y,(x)  un  polinomio  che  ha  per  primo  termine  x"~',  e che  di- 
viene divisibile  per  p , quando  per  x si  mette  una  delle  altre  radici 
X,  , X,  . . . . x^  , perchè  i binomi 


essendo  tutti  minori  di  p non  sono  divisìbili  per  p.  E poiché  x^  è 
una  radice  dell'  equivalenza 

/.(*)  = o 1 
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/.  (jr)  E ( X — J-.  )/,(x)  , (4) 

cssondi)  y^(x)  un  polinomio  che  ha  per  primo  termine  , c che  di- 
viene (livisil)ilc  per  p allorché  per  x si  mette  «jualchcduua  delle  rima- 
nenti radici  X5  , , x^.  Similmente  si  avrh 

/.(x)  ~(x  — Xj)/,(x)  , (5) 

/._,(x)  = x — (6) 
Dalle  forinole  (3) , (4)  , (5)  , (G)  si  ricava  facilmente 

/(x)  = (x  — x.)(x  — xj(x  — xj). . . . (x  - arj  , (7) 

e quindi  r equivalenza  (i)  prenderà  la  forma 

(x  — x,)(x  — xj  (x  — xj)  . , . . (x  — x„)  = o ; (8) 


e ben  si  vede  che  un  altro  valore  x'  minore  di  p non  potrebbe  veri- 
ficarla senza  esser  uguale  a una  delle  radici  x',  , x^  ....  x . Perciò  il 
numero  dello  radici  non  può  esser  maggiore  di  m. 

818.  Da  ciò  segue  che  se  per  un  polinomio 

a^x'"  + a,x"~‘  4-  n^x"-’  -J-  ....  4.  a„-,x  -1-  a,, 

in  cui  m<^p,  esistessero  pih  di  m valori  minori  di  p che  lo  rendes- 
sero divisibile  per  p , bisognerebbe  che  ciascun  coellicicnte  fosse  sepa- 
ratamente divisibile  per  p. 

819.  Se  nell’  equivalenza  (7)  si  forma  il  prodotto  indicato  nel  se- 
condo membro  si  distniggeià  il  termine  x"",  e rimarrà  un’equivalenza 
di  grado  m — 1 che  può  esser  verificata  da  m valori  distinti  di  x , cioè 
X,  , x^  . . . . x,^.  Si  avrà  perciò  ( 11“  prec.) 

— (x,  -1-  X.  + X,  + -f  x„.  ) , 

=(x,x,  -l-x,X5  + ...-Px,x^  +a^.^s  + ••••  +a:.x^+...), 

(9) 

8ao.  XeonEMA  III.  Sia  F(x)  un  polinomio  di  grado  m<ip,  e tale 
che  1’  equivalenza 

F(x)  = o (10) 

ammetta  m radici  distinte.  Se  nn  altro  polinomio  y(x)  di  grado 
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divide  esaMatnente  JF(x)  o pure  lascia  un  resto  divisibile  per  p , dico 
che  r equivalenza 

f{x)  = o (n) 

anmietterh  tante  radici  quanto  è il  suo  grado. 

Sia 


o più  semplicemente 


F(x)  = Qf{x)  + , 


F(x)=  Qf(x). 


(la) 


Siccome  la  (loì  ammette  m radici,  ciascuna  di  queste  dovrà  render  di- 
visibile per  p r uno  o l’altro  de’  due  fattori  ^e  f{x)  dell’equivalenza 
(la).  Ora  essendo  Q di  grado  m — l non  potrà  ammettere  più  di  m — l 
radici  ; perciò  quelle  di  /{x)  non  potranno  esser  minori  di  /.  Ma  non 
potranno  esser  in  maggior  numero  j perciò  1’  equivalenza  (ii)  avrà  l 
radici  , cioè  tante  quanto  è il  suo  grado. 


Sai.  Se  le  equivalenze 

F{x)  = Oy  J{x)~o  (i3) 

ammettessero  le  n radici  comuni  x,  , x . . . , x . facendo 
t(x)  = (*  — X,)  (a:  - ar.) {x  — xj 

sarà 

F{x)  ~ F^[x)  , f{x)  = Q^(x) 

essendo  P e Q due  polinomi  in  x tali  che  non  possono  divenir  divi- 
sibili per  p da  uno  stesso  valore  d’ x ; e perciò  le  equivalenze  (i3) 
acquisteranno  la  forma 

/’^(x)  = o , ^^(x)  = o.  (i4) 

AiTincliè  dunque  le  due  equivalenze  (i3)  possano  aver  radici  comu- 
ni, è necessario  che  si  possano  metter  sotto  la  forma  (l4) , ossia  che 
uno  stesso  polinomio  f(x)  possa  dividerle  amendue  e lasciare  un  resto 
nullo  o divisibile  per  p. 

Per  vedere  dunque  se  due  equivalenze  hanno  radici  comuni  , si  farà 
su’ polinomi  che  formano  i primi  membri  l’operazione  del  massimo  co- 
rnuti divisore  ; ma  siccome  si  possono  a ciascun  polinomio  e ai  resti  suc- 
cessivi aggiungere  o togliere  ue’  multipli  di  p , per  render  più  facile 
l’operazione  le  due  funzioni  F{x)  e y(x)  si  metteranno  sotto  la  forma  (6) 
del  8i3  ; iti  ogni  resto  si  cancelleranno  tulli  i termini  divisibili  per  p , 
e il  resto  rimanente  si  metterà  sotto  la  forma  (6)  del  n°  citato.  Proseguendo 
r operazione  fino  a che  si  arrivi  ad  un  resto  nullo  o che  abbia  tutti  i 
coefficienti  divisibili  per  p , 1’  ultimo  divisore  sarà  il  divisore  comune 
de’  due  polinomi , e sarà  quello  che  conterrà  le  radici  comuni  , qualora 
ne  ammettano. 
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In  rflU-iii , l'operazione  indicala  dark  luogo  alle  seguenti  equivalenze; 
/^ar)  = Qf{x)  + c/,(x)  , 

/.W  = ) 


/._.(x)=9W/X^), 

e ben  si  vede  che  f„(i)  , dovr'a  dividere  F{x)  e /"(x) , lasciando  un  re- 
sto niuliiplo  di  p. 

Per  fissare  le  idee  , supponiamo  che  sia  e =:  o ; si  trover'a 

Fix)  ~ {QQ'Q"  +Qd+  Q'>e)/,(x)  , 

/(x)  = «?<?'  +d)/.(x). 

Se  prosegueiulo  sempre  1’  operazione  si  arrivasse  ad  un  resto  eguale 
ad  una  quantit'a  costante  non  divisibile  per  p , si  può  con  sicurezza 
coDchiudere  che  le  due  equivalenze  non  avranno  radici  comuni. 
Esbufio.  Si  abbiano  le  due  equivalenze 

x‘>  + ifx'  + ax’  + 3x  -b  4 = ® } 

(naod.  li). 

a;'  — 3x*  — 3x  — 5 = o. 

Operando  secondo  si  è detto  , si  avrò 

x'  + 4x’  + 2x*  + 3x  -J-  4 = (x*  — ax* — 3x  — 6)(x — 5)— 5(x* — x— a) , 
X* — ax*  — 3x — 5=  (x* — X — a)(x — i)— a(x — a)  , (mod.  ii  ) 

X*  — X — a = (x  — a)  (x  + 1 ) , 

perciò  le  due  equivalenze  avranno  per  radice  comune  a. 

8aa.  Quando  p c numero  primo  , l’espressione  xf~^—  i è sempre 
divisibile  per  p , purché  x non  lo  sia  ( n°  lafi,  11.).  Perciò  si  può  sod- 
dislàre  alt  equivalenza 

xe-*  — 1=0  (i5) 

sostituendo  per  x qualunque  numero  primo  a p.  "E  siccome  si  consi- 
derano come  distinte  le  sole  radici  minori  di  p , l'equivalenza  (i4)  am- 
metterli per  radici  tutti  i numeri  naturali  da  i sino  a p — i , cioè 

I , a , 3.  . — 1 ; (i6) 

e per  conseguenza  avrò  tante  radici  quanto  è il  suo  grado. 
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8a3.  Essendo 

1 s(x—  i)(x  — a)(®—  3) (x— ^ + I), 

Sara  ( n 8ig  ) 

'•a-3 (;>—  1 )s  — 1 , 

cioè  r eipressione 

> -2.3 (p  — I ) + I 

sari  divisibile  per  p , come  gii  si  sapeva  ( n°  4*3). 

8a4-  Or  se  un'  altra  equivalenza 

x'”  + + A„~o  (i) 

ammette  delle  radici  , queste  debbono  necessariamente  trovarsi  nella  se- 
rie (i6).  Dunque  tutte  le  radici  della  (i)  debbono  esser  comuni  con 
quelle  della  (i5).  Quindi  per  trovare  tutte  le  radici  della  (i)  basterà 
tra  essa  e la  (i5)  trovare  il  massimo  comun  divisore  regolando  l’ope- 
razione nel  modo  indicato  ( n°  821  ).  Sia  ^(x)  questo  comune  diviso- 
re ; sari 

xf-'  — i = Q^{x)  ; 

e siccome  l'equivalenza  (i5)  ammette  tante  radici  quanto  è il  suo  gra- 
do , r equivalenza 

»(x)  = o (17) 

aramclteri  pure  tante  radici  quanto  è il  suo  grado.  E poiché  le  ra- 
dici della  (l)  si  contengono  tutte  nella  (17),  in  vece  della  (1)  si  potri 
risolver  la  (17)  che  ammette  tante  radici  quanto  è il  suo  grado. 


8a5.  Da  ciè  risultano  le  seguenti  conseguenze. 

1°  Se  il  primo  membro  dell’  equivalenza  (i)  dividesse  esattamente 
il  binomio  xf-'  — i , la  stessa  equivalenza  ammetterebbe  m radici  di- 
stinte *,  e questa  condizione  è lascia  necessaria  , afilncbè  un’equivalenza 
abbia  tante  radici  quanto  è il  suo  grado. 

2°  Se  fra  i primi  membri  della  (i5)  e della  (i)  non  si  trovasse 
alcun  divisore  comune  , si  può  conchiudere  che  la  (i)  non  ammette 
alcuna  radice. 


3°  Un’  equivalenza  che  ha  per  modulo  p ed  è di  grado  p — i , 
non  può  ammettere^  — 1 radici  distinte  se  non  è della  forma  (i5). 

Sia  data  per  es.  r equivalenza 


x’  + 3x*  +2X  — 3 = 0,  ( mod.  7 ). 


e si  voglia  sapere  quante  radici  ammette.  Le  sue  radici  dovendo  esser 
comuni  con  quelle  dell’  eqvivalenza 


x*  — 1=0,  ( raod-  7 ) 

40 
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— 1 = (»*  + 3x'  + aa)  — 3){a;*  — 3*‘  + a)  — {x*  + 4*  + a)  j 
a’'  + 3a;’  + aar  — 3 = (x*  + 4x  + a)(x  — i)  + 4(i  - a) , (inod.  7) 
X*  + 4x  + a = (x  — a)(x  — i)  ; 

perciò  r equivalenza  proposta  non  ammetterà  che  la  sola  radice  2. 


826.  Può  avvenir  qualche  volta  che  l’ equivalenza  data  contenga  ra- 
dici uguali  ; e siccome  l’equivalenza  (i5)  ha  tutte  le  sue  radici  disu- 
guali , tali  le  avrà  il  fattore  comune.  Sia  dunque  ^,(x)  il  fattore  co- 
mune secondo  il  modulo  p tra  f[x)  e xp~'  — 1 , e sia 


/(^) 


7 


per  vedere  se  l'equivalenza  (1)  ha  radici  uguali,  bisogna  sopra /^x) 
e j-e-' — i ripeter  l’operazione  medesima.  Sia  il  loro  fattore  co- 

mime  secondo  il  modulo  u,  e /,(x)  il  (|uoziente  di/,(x)  diviso  per 
9 (.t).  Si  operi  sopra  fj^x)  c xP-'  — 1 nello  stesso  modo  ; e cosi  si  pro- 
segua finche  si  arrivi  ad  un  quoziente  f,{x')  che  non  Iia  più  alcun  fat- 
ture comune  col  binomio  x^-‘ — i ; si  avrà  questa  serie  di  equivalenze  ; 

/.(x)s/5(x)9,(x),  (.B) 


/_.(a:)=y;(x)9,(x)-, 

essendo  tutte  le  ^(x)  divisori  del  binomio  xp-'  — i.  Dalle  relazioni 
(18)  si  ha  facilmente 

/(^)  = f,C*)-?.(*)-?s(x-) 1>,(x)/,(x).  (19) 

E siccome  1’  equivalenza  /,(x)  = o non  ammette  alcuna  radice , la  ri- 
soluzione dell'equivalenza  (1)  riducesi  a quella  delle  equivalenze 

W ^ o > ?.(*)  = ® = 0 ° > (20) 


ciascuna  delle  quali  ammette  tante  radici  quanto  c il  suo  grado.  E poi- 
ché tutte  le  radici  di  9,(x)  si  contengono  in  9,(x),  tutte  i|uclle  di  ^^{x) 
in  9,(x)  , ec.  , si  vede  che  dividendo  secondo  il  modulo  p 1'  una  per 
Talua  , c facendo  in  generale 


<p^.(x) 

9*(x) 


= 4*-.(x)  , 
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si  avranno  le  relazioni 


C Sa?  ) 


?i-,(x)  = Tì(ìt);,-,(x)  j 

dalle  quali  si  trae 

?i(®)  = > 

f ,(^)  = ' ■ • • i 

f j(^)  = •J-jM  • • • • ■!•■-«  W?i(*)  > 

(a») 

?<->W  = > 

?.(^)  = . ?,W- 

Molliplicaudo  per  ordine  e tenendo  presente  la  relazione  (19)  , si  ha 

/W  = 4-.(x)* . +3(x)’ 4i-.(x)'-' ; (aa) 

e la  risoluzione  dell'equivalenza  (i)  si  riduce  a quella  delle  equiva- 
lenze 


^ o > +.W  = o I = ® ® I ?.(*)  = « (a3) 

che  hanno  le  radici  tutte  diverse,  e delle  quali  la  prima  contiene  le 
radici  Semplici  , la_  seconda  le  dojipie  , la  terza  le  triple  , ec.  Se  al- 
cuna delle  funzioni  4-(a^)  fosse  uguale  ad  una  quantità  costante  , Tequi- 
valenza  data  non  avrebbe  radici  di  quel  grado  di  mulliplicità.  Cosi  se 
si  avesse  4j(a^)  uguale  a un  numero  , mancherebbero  le  radici  triple. 
Sia  data  per  cs.  1’  equivalenza 

x”  + iix”  + x'"  -J-  3x’  — Sx®  + i3x’ 

-J-Gx^+iax® — + — 8x*-9x  — 6=  o.  (mod.  3i  ). 

Operando  sopra  questo  polinomio  e il  binomio  — 1 nel  modo  espo. 
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sio  , si  avrb 

/ (x)=x'  ‘ + 1 1 x”  +*'  “ +3x’— 8x“  + 1 3x’  +6*«  + 1 qx‘-6x''  + 1 ax'  -8x* 
f,(x)  = x® — i5x'  + i3x* — x’  — 5x  — 6 , — gx — 6 

y,(x)=  x’  — 5x®  + 6x®  + + 5x*  — 8x*  + I IX  + I ; 

9,(x)  = x*  — lox*  — lax  — I , 

/.(x)=  X»  + 5x’  + 6x*  + X — 1 i ( raod.  3i  ) 

^,(x)  = X + I , 

/s(x)  = x’  + 4x*  + ax  — 1 ; 

94(x)  = X 4*  1 , 

fM  = »*  + 3x  — I ; ■ - 


c in  seguito 


= a:*  — 5x  + 6 , 


?j(*)  ' 


; 4-,(a^)  = x’  — 1 IX  — I , 


n(*)  = * + >• 


Quindi  si  avrk 


( mod.  3i  ) 


/(x)  = (a:* — 5x +6)(x*-— IIX — i)*(*+  i)\x*+3x — i)j  (mod.  3i) 

e la  risoluzione  dell'  equivalenza  data  riducesi  a quella  delle  equiva- 
lenze 


•r’ — 5x+ 6=0  , X* — iix — 1=0,  x+l=0.  (mod.Si). 

8a^.  Si  può  però  sgombrare  un'equivalenza  da' fattori  multipli  con 
un  procedimento  analogo  a quello  che  si  mette  in  opera  sulle  equa- 
zioni. In  eiletli  si  ha  in  generale 


/(x)=/(g)+(x-g)/-(g)+(x-g)‘  + 

i .a  i.a.j 


+ 


(*-er 


mt.a.3 


(a5) 
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o pure , ribassando  tuu'i  coeffioieuti  al  di  sotto  di  p , e osservando  ohe 
1.2.3 m~  ’ 

lt2  1*3«>3 

(’6) 

Or  se  g fosse  radice  delle  equivalenze 

f{x)  ~ o , /'(a:)  = o , f\x)  = o p-'Kx)  = o , (27) 

cioè  se  f{g) , f'{g) fossero  tutte  divisibili  per  p , si 

avrebbe 

essendo 

I 

Quindi  V equivalenza  (i)  acquisterà  la  forma 

(»— g)'?W  = o>  (3») 

e si  potrìi  considerare  come  capace  di  poter  esser  soddisfatta  da  un  nu- 
mero I di  radici  eguali  a g. 

Per  vedere  dunque  se  un’  equivalenza 

f{x)  = 0 (i) 

ha  radici  uguali , bisogna  formar  le  sue  derivate  successive /'{x)  , /^'(x), 
ec.  ed  operare  come  sulle  equazioni  (n°  716).  La  sola  avvertenza  da  usare 
è di  ribassare  tutti  i coefficienti  al  di  sotto  di  ^ , di  ridurre  tutte  le- 
funzioui  derivate  ad  aver  per  coefficiente  del  primo  termine  1’  unitll  , 
ed  eseguire  le  divisioni  secondo  il  metodo  prescritto  (^n°  819)^ 

8a8.  Da  tuttociò  si  conchiude  che  la  risoluzione  di  un’equivalenza  di 
qualunque  grado  si  riduce  sempre  alla  risoluzione  di  altre  equivalenze 
di  grado  inferiore  , ciascuna  delle  quali  abbia  tante  radici  distinte 
quanto  c il  suo  grado. 

839.  Consideriamo  l' equivalenza  bioomia 

x”  — 1 = 0 (3 1 J 


/(x)  = (x  -g  )■?(.!•), 


(28) 


I / •*  I ■ \ 


— + ...■  + — (29) 


in  cui  n c numero  primo.  Dovendo  le  sue  radici  esser  comuni  eoa 
quelle  dell’  equivalenza 

xf-'  — 1=0  (i5) 

si  licavano  iacilmeale  le  conseguenze  che  seguono. 


Digitized  by  Google 


( 63o  ) 

Se  n è divisore  di  p — • j il  binomio  V*  — i dividerà  esato- 
nienie  il  binomio  xP-'  — i -,  e l’equivalenza  (3i)  ammetterà  n radici 
distinte, 

2°  Se  n è primo  rispetto  a p , i due  binomi  x"  — i e xP-'  — i non 
possono  avere  altro  divisore  comune  che  x — ^ i ; e perciò  1’  equiva- 
lenza ^3i)  aiumctterh  la  sola  radice  l. 

3“  Se  m c p non  son  primi  tra  loro  , sia  « ,il  loro  massimo  coraun 
divisore,  cioè  sia  p—i  —p'v,  m=xm'ó!.  È evidente  che  x“ — i 
è divisore  comune  di  — i e x"'" — i.  Perciò  l’ equi  valenza  (3i) 
ammetterò  <m  radici  distinte  che  saranno  date  dall’  equivalenza 

x"  — 1 = o.  (32) 

Si  può  dunque  nell’  equivalenza  (3i)  considerare  n come  divisore  di 
P — t)  perche  a questo  caso  si  riportano  tutti  gli  altri. 

83o.  Sia  r una  radice  dell’equivalenza  (3i);  è chiaro  che  anche  r" 
sarà  radice  j perchè,  quando  r‘  lascia  per  resto  l , anche  r""'  lasceia  per 
resto  I ( n“  Se  r c tale  che  la  più  piccola  potenza  che  lasci 

per  resto  i sia  r",  dicesi  r radice  prt/7U/<ra  dell’ equivalenza  (3i).  Ora 
1 termini  della  serie 

, r*  , r* r"-  , (33) 

divisi  per  p lasciano  resti  difTercnti  , e ciascuno  di  essi  soddisfa  alla  (3i) 
la  (juale  non  può  aniraetlcre  più  di  n radici  j perciò  le  radici  della 
(3i)  saranno  i termini  della  serie  (33)  o piuttosto  i resti  che  lasciano 
quando  si  dividono  per  p.  Baster'a  dunque  trovare  una  sola  radice  pri- 
mitiva della  (3i)  ; le  potenze  di  esse  daranno  tutte  le  altre. 

Quando  si  tratta  dell’  equivalenza  (i5)  , i resti  che  d'a  la  serie 

, r'  , r’ rP-^ 

comprendono  tutti  i numeri  della  serie  (i6)  ma  disposti  con  altro  or- 
dine. Le  radici  primitive  della  (i5)  si  chiamano  radici  primitive  del 
numero  primo  p. 

83i.  Nel r equivalenza  (3l)  in  cui  n è divisore  di  /j  — i , se  « è 
numero  primo  , la  sua  risoluzione  non  si  può  riportare  ad  altra  di  grado 
nilcriore  ; e lu  questo  caso  le  radici  , ad  eccezione  di  i , saranno  tutte 
primitive. 

Se  « non  è primo  , sia  n = hi , essendo  A ed  / primi  tra  loro.  Si 
avra  allora 

x^‘  —1=0.  (3.^) 

La  risoluzione  di  questa  equivalenza  si  può  far  dipendere  da  auella 
delie  due  * 

— *=0j  .-r' — 1 = 0.  (36) 
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Chiamando  r*  una  radice  della  (35)  ed  r"  una  radice  della  (3G)  , r' 
ed  r"  saranno  anche  radici  della  (34),  e lo  sarh  pure  r'r''.  Ora  dico 
che  si  hanno  tulle  le  radici  della  (34)  combinando  ciascuna  radice  delia 
(35)  con  tutte  le  radici  della  (36).  In  cOetti  il  loro  numero  è kl\  dip- 
più  siccome  k cA  l suu  numeri  primi  tra  loro  , le  due  (.35)  e (36)  non 
avranno  alcun  fattore  comune  , c perciò  tutti  i prodotti  r^r"  saranno 
diversi.  • 

Se  W ed  r"  sono  radici  primitive  delle  equivalenze  (35)  e (36),  an- 
che r—r'r"  sari»  radice  primitiva  dell' e(|uivalenza  (34).  In  clletti  se 
si  potesse  avere  {r'r"y‘  — i = o , bisognerebbe  che  A fosse  divisore 
di  kl.  Sia  perciò  h = k'I'  , essendo  k'  divisore  di  h ed  If  divisore  di 
l.  Sarh 

(r'r"  )*'=.;  • (3;) 

k 

ed  elevando  alla  potenza  , sarò 


( r'r"  )»'  = I , 


ovvero 

r"''=i.  (38) 

Cos'i  si  trova  pure 

r’*'  = 1.  (3g) 

Ora  le  equivalenze  (38)  e (39)  sono  impossibili , perche  r'  ed  r"  son 
radici  primitive  delle  (35)  e (36)  5 perciò  l’ipotesi  (37)  è impossibile, 
ed  r = r'r"  sari»  radice  primitiva  della  (34). 

Similmente  si  dimostra  che  se  n=zikl essendo  »,  A: , / numeri 

prirni  fra  loro  , e sieno  r*  , t"  , r"' rispettivamente  una  delle 

radici  primitive  delle  equivalenze 

a:'  — 1=0,  a:*  — 1=0,  x'  — 1 = 0,...- 


sari»  r = r'r"r"' . . . . una  radice  primitiva  della  (34). 

Si  può  dunque  un’ c<|uivalenza  binomia  di  grado  n risolvere  in  altre 
di  grado  inferiore  , i cui  esponenti  sieno  i lattori  di  7»  primi  tra  loro. 
Si  avverta  ancora  che  se  r c uua  radice  dell’ e<(uivalenza 


(34) 


T Sara  radice  della  equivalenza 

r'  — 1 = o. 


(36) 


E se  U è divisore  di  ^ — i , ed  r è radice  primitiva  della  (34),  an- 
che  r sari»  radice  primitiva  della  (36). 
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83a.  Teorema  IV.  Uu’  equivalenza  binonua 

x"  — ISO  (3i) 

in  cui  n è divisore  di  ^ — i , ha  tante  radici  primitive  , per  quanti 
sono  i numeri  primi  ad  n minori  di  n. 

In  effetti  se  r c una  radice  primitiva  , tutte  le  radici  della  (34)  sa- 
ranno contenute  nella  serie 

r' , r' , ...  .r->  , r\  (33) 

Or  si  prenda  in  questa  serie  un  termine  qualunque  \ se  gli  espo- 
nenti m ed  7t  hanno  un  divisore  comune  n , cioè  sia  m = ni'iA.  , 
n ~ n'n  , r"*  sara  anche  radice  dell’  equivalenza 

a:"' — 1=0, 

perchè  darè 


Dunque  r”  non  saia  radice  primitiva.  Perciò  nella  serie  (33)  saranno 
radici  primitive  tutte  <|uelle  i cui  esponenti  sono  primi  ad  n.  Ma  que- 
sti esponenti  formano  la  serie  de'  numeri  naturali  da  i sino  ad  ;i  , 
perciò  l'equivalenza  (3i)  ammetterà  tante  radici  primitive  per  quanti 
numeri  primi  ad  n si  contengono  nella  serie  de’  numeri  naturali 

1,2,  3,  4,..  . . n — I. 


833.  Sia  e il  numero  delle  radici  primitive  della  (3i)  ed  n'=:a'^ù^c*' 

sarò  ( n°  84  ) 


Formandu  il  prodotto  (35)  si  ha 

(n  n n \ /n  n n \ / n x 

-+À +;+•••) + U+^+te+-)“(:Z7+-  )'‘'  ■■■ 

(3G) 


Si  formino  i binomi 


x’  — 1 , a:“  — I , x‘  _ I , cc.  (3;) 

che  hanno  per  esponenti  i diversi  termini  del  prodotto  (36). 

Sia  r una  radice  primitiva  della  (3i)  , questa  potrò  mettersi  sotto 
la  forma  ( n 817  ) 

(x  — r) (x  - r’)  (x  — r^) (x  _ r ')  = 0.  (33) 

Poiché  m c minore  di  ri  , il  binomio  * — r”  dividcr'a  il  solo  binomio 
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rn  è primo  ad  n.  Dividerà  i due  binoml.r’'  — i e x“ — i , 

fl 

6C  m è inulliplo  di  a , dividerà  i due  x”  — i c x* — l , se  è multi- 
plo di  A ; e iu  generale  dividerà  due  soli  binomi  se  m è multiplo  di 
un  solo  de  numeri  priuii  a ^ b y c.  . . , Dividerà  i rjualtru  biiioiui 


N A 


se  m c multiplo  di  ab  ; e in  generale  dividerà  quattro  dc'binomi  (3^) 
se  rn  c multiplo  di  due  de’ numeri  primi  a,  bjC....  Dividerà  gli 
otto  binomi 


f e o5  «< 

^ 1 y -V  — i,a:  — i y X — ì y X — i,x 


he 

y X — I . 


se  m e multiplo  di  abe,  E così  dì  seguito. 

Dunque  in  generale  il  binomio  x—  r",  quando  m non  è primo  ad 
n , dividerà  tanti  binomi  corrispondenti  ai  termiui  positivi  del  prodotto 
(3G)  , quanti  ne  divide  di  quelli  che  hanno  per  esponenti  i termini 
negativi.  Se  dunque  co’  binomi  (37)  si  forma  la  frazione 

M A A 

(tr--t)(x"-r)  (x--t  )(^_ 

(x“—  I )(x*— I )(x"— t ) (x*‘'— 1).... 

la  quale  contiene  nel  numeratore  tutti  i binomi  che  corrispondono  ai  ter- 
mini positivi  del  prodotto  (36),  e nel  denominatore  tutti  quelli  corrispon- 
denti a’  termini  negativi  , siccome  il  numero  de’  termini  positivi  c 
uguale  al  numero  de’  termini  negativi , i due  termini  della  frazione  (3g) 
saranno  composti  dello  stesso  numero  dei  binomi.  £ perciò  il  binomio 
X — r'"  entrerà  tante  volte  nel  numeratore  quante  nel  denominatore. 
In  conseguenza  riducendo  la  frazione  alla  sua  più  semplice  espressione 
il  binomio  x — r"”,  in  cui  m non  è primo  ad  n,  sparirà;  e lo  stesso 
avverrà  di  tulli  i binomi  del  prodotto  (38)  i cui  esponenti  non  son 
primi  ad  n.  E siccome  nel  denominatore  della  (3q)  non  entrano  se  non 
che  binomi  ne’ quali  l' esponente  di  r non  è primo  ad  n,  sparirà 
questo  denominatore  , X si  ridurrà  ad  una  espressione  intera , e rimar- 
ranno lutti  i binomi  del  prodotto  (38)  ehe  corrispondono  alle  radici 
primitive  della  (3i). 

Perciò  r equivalenza 

o 


conterrà  le  sole  radici  primitive  della  (3i). 
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Sia  n:=:p  — i , l’espressione  X si  ridurrh 
■r*  — I 


per  ^ = 3 ad  . . 
p = 5 
P=1 

p=ii 

ec. 


X — 1 

x'*  — 1 


= ® + » , 


•=x*  + 1 , 

ar  — 1 

x’  + I , 

^ ' -I— =X*— X+I  , 

(x* *)  * + * 

0(^—0  a;®+I  SL  . ■, 

> ^ — — = x‘> — + x’  —X  + 1 , 

(x* — *)(^*  — *)  a;  + I 


c quindi  le  radici  primitive  de’ numeri  3,  5 , 7 , n , »3  , ec.  sa- 
rauiiu  date  rispettivamente  dalle  equivalenze 


X + I = 0 , 

(mod.  3) 

X*  -1-  1 = 0 , 

(mod.  5 ) 

X*  X + i = 0 , 

(mod.  7) 

x' x’  -i-  x’  X +1  = 0, 

3 

0 

x'^ X*  + 1 = 0. 

( mod.  i3). 

ec. 

83i  Siccome  basta  conoscere  una  sola  radice  primitiva  , è utile  aver 
la  pili  piccola.  Ecco  le  piu  piccole  radici  primitive  corrispondenti  ai 
numeri  primi  da  3 sino  a 4^* 

Num.  primi.  3,5,7,  “ > ‘3 , 17,  19,  ^3,  39,  3i , 37, 4'? 

Radici  primit.  minime.  2 , a , 3 , 2,  2,  3,  2,  5,  2,  3,  2,  6. 

835.  Sia  g una  radice  primitiva  dal  numero  primo  p , tutte  le  ra- 
dici dell'  equivalenza 

aiP”'  — I ;=  o (*^) 


saranno  date  da’  termini  della  serie 

g\g',s\g" g'’-'- 

Sia  p — i — kl , essendo  k il  più  grande  numero  primo  contenuto  in 
p — I,  rreiidendo  nella  serie  (40)  un  termine  qualunque  g'  , la  serie 
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sarà  rientrante  e composta  di  l termini.  In  eflclti  il  termine  seguente 
si  riduce  a g‘.  E siccome  i può  avere  tulli  i valori  da  i sino  a 
*,  tulle  le  radici  della  (i5)  si  divideranno  in  k serie  o periodi  com- 
posti ciascuno  di  l termini.  E si  avrò  ti  _ 


e'  » g'^  ) g**’*  > g-('-0* , 




(4«) 


È da  avvenire  : i°  che  ciascun  periodo  , come  rientrante  , può  co- 
minciare da  qualunque  termine  che  stabilitone  uno,  tulli  gli  altri 
si  forninuo  moltiplicando  i suoi  termini  per  una  potenza  g‘  nou  com- 
presa nel  periodo  precedente. 

Se  lz=k'l'  j ognuno  de’ periodi  (4i)  si  potrà  dividere  in  k'  periodi 
di  /'  termini.  Cosi  la  prima  delle  serie  (4>)  darò  i seguenti  periodi: 


(4^) 


gi*^t  —l)t  ^ ^ gl+<3t’— i>É  ^ iji 


Nel  modo  stesso  si  dividerebbe  ciascuna  delle  altre  serie  (4i)* 

Se  fosse  l'  -=:k"l"  , essendo  k"  il  più  grande  numero  primo  conlc- 
Dulo  in  l' , ciascuno  de’  periodi  precedenti  si  dividerebbe  in  k"  periodi 
di  l"  termini.  Così  si  proseguirebbe  per  gli  altri  fattori  primi  conte- 
nuti in 

Non  è necessario  per  l’indicata  divisione  in  periodi  che  k,  A' , Ar"  , 
ec.  sieno  numeri  primi  e disposti  per  ordine  di  grandezza.  Ma  il  re- 
golare r operazione  a questo  modo  conduce  a finire  con  periodi  di  due 
termini:  il  che  ha  un  oggetto  di  uiilitò  nelle  cose  da  dirsi  in  seguito. 


836.  Siccome  p — i c necessariamente  numero  pari , ogni  periodo  sarò 
composto  di  un  numero  pari  di  termini  ; e alla  seconda  meta  de’ ter- 
mini potrebbero  sostituirsi  gli  esponenti  della  prima  melò  col  segno  cam- 
biato (n°  4>i)-  Quindi  la  somma  de’ termini  di  un  periodo  c sempre 
zero  o multiplo  di  p. 
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ART.  II. 


Risoluzione  delle  equivalenze  binomie. 


837.  Si  cousidcri  r equivalenza 

x"  — 1 = 0 (i) 

il  coi  modulo  è il  numero  primo  p.  Si  può  riguardare  n come  divisore  di 
p — I , perciò  che  ogni  caso  si  riporta  a questo  (n°  829);  e allora  l’ equi- 
valenza (1)  avra  n radici  distinte.  Si  può  inoltre  riguardare  n o come 
numero  primo  o come  una  potenza  di  un  numero  primo  , perche  se 

n~a‘^b^c'' , la  risoluzione  dell’ equivalenza  (i)  riducesi  a quella 

delle  equivalenze 

« p y 

X"  — 1=0,  X*  — 1 = 0,  x'  — 1=0,  ec.  (a) 

Kcir equivalenza  (1)  sia  n numero  primo  divisore  di  p — l.  Tutte  le 
radici  saranno  primitive  (n°  83i)  ; basterò  perciò  trovarne  una  sola , e 
le  |H>tenze  di  questa  divise  per  p forniranno  tutte  le  altre. 

Óra  c chiaro  che  si  può  soddisfare  all'  equivalenza  (i)  facendo 
r-' 

X = u'  , e prendendo  per  u un  numero  qualunque  non  divisibile  per 

f-' 

p , purché  però  u " diviso  per  p non  lasci  per  resto  l’ unitò.  In  effetti 
si  ha 

uP-'  — 1—0 


equivalenza  sempre  soddisfatta  quando  i<  non  è divisibile  per  p.  Sia 

F-' 

r il  resto  che  lascia  u diviso  per  p , sarò  in  generale  x = r"  , e 
tutte  le  radici  della  (1)  saranno 


Se  si  conosce  una  radice  primitiva  g di  p , gioverò  prender  questa  ra- 
ti' 

dice  per  u , perciò  che  allora  g " diviso  per  p non  può  dare  per  re- 
sto r unità  ; e la  serie 

tl'  ,tl'  jtli  (.-Utl* 

n n n n 

gì  g , g jf 

conterrò  tutte  le  radici  della  data. 

Eseufio.  Sia  r equivalenza 

x"  — 1 = 0.  ( raod.  191  ) 
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Siccome  199—  1 = 11  X 18  j quesia  cqaivaleiua  ammeltcri  11  ra- 
dici distinte  , le  quali  , ad  eccezione  di  l , saranno  tulle  primitive.  Si 
fàccia  x = u'°  (mod.  191).  Prendendo  u=: a,  sarà  u'^sGl  (mod.  191  ) , 
e quindi  in  generale  x = 61"  (mod.  191)  , la  quale  formol-a  sommini- 
stra le  li  radici  seguenti;  61,  —60,  —78,  — 18,  — 96,  — 85, 

— Il,— 74,63, 6a,  I. 

Altuo  esempio.  Sia  F equivalenza 

a:'*— 1=0.  (mod.  61) 

Facendo  x—ys.^  1'  equivalenza  data  si  risolve  nelle  due 

y’  — 1 = o , a’  — 1=0.  (mod.  61  ) 

La  prima  ha  per  soluzione  generale  y = u"  ( mod.  61  ) , 1’  altra 
z = u’®  (mod.  61  ) ; e quindi  xx=u^*.  Facendo  u = a,  si  trova 
m’*=— 4 (mod.  61)  ; perciò  a:=( — 4)"*  (mod.  61)  sarà  la  soluzione 
compiuta  dell'  equivalenza  data  , e somministra  per  x i quindici  va- 
lori seguenti  ; — 4 > *65  — 3 , + la  , — i3  , -p  9,  -p  a5  , -pi’, 

— 27  , — i4  , — 5 , -p  ao  , — 19  , + i5  , -p  I, 

Fa  d'uopo  osservare  che  l’equivalenza 

x'  — 1=0 


ammette  per  radici  + i , qualunque  sia  p. 

838.  Se  re  ==  a‘* , cioè  se  si  ha  1'  equivalenza 


**—1=0  (3) 

e-' 

si  farà  x = u“'  . In  effetti  questo  valore  soddisfa  all'equivalenza  (3); 
ma  per  avere  una  radice  primitiva  , bisogna  sceglier  per  u un  numero 
tr} 

tale  che  se  u ' = i , sia  t primo  con  a.  In  effetti  allora  tutte  le  po- 

tenze  di  u"  da  i sino  ad  a**  — i saranno  diverse.  Imperocché  se  due 

i.rzl  i.Ci' 

A A 

potenze  u " e u potessero  essere  uguali  secondo  il  modulo  p , es- 
sendo k ed  l minori  di  a“  , cioè  se  si  potesse  avere 


si  avrebbe 


h 


P — ^ 


t 
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(*  - l)t  = a‘^.h. 

Ma  t c primo  con  a ; perciò  dovrebbe  k — l esser  divisibile  per  a“  ; 
il  clic  non  può  essere. 

Eseupw.  Si  debba  risolvere  l'equivalenza 

ar’  — I ~ o.  ( niod.  3^  ) 

Si  farà  X = m'*.  Poi  prendendo  « =:  3 , si  trova  m’  = i (mod.  3^). 
Siccome  9 è primo  con  4 » sarà  una  radice  primitiva  5 e cjuiudi 
tutte  le  radici  della  proposta  saranno  contenute  nella  serie 

3“»  , 3"  , 3"  , 3'6  , 3*°  , 3*^  , 3*“  , , 3’«  ; 

ovvero 

3'*  , 3'*  , 3’ , 3’  , 3*  , 3« , 3’  , 3\  3”  , 
c le  radici  saranno 

7 , 12  , — IO  , 4 , 9 , — Il  , 3 , — 16  , 1. 


83g.  Se  per  u si  prende  una  radice  primitiva  g di  p , sarà 

necessariamente  radice  primitiva  della  (3). 

Se  r* , r"  , r"'  , ec.  sono  rispettivamente  radici  primitive  delle  equi- 
valenze (2),  r'r"r'"  ...  sarà  radice  primitiva  della  (1)  , in  cui 
n = 


840.  Consideriamo  ora  le  equivalenze  della  forma 

x"  — yt  = 0.  C^) 

E chiaro  ebe  questa  non  sarà  risolubile  se  il  binomio  x”  — A non 
contiene  qualche  fattore  comune  col  binomio  xp~' — i.  Rappresenti  ® 
il  massimo  comun  divisore  fra  /t  e ^ — 1 , in  modo  che  sia  n = a.'«', 
p — 1 Si  avrà  allora 

(4)  •Tf'"  1=0,  X"'“  — = O.  (5) 

Affinchè  l’equivalenza  (3)  sia  risolubile,  è necessario  che  le  due  equi- 
valenze (4)  ^ (^)  pussauo  accordarsi.  Ora  avendosi 


si  avrà 


xf'»'  = I , 


X'P"  — (l)"'  = I , 


d’  onde  /fé'  = 1 , cioè 


X"'*’  = A , 


xe  = /fe'  ; 


***  — I o 


(G) 
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Quando  questa  condizione  è soddisfatta  , 1'  equivalenza  (3)  ammetterli 
<0  radici  distinte.  E per  trovare  l'equivalenza  che  contieno  tutte  le 
radici  della  (3)  , si  determini  un  valore  intero  e positivo  di  u tale 
che  soddisfaccia  alla  condizione 


Da  questa  si  ricava 
c quindi 

ma  dalla  (3)  si  ha 
perciò 


un!  — pp'  — I . 
un  — p{p  — i)  =:  9)  5 

; 

3^=A'' 
a"  _ = o ; 


(7) 


(8) 


c questa  sarh  1'  equivalenza  che  contiene  tulle  le  radici  della  (3).  Si 
vede  infatti  che  il  divisore  comune  de'  due  binomi  che  formano  i primi 
membri  delle  (4)  ® (5)  dev' esser  di  grado  ». 

841.  Se  re  è divisore  di  p — i , la  condizione  (G)  diverrò 


= I (9) 

e r equivalenza  (3Ì  ammetterò  re  radici  o nessuna  , secondo  che  la 
condizione  (9)  è adempiuta  o no. 


84 a.  Se  re  è primo  con  p — i , sarò  » ==  i ^ la  condizione  (6)  di-, 
venendo 

Ap-'‘  — 1=0, 

c sempre  soddisfatta  qualunque  sia  il  numero  A.  Dippiù  l' equivalenza 
(8)  divenendo 

X — A"  = 0 (10) 

somministra  subito  una  radice  della  (3).  Perciò  quando  re  è primo  con 
p — I j 1’  equivalenza  (3)  ammette  sempre  una  radice  e non  ne  ammette 
che  una  sola.  In  eifetti  il  massimo  commi  divisore  fra  i primi  mem- 
bri delle  (4)  e (5)  non  può  esser  che  di  primo  grado. 


843.  Basta  conoscere  una  sola  radice  della  (8)  , perchè  si  ottengono 
tutte  le  altre  moltiplicando  la  radice  conosciuta  per  le  » radici  del- 
r equivalenza 

a;" — 1=0.  (il) 

In  effetti  se  a è una  radice  della  (8)  e r una  radice  primitiva  della 
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(il)  , lune  le  radici  della  (S)  saranno 


(la) 


o ■ resti  che  lasciano  quando  si  dividono  per  p.  In  elTelti  c chiaro  che 
una  di  qiiesie  radici  n/  soddisfa  alla  (S)  ; e d'  altronde  i resti  che 
fornisce  la  serie  (la)  son  tutti  differenti  (ii°  SgS)'. 

Fa  d’  uopo  ancora  avvertire  che  trattandosi  di  un'equivalenza  della 
forma  (S)  \ basterà  trovare  una  radice  a dell'  equivalenza 


x“— A ~o 

perchè  a"  sara  radice  dell’  equivalenza  (8). 


(i3) 


!144"  QiionJo  't  e ‘ 


son  numeri  primi  tra  loro,  si  può  trovar 


direttamente  una  soluzione  dell’equivalenza  (3).  In  effetti  determinando 
un  numero  intero  e positivo  u , che  verifichi  la  condizione 


P—  * 

nu, = 1 


(«4) 


sì  avrà  , tenendo  conto  della  condizione  (fi)  , 


A-.  =A  “ = A -, 

c perciò  r equivalenza  (3)  diverrò 

x” — A''*~o, 

alla  quale  si  può  soddisfare , facendo 

X = A“‘ . 


(.5) 


Ma  se  n e ^ non  sou  numeri  primi  tra  loro  , non  si  potrà  più 

soddisfare  alla  condizione  (*4)'  S'®  massimo  comnn  divisore  fra 

n e . Se  — e son  numeri  primi  tra  loro , sì  potrò  deter- 

W M , 05  ‘ ‘ 

minare  un  numero  intero  e positivo  che  verifichi  la  condizione 
n P — f 

— u. V.  = I . 

A',  A) 

Per  questa  condizione  , operando  come  nel  u"  prec.  , si  ottiene 

X»,  — A\  = o 

e la  risoluzione  dell' equivalenza  (3)  è riportata  a quella  della 


(i5) 

(,G) 

(•6), 
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la  quale  ha  per  esponente  »,  che  è un  divisore  di  n il  cui  quadrato 
divide  p — 1. 

Ma  se  — e ^ iiou  sono  numeri  primi  fra  loro  , è impossibile 

».  » 

soddisfare  alla  condizione  (i6)  , c la  risoluzione  dell'  equivalenza  (3) 
non  si  poir'a  riportare  che  a quella  della  (8)  o della  (i3),il  cui  gra- 
do è ». 

Si  avverta  che  se  il  numero  A soddisfacesse  alla  condizione 


(.7) 

anche  in  quest'  ultimo  caso  considerato  si  avrebbe  immediatanienle  un 
valore  d'  x.  In  effetti  se  « e ~ — — son  numeri  primi  tra  loro , facendo 


per  effetto  della  condizione  (17)  si  avrebbe 

A'^ì  = A ; 

quindi  1'  equivalenza  (3)  diverrebbe 

x”  — A’"}  ~ o j 
alla  quale  si  soddisfa  col  fare 

X = A"i  . 


In  generale  se  A c un  numero  che  da 

^'=1,  (18) 

essendo  t un  divisore  di  ^ ed  il  più  piccolo  espoiienle  di  A che 

dà  1'  unil'a  per  resto  , e se  dippiìi  n c primo  con  t , facendo 

nu  — Iv—  i ; 

si  avr'a 

x=A\ 

Ottenuta  la  radice  (iq),  o qualunque  altra  risultante  dalla  risoluzione 
di  un'equivalenza  di  grado  inferiore  ad  » , converrà  moltiplicar  questa 
per  le  » radici  dell’ equivalenza  (n)  , e cos'i  si  otterranno  tutte  le 
radici  della  (8)  o della  (3). 

845.  Supposto  che  r equivalenza 

x'^  — A^o  (i3) 

41 
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in  cui  « è divisore  dì  p — i , sia  quella  che  contiene  tutte  le  radici 
della  (3)  , vediamo  con  qual  .mezzo  si  possa  risolvere.  Supponiamo 
ancora  avverala  la  condizione  (iB).  È cliiaro  che  tutte  le  radici  della 
(i3)  saranno  comuni  cou  quelle  dell' equivalenza 

ar'"  — 1 = 0,  (ao) 

perciò  che  x'"  — i diviso  per  a;"  — A lascia  per  resto  A'  — i che  è 
divisibile  per  p.  Sia  r una  radice  primitiva  della  (19),  sarà  una 
radice  primitiva  dell'  equivalenza 

x'  — 1 = 0,  (at) 

le  cui  radici  saranno  comprese  nella  serie 

r”  , 7^ , r’"  , . . . . H'-)*’.  (aa) 

Or  siccome  ciascun  termine  di  questa  serie  elevato  alla  potenza  t dà  i 
per  resto  , ed  è anche  ^4'  = 1 , A si  troverà  nccessariainenle  compreso 
nella  serie  (aa).  Si  supponga  A = r'",  essendo  i minore  di  t ; e si  sup- 
ponga pure  x=zr'  sostituendo  questi  valori  in  (i3)  , si  avrà 

r'“  = r"" 


e siccome  r'"  = 1 , ò necessario  che  la  differenza  s»  — ixi  sia  un  mul- 
tiplo di  ix.  Si  avrà  perciò 

jb  — • im  = (V . I*  , 

essendo  {*  un  numero  intero  qualunque.  Si  ha  quindi 


s=zi  + tu  , (a3) 

e la  formola 

X = r**'#*  . (24) 

comprenderà  tutte  le  radici  della  (i3).  In  effetti  dando  a n tutti  i va- 
lori da  O sino  ad  ai  — 1 , si  avrà  la  serie 


r'  , r'-' , r**>' , (25) 

i cui  resti  , quando  si  tolgono  i multipli  di  p , daranno  tutte  le  radici 
della  (.3). 

Fa  d'uopo  osservare  che  F è una  radice  dell' equivalenza  (i3),  e la 
serie 

r’  , r , r” )'  (a5) 

comprende  tutte  le  radici  dell'  equivalenza 

x"  — 1=0.  (27) 

Perciò  si  ottengono  tutte  le  radici  della  (i3)  moltiplicando  una  sita  ra- 
dice per  tutte  quelle  della  (27),  come  già  si  era  detto  (n°prec.). 
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846.  Se  fosse  , cioè  se  la  condizione  (i 8)  si  confondesse 

<B 

con  la  (6)  , T equivalenza  (ig)  corrisponderebbe  all’  equivalenza 


XP-‘  —1=0, 

e sarebbe 

e-' 

i-i — fi 

V 

» » 


essendo  g una  radice  primitiva  del  numero  primo  p. 

Si  osserverà  ancora  che  se  fosse  A = i , sarebbe  necessariamente 
P ~~  ^ 

t rr:^ , e la  serie  (a5)  che  rappresenta  le  radici  della  (a6)  si  con- 

verte in 


Da  ciò  si  raccoglie  che  per  risolver  1’ equivalenza  (i3)  bisogna  per 
una  radice  primitiva  di  p trovare  qual  è l’ indice  che  dà  per  resto  A. 
E r equivalenza  sarà  risolubile,  se  questo  indice  è divisibile  per  m. 
D'  altronde  si  vede  che  questa  coudizione  coincide  con  la  (G)  j perchè 
essendo 


sarà 


A =g‘ 


I 


A“ 


I. 


Sarebbe  perciò  utile  per  ogni  numero  primo  una  tavola  d’ indici , per 
la  cui  costruzione  converrebbe  tener  presenti  i teoremi  del  n°  4o^- 


847"  Esempio.  Sia  1’  equivalenza 

x'^ — 10  = 0.  (mod.  37)  (aS) 

Si  ha  in  questo  caso  « =:  la  ; e l’equivalenza  sarà  risolubile  perchè 

36 

io‘*=  I.  Siccome  24  e 3 non  son  numeri  primi  tra  loro,  determinando 
H in  modo  da  soddisfare  alla  condizione 

au  — 3v  = 1 


si  ha  u=a  , e la  risoluzione  dell’equivalenza  data  sarà  riportata  al- 
r altra 

*'•  — IO*  = o.  (mod.  3^)  (29) 

Siccome  io*  = 1 , sarà  io'»  = io  , e io»  = io*  ; perciò  l’equivalenza 
(ag)  si  può  metter  sotto  la  forma 

;t”_io»  = o (mod.  37)^ 
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alla  quale  sì  può  soddisfare  facendo 

a;' — IO*  = o.  (mod.  37) 

Ma  sark  più  breve  di  operare  immediatamente  sulla  (ag)  la  quale  , 
essendo  10’  = — ii  > prende  la  forma  (mod.  87) 

(mod.  37)  (3®) 

Siccome  2 è la  più  piccola  radice  primitiva  di  37, si  trova  che  2'*= — 11; 

per  conseguenza  1=1  , e — — — 3 5 quindi  la  serie 


conterrk  tutte  le  radici  della  proposta  , che  sono:  + 2 , + 16,  + 17  , 
+ 12  , + i5  , +9. 


848.  È necessario  in  fine  osservare  che  le  equivalenze  della  forma 

a;"  + 1=0  (32) 

sì  possono  trasformare  in 


e le  altre 

x"  ^ A ~o  (Sa) 

in 

x"  {jì ) = O. 


Perciò  le  equivalenze  della  forma  (3i)  o (3a)  si  trovano  comprese  in 
quelle  giù  trattate. 


84g.  Ritornando  al  caso  in  cui  n è divisore  à\ p — i , ed  n e- 

son  numeri  primi  tra  loro,  il  valore  d’a:  che  soddisfa  all'equivalenza 

x"  — A = o (33) 


è in  generale 


(34) 


essendo  v determinato  in  modo  da  rendere  1 ^ p divisibile  per  n. 

n 

Quindi  se  n=a,  cioè  se  si  tratta  dell’ equivalenza 

x'  — A = o ■ ■ (35) 

Sara 


ovvero  x = A*  ; 
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*’ 1=0 

ammette  per  radici  + i , e — > , le  due  radici  dell' equivalenza  (3à) 
saranno 

p*' 

x~  A * , X = — A * . 

Se  A fosse  un  quadrato  si  avrebbe  subito  la  formala  più  semplice 

t 

a:  = + /rf*  . 

£d  in  fatti  si  ha  in  generale 

A*  =A^  ' ~A'^'  \ 

ed  essendo 


• = i 1 , 

sark 

p~t  ^ 

A * ~±A‘. 

Si  osservi  in  quest'  ultimo  caso  che  la  condizione  di  risolubilità  è 

A ' ~ 1. 

Or  se  A e p sono  numeri  altissimi  , si  potrà  utilmente  far  uso  del 
metodo  esposto  al  n"  4>3. 

Sia  per  es.  1'  equivalenza 

X*  — 71=0.  ( mod.  i45i  ) 

La  condizione , perchè  questa  equivalenza  sia  risolubile  è 

71’*^  = ! (mod.  i45i) 

la  quale  si  verifica.  Si  ha  quindi 

a:  = + 71’®*  = + 594.  (mod.  i45i) 

85o.  Se  nms3  , cioè  se  si  ha  l' equivalenza 
x^  — A = 0 , 

sarà 
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Siccome  il  più  piccolo  valore  di  (>  è i o a , secondo  che  />  *“  * 
viso  per  9 lascia  per  resto  6 o 3 , si  avrà 


p~'  >>>-i 

A ^ , o pure  X ~ A ^ , 
85 1.  Se  ra  = 4 ) ‘^■0^  ha  l' equivalenza 
x"* — A ~'o  , 

si  Ita 


= A* 


r»  ^ S . 


e siccome  v può  esser  uguale  a i o a a , o a 3 , secondo  che  p — i di- 
viso per  iG  lascia  per  resto  la  , 8 , o 4 > ®vra 

f _ j ® j i6 

X ^ A , o X ^ A ,0  pure  x = A 


ART.  III. 


Risoluziuiie  delle  equivalenze  di  secondo  grado. 


85a.  Se  si  ha  un'  equivalenza  di  secondo  grado 
-f  n.x  + a.  = o , 


col  fare 


si  inetter'a  sotto  la  forma 
essendo 


4»o* 


La  coDdiziooe  di  risolubilità  è 


p~t 


(0 


(=>) 
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ovvero  , per  essere  (4®o*)  * = (^"0^“'  = * > 


(o/  — 4a„o.)  * s I.  (3) 

Verificata  questa  condizioue  , se  ^ — i non  c divisibile  per  4 > si  avra 


e da  questa 


aa  — V 4«o*  / 


863.  Se  si  trattasse  dell' equivalenza 

x’  + A^x  + A^^o  , 
e p — 1 non  è divisibile  per  4 ; ottiene 

A.' 


k 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


e siccome  4*  sa’  = a’  =a,siha  più  semplicemente 


_-a,±{a:~iìa,)* 


La  condizione  (3)  diviene  in  questo  caso 


(^.*-40‘  =!• 


(8) 


(9) 


Si  osservi  che  se  la  quantità  A^  fosse  un  quadrato  perfetto , 

o pure  in  una  funzione  dovesse  entrare  elevata  a quadrato  , conside- 
rando che 
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e quiudi  ili  Vece  della  forinola  (7)  ai  potrà  far  uso  della  seguente  : 

clic  è identica  a quella  che  darebbe  la  risoluiioue  dell’  equazione 
X*  + A ,x  + = o. 

L’espressione  (10)  ha  luogo  anche  quando  p — i è divisibile  per  4 j 
perchè  si  ha  in  generale  , in  virtù  della  forinola  (a) , 


Si  potrà  dunque  far  uso  della  forinola  (10)  in  tult' i casi  ne' quali  si 

I 

A * * 

può  fare  scomparire  l’ irraràonale  A^"^  . 

854-  l’er  applicare  questa  teorica  sia  proposto  di  trovare  le  tre  ra- 
dici dell’ equivalenza 

x’  — 1 = o.  (il) 

Diviso  il  suo  primo  membro  per  x — i , si  ottiene 

a ’ -1-  X -f-  J F=  o , ( 1 2) 

che  è l’equivalenza  contenente  le  due  radici  diverse  da  l.  Applicando 
le  formole  precedenti  alla  risoluzione  dell’ equivalenza  (12)  si  ottiene 


Sia  p~3ij  le  tre  radici  dell’ equivalenza 


ISO  ( niod.  3i  ) 


saranno 


ovvero 


i-i-sy 


, (mod.  3i  ) 


— 1 — 11  ■ — i+ii 

ir  = 1 , X = — 6 , X s — = + 5 (lUod.Sl). 
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ART.  IV. 

RUoluzione  delle  equivalenze  di  terzo  grado. 


855.  Siccome  la  risoluzione  di  un’ equivalenza  qualunque  si  può  sem- 
pre riportare  a quella  di  un'altra  equivalenza  che  animetle  tante  ra- 
dici distinte  quanto  è il  suo  grado  , qui  non  si  tratterà  che  della  ri- 
soluzione delle  equivalenze  di  terzo  grado  che  ammettono  tre  radici. 
Si  potrà  pure  supporre  che  1’  equivalenza  da  risolversi  abbia  la  forma 

+ Bx  + C ~ o (1) 

perciò  che  ogni  equivalenza  di  terzo  grado  si  può  accomodare  a que- 
sta forma  , senza  che  il  uumcro  delle  sue  radici  si  venga  ad  alterare. 
Si  faccia 

^ = .Y  + * ; (a) 

ed  elevando  a cubo  , si  avrò 

x’  = -b  j’  + 3ja  (_y  + *)  , 

ovvero 

x’  — 3j'z.x— (/  + j^)so.  (3) 

Paragonando  la  furmola  (1)  con  la  (3)  , si  ha 

(4)  — + a»  = _ C (5) 

ed  elevando  la  prima  a cobo , si  ottiene 

(6)  0) 

Ora,  secondo  le  formolo  (9)  del  n°8i9,  e saranno  le  radici  di 
un'equivalenza  di  secondo  grado 

+ Cu-—~o.  (8) 

Alllnchè  questa  sia  risolubile  , fa  d'  uopo  ( 11°  85a  ) che  sia 


e=} 


Ammettendo  che  questa  condizione  sia  veriheata  , 1'  equivalenza  (8) 
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si  potrh  risolvere.  Chiamate  u,  , m,  le  sue  radici  , si  avranno  le  due 
equivalenze  binomie 

— u,  = o , a’  — u,  = o.  (>o) 

Le  quali , perchè  possano  essere  risolute  , richieggono  le  condizioni 

(n-84i) 


f— t p-' 

“.  * = I , u.  ’ s I. 

Ma  per  la  relazione  (4)  ^ si  ha 


B\f-' 


si  avrà  dunque 


1-  I 


p-' 

ì 


(‘0 


(la) 


(i3) 


E prendendo  per  u,  td  u,  i valori  che  somministra  la  formola  (io) 
dell’  art.  prec.  , si  avrà 


I y>-i 


5.  d 
3 » 1 3 


f c /C'  B'\‘\^  i c /C* 
{-7+(T+if)}  +{-T-(t+^)} 


C*  B’^ 


c facendo  per  brevità  -^+— =iV,e  sviluppando, 


si  avrà 

l 

M 


p-'^ 


^ . (a»— Ofp— 4)  ^ ni  » iv*+ec=i. 

+ 3^6 3.6.9. la  , 

(>4) 


AfCochè  dunque  l’equivalenza  (i)  ammetta  tre  radici  conviene  che 
o—x  sia  divisibile  per  3 , e che  sieno  verificate  le  condizioni  (9)  e (14). 
" Viceversa  se  queste  condizioni  sono  avverale,  l’ equivalenza  (t  ) am- 
metterà necessariamente  tre  radici  distinte.  In  effetti , verificata  la  con- 
dizione (9)  si  potrà  risolver  1’  equivalenza  (8).  Chiamale  u,  e u.  le 
sue  radici , e fallo 

rzl 

ij»  =t. 
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la  condiùone  (i4)  o corrisponde 


r + -s. 


a 


j 


da  cui 
c perciò 


Dunque  verificala  la  condizione  (i4)i  veriGcheranno  anche  le  (n); 
e si  potranno  risolver  le  equivalenze  (io);  poi  i valori  d'y  si  combi- 
neranno con  quelli  di  z in  modo  che  si  abbia 

B 

(4) 

Basterebbe  pure  risolvere  una  sola  delle  equivalenze  (io),  perche  la 
relazione  (4)  darebbe  le  radici  dell'  altra. 

H56.  Se  D — 1 è divisibile  una  sola  volta  per  a e per  3 , l’equiva- 
leiiza  (8)  dark 


C ,C'  B\  ^ 


C /C'  B^  * 


O /C-  - l.  /L-  .D  .. 

“'"-7 +(7+-;:)  ’ "•  = -7-(t  + ^) 

e quindi 

l»S  — - — (y-h  — V. 
3 V 4 27  y 


, C .C’  B\  * 

y =-^  + (1  + 37) 

Poi  si.  ha  in  generale 


(i5) 


(.6) 


( C yC'  B'\  ' 

« ' 

essendo  v — i , oppure  = 3 secondo  che  p — i diviso  per  9 lascia  per 

C C*  B^ 

resto  6 o 3.  Ritenendo  come  sopra = M , -7--I = N e facendo 

2 ’ 4 27 


» / P — * \ 

M = 1 j SI  avra 


CJ. 

y = {M  + N*  y. 


O:) 
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Il  valor  di  z corrispondente  al  valore  (17)  à'j  sarà 


•f 


p*i 


CI 


e siccome  N ‘ = j sara 


M 


'-"■=(-3) 


e quindi 


dunque 


(3/.  _iVr- )“  = (--)  ’ ; 


(-?)■ 


(18) 


Chiamando  i , r , r’  le  tre  radici  dell’  equivalenza 

t*  — I = o , 

si  ha  infine 

p*'  CI 

x=  (j)/+w‘  )-+  — r, 

(-?)■' 

di 


('9) 


X = r(^M  + N )“+  ( ) j 

(-ir 


(ao) 


x = r’(^/+iV  )"  + 


^ - '■  {M—N*  Y- 


(-1) 


s 
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r=l, 

* ✓ JB  ^ 

Non  si  tralasci  di  osservare  che  ^ soddisfacendo  necessaria- 

mente airequivalenia  (ig),  corrisponde  ad  nna  delle  sue  radici  i,  r,  r*. 

857.  Esempio.  Sia  data  1’  equivalenza 

S*  — i5£*  — 9§  — IO  = o.  (mod.  3i)  (21) 

■ La  quale  , facendo 

S=*+5,  (mod.  3i)  (22) 

si  trasforma  in 


+ 9*  + 5 = o.  (mod.  3i)  (a3) 

Si  avrà  .B  = 9,  C z=  5 , ^ = 3,  — - = — - = i3  = Af,(inod.3i) 

,_9  1. 

4"+^  = '^'“^  = 4=(;)  = Le  condizioni  (9)  e (14) 

divengono 

(i)  (mod.  3i)  (24) 

i.a  1.2. 3. 4 1.2. 3. 4 1.2 

+ lo*  = 1 , ( mod.  3i  ) 


5-H14.7.10— 7X— 15.7— 7.10.8+14.14X— 13— 6=i.(raod.3i)  (2$) 

Trovandosi  verificate  le  condizioni  (24)  e (251  , l’ equivalenza  daU 
sarà  risolubile. 

Avendosi  M — — - j A^^  = ^-  ^*=-jle  radici  dell’  equiva- 
lenza (19)  saranno  i , +5,  —6.  Dippiu  si  ha  « = 5(1  +^^^^=7, 

f 

/ B \—  ' 

y-j)  = + f°.  Ora  si  ha  3*=5,  3-=  — 6,  3*' = 5 5 e 
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qaiadi  . . — =-s  — 6 (mod.  3i).  Si  ha  perciò 

(-!)■ 


5 3^  ’ 

5 3v’ 


x=-.6(-^+^)'+(-|-?y=+6+i5  = -io,  (raod.Si 


.3i) 


o,=  5(-^+-)  +5(-|--)  =-5  + 5.15  = 8. 

E infine  dalla  relazione  (a  a)  si  ha 

5 = 7,  5 = — 5,  6=i3.  (mod.  3i.) 


ART.  V. 


Risoluzione  delle  equivalenze  di  quarto  grado. 

858.  Sia  data  un’  equivalenza  di  quarto  grado  che  supporremo  ri- 
dotta alla  forma 

x-»  + jBa;’  + Cx  + 2?  = o (i) 

perchè  da  ogni  equivalenza  si  può  fare  svanire  il  secondo  termine 
( n°  8i3).  Supporremo  pure  che  questa  ammetta  quattro  radici  distin- 
te; altrimenti  si  potrebbe  abbassare  di- grado  (n"  8a4).  Si  faccia 

y ^ ^ ^ ^ ^ 

x=- , ovvero  2x=_y  + *+t-  V.*; 


Elevando  a quadrato  , si  avrò 

4x‘  = (y*  + a*  + «*)  + i{yz  + yt  + tl)  , 


ovvero 


4r‘-  (y*  + a*  +<*)sa(y*  + yt  + tt). 

Ed  elevando  nuovamente  a quadrato  risulta 

i6x'>— 8(y* + =’+/>’ +(;y’ + »*  + «*)*  = +:>’/’  + *’«’) 

+ 8jys<  (y  + * + / ) > 

ovvero  , mettendo  per  ;)•  + a + t il  suo  valore  (a) , 

1 6x'»— «(j”*  + s*  +t’>’- 1 &yzt . x+(y‘  + s’  + t’)’-40'’a’  +y'l'  + tU^)=o 
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*’-'Cr‘+**+<*>W*''*+^(>*+**+0*-^(j'***  +:)rv+r>/') 

= 0.  (3) 

Paragonando  la  (3)  con  la  (i)  si  trova 


J'* 

I 

i6 


+ a*  + t*  = — uB  , yu~—  C , 

( + **  + /*)•- 1(  + yU'  + a*<*)  = D, 


dalle  quali  si  ottiene 


j'* +a*+f  = _aj!?  , + *V  = — 4Z)  , j'Vt's  C*. 

Perciò  (n“  8ig)  y*,  z' ^ t'  debbono  esser  le  radici  di  un'equivalenza 
di  terzo  grado  della  forma 


u‘  + a^u*  + (5*  — 4Z>)«  _ C*  = o.  (4) 

Facendo 
e poscia 

5.=-(Ì5-  + 4o),  c=-(J^b^-\bd  + c>)  (7) 

l equivalenza  (5)  si  trasforraeih  in 


«t»’  4.  B^w  + C,  = o.  (8) 

Affinchè  l’equivalenza  (8)  si  possa  risolvere,  i coeillìcieiiti  B^  e C, 
debbono  verificare  le  due  condizioni  (9)  e (i4)  dell’ art.  prec.  , le 
quali  divengono  in  questo  caso 


27 

Pzl  p-3 

' (p  — Ofp  — 4) 

+— 3^^ — N^  + ec. 

C C * B ^ 

essendo  . iV  = — ^-1 

a ’ ‘ 4 27 


(9) 

, C'o) 
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Verificate  queste  condizioni  I’  equivalenza  (5)  sarb  risolubile.  Sieno 
u,  j u,  , »,  le  sue  tre  radici  ; si  avranno  le  tre  equivalenze  binoniie 

y*  s»,  , a*  =u.  , = (il) 

Le  quali  afTincbc  sieno  risolubili , conviene  che  si  abbia 

».  • = I , »,  * = 1 , »,  • = I.  (12) 

Or  due  di  r|uesie  si  traggono  dietro  la  terza.  In  effetti  T ultima  per  la 
relazione  (4)  diviene 


? 


ovvero 

(»,».)•  =i;  (i3) 

dunque  le  condizioni  (12)  si  riducono  a 

p—t  p—t  P~' 

».  ■ =1  , ».'=!,  (».«.)*  =»■ 

E poiché  le  stesse  condizioni  si  debbono  verificare  indistintameole  per 
tutte  , si  avrà 


PzJ  fz} 

“s  3 , ^ (i4) 

p—l  p—l  p^t  p~t  p—f  P—^ 

“1  ’ + “1  ‘ “5  ' + «,  ’ “s  ’ =3-  (*5) 

Dunque  afilnclié  1’  equivalenza  data  ammetta  quattro  radici , conviene 
che  sieno  verificate  le  condizioni  (9)  , (10)  , (i4)  c (*5). 

Viceversa  se  queste  condizioni  sono  soddisfatte  , l’equivalenza  data 
ammetterà  necessariamente  quattro  radici.  Imperocché  avverandosi  le 
condizioni  (g)  e (10)  si  potrà  risolver  l’equivalenza  (8).  Perciò  chia- 
mando »,  , »,  , »,  , le  sue  radici  , si  avrà  per  la  relazione  (4) 

(».».»,)^  =(C*)'^=Ce-- 1. 

Riunendo  (|ucsta  relazione  con  le  altre  (i4)  c (i5)  si  vede  che 
rzz  iZi  fzi 

».  • , ».  ’ , »,  ’ debbono  essere  radici  di  un’  equivalenza  di  terzo 
grado  della  l'orma 

+ 3r  — 1 = 0, 
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c quindi 


V~x-, 


perciò  saranno  veriGcate  le  condizioni  (12)  , e quindi  si  potranno  ri- 
solver le  tre  eq^uivalenze  (il),  da  cui  i valori  d’j',  * , e t. 

Se  p — 1 è divisibile  una  sola  volta  per  a , si  avri 


di  P*-^  P*^ 

y ,=  ± “/  7 * = ± , < = + «5  * . 

E tenendo  conto  della  condizione  (4)  , si  avrò 


tu  eil  (j 

X ~ + u,  * + II,  ^ 


4 


p*i 


X~+U^*  —u^*  + . 


di  di 

X * — //  ^ J-  »i  4 


",  + ".  " + 


c 


di 

4 


di  di 

~ — M.  < — \i  ^ 


di 

(“.«j  ^ 
c 


>1  ’ 


(“.“J 


85g.  EsEurio.  Sia  data  l’equivalenza 

ar^  + 8.V*  + i4a: — 5 = o.  ( mod.  3i  ) 

Si  avrò  2Ì?=i6=  — i5  ( mod.  3i),  — 9,C’sio- 

e quindi  1'  equivalenza  (5)  diverrò 


II’— i5ii*— gii — 10  = 0,  (mod.  3i) 

le  cui  radici  sono  f n°  857  ) + 7 7 — 5 , + i3. 

Le  condizioni  (14)  e (i5)  divengono 

7>i  +,3'‘_5'‘  = 3 , 


(7.i3)'’-(7.5)-’-(i3.5)”=3, 


( mod.  Zi  ) 


ovvero 


7'’  + ,3”_  5"  = 3,  — a'‘  +2”  — i4"=  3 : (mod.3r) 

42 
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e si  trovano  verificate.  Le  equivalenze  (ii)  divengono 


y*  = 7,  a*  = i3,  f=-5. 
Da  queste  si  ottiene 

= ± 7“  = + IO  , 

* = + i3®  = + 7 , 

/ ~ + 5°  SE  ^ 6. 


£ poiché 
SI  ha 


yu  = — i4  , 

*~ioX7~  8 “4 


Perciò  si  avrò 


(mod,  3i  ) 


( mod.  3i  ) 


(mod.  3i  ) 


x=  10+7+6  = — 8, 
xs  — 10  + 7 + 6 = — II, 
X ~ IO  — 7 — 6 = — 3, 
x = — >0  + 7 — 6 = — 9. 


( mod . 3 1 ) 


— — s»e<w«» 
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ART.  VI. 

Riaolutione  delle  equivalenze  il  cui  modulo  non  è 
numero  primo. 


860.  Sia 

F(wi)  = o (raod.  JV)  (i) 

un’  equivalenza  di  grado  n il  cui  modulo  è iV  = . ...  e p , q ^ 

r. . . . sono  numeri  primi.  Sia  a>  il  più  piccolo  esponente  che  rende 
x" — 1 divisibile  per  N{n“  4®^)  1 ®he  dia  t'' ~ 1 (raod.  iV). 
È chiaro  che  tutti  i coefTicienti  si  potranno  ribassare  al  di  sotto  di 
iV,  e gli  esponenti  al  di  sotto  di  «.  Si  potrù  perciò  nell’ equivalenza 
(i)  supporre  che  n non  sia  maggiore  di  «1  e i coefllcieuti  inferiori  a 
iV’.  Ritenendo  che  debbano  riguardarsi  come  radici  tutti  i numeri  in- 
feriori ad  N che  hanno  la  propriclù  di  render  F(x)  divisibile  per  iV, 
e per  radici  distinte  quelle  la  cui  differenza  non  e divisibile  per  iV , 
il  numero  delle  radici  può  superar  di  molto  il  grado  deH'equivalena. 


861.  Sapendo  risolver  le  equivalenze  che  hanno  per  modulo  un  nu- 
mero primo  , si  sapranno  risolvere  anche  quelle  ad  un  modulo  qua- 
lunque. 

Si  supponga  da  prima  iV  = ; essendo  » eguale  o minore  di  n. 

Dividendo  ogni  coefficiente  per  ^ ) di  ogni  termine  se  ne  faranno  due, 
uno  col  coefGciente  minore  di  ^ e l’altro  col  coefficiente  divisibile  per 
p.  Cosi  facendo  1'  equivalenza  data  si  metterà  sotto  la  forma 

/(x)  + />AT  = o , ( mod.  (a) 


essendo  un  polinomio  nel  quale  i coc^cienti  son  tutti  minori  di 

p.  Sia  a una  radice  dell’  equivalenza 


Se  si  fa 


/(x)  = o.  (mod.p) 
X = a + px, , 


e si  sostituisce  in  (a)  , siccome  _/'(o)  è divisibile  per  p , sopprimendo 
tutti  i termini  moltiplicati  per  p'^  si  avrà  un’  equivalenza  della  forma 

p(ji  + + pA!^^)  = o , (mod.p“) 

la  quale  si  converte  in 

A + Bx^  + pX,  = o , (mod.p»-'  ) (3) 

essendo  A e B inferiori  a p.  Sia  a,  un  valore  che  rende  A + Bx^ 
divisibile  per  p ; facendo  x,  a,  + px,  , sostituendo  in  (3)  e omet- 


» 
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tendo  limi  i U-imini  inoUiplicali  per  p*"'  , si  avrk  un’  altra  equiva- 
lenza 

+ -B.*.  = («nod.p»-) 

clic  si  riduce  a 

+ p^.  = e P*"’  ) 

Cosi  continuando  si  avranno  le  relazioni 

X = n + , , a- . = a , , .r , = a.  + ^a:, , . . . a«_.  = n«-.  + px^,  (4) 

da  cui  ti  ricava 

a = a -H  a,p  -1-  aj»*  + + . • . . + an-iP*~'  + x^p  , 

o-  piu  semplicemente 

a = a + «./»  + + + a—.p*--  ( n«>d-  p“  ) C^) 

Sia  per  cs.  l’ equivalenza 

laa’ + ia4^’ — -1-  laa  = o.  (mod.  ii*) 

Questa  si  metterà  sotto  la  forma 

+ 3a*  — 5x  + I -1-  n(ji^  + ira’  + ii)=  o.  ( raod.  ii’) 

L’  equivalenza 

a’  + 3x*  — 5a  -1-  I = o ( raod.  1 1 ) (6) 

è soddisfalla  per  a = 1 , a = 2,  a=5.  Falto  perciò  a=i  + Ua^. , 
onicllcndo  i termini  moltiplicali  per  ti*,  si  ha 

4 I1.T,  -I-  6.  ii’j-,*  + 11(23  + a5.  Ita:,  ) = o , (mod.  11®  ) 

che  si  riduce  a 

I + 4a:,  -1-  n(2  + + 6r,*)s  o.  (mod.  il*) 

Falto  a-,  = — 3-1-1 IX, , si  ha,  oracllendo  i Icrraini  moltiplicali  per  li*, 
— Il-}-  Il  .4->^,  + n(a  — 9+54)  = ° (mod.  ii*) 
ovvero  , dividendo  per  2 

1 -l*  2x,  = 0.  ( mod.  11) 

Il  valore  che  soddisfa  a quest’  ultima  equivalenza  « x,  ==  5 ; per  cui 
si  ha 

x=i  — 3.II  -1-  5.11’ = 573.  (mod.  Il*) 
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Operando  similmente  sulle  altre  due  radici  deH'etjuivaleuza  (6)  si  trova 

a:  = a + 5.ii  — 3.u’  = 3io,  (mod.  ii’) 

X = 5 + 3.11  + a. 11*  = 269.  ( inod.  li’) 

86a.  Sia  ora  N — . ...  Si  risolveranno  separatamente  le  enui- 

valenze 

F{x)~o  (raod.p®)  , F[x)  = o (mod.ijf*^)  , F[x)~o  (inod-r’),  eo.  (7) 

Sieno  /,  i'  , l"  ^ ec.  i valori  che  soddisfano  rispeltivainenle  alle  equi- 
valenze precedenti  ; si  avrà  in  generale 

a:  = / + zp^  , X — l x'q^  , x ~ l' ' +'*"r^  , ec. 

Essendo  sei'  ìndelerininate,  si  potranno  delcrininare  con  la  condizione 
che  sia  l + zp^  = /'  + z'q^  , ovvero 

p^.z  — q^.z!  = 1'  — l. 

Sia  /,  il  più  piccolo  valore  di  z che-  verifica  questa  equazione  , si 
avrà  <=;/,  + uq^  ; e quindi 

a:  = / + + up^q^  ; 

ed  è chiaro  che  tulli  i valori  compresi  iu  questa  formola  rendono 
divisibile  per  p“q^.  Si  determini  « in  modo  che  verifichi  l’ equazione 

l + + up^q^  = l'  + z",-y 

ovvero 

p'^q^  .11  — r"x"  = n — l — 

Se  è il  più  piccolo  valore  di  n , sarà  u = /^  + r^.t  j c <{uindi 
.r  = / + + 1,pY  + t.p^rr 

o più  seroplicemenie 

x = l+  iy  + l,pY.  ( mod.  p^r>  ) (8) 

Così  si  continuerebbe. 

863.  Se  le  equivalenze  (n)  ammettessero  più  d’una  radice  converrebbe 
per  trovar  tutte  le  radici  della  (1)  combinar  tra  loro  tutte  le  espressioni 
di  queste  radici,  e per  ciascuna  combinazione  proseguire  il  calcolo  nel 
modo  indicato. 

Sia  per  es.  l’equivalenza 

ax*  — a3=o.  (mod.  to5)  (9) 
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Siooome  io5=  3.5.7,  *'  soddisfare  alle  tre  equiraleoze 

ax* — aSso  , (mod.3) 

ax* — a3=o  , ( mod.  5 ) 

ax* — a3  = o.  (mod.  7) 

Le  soluzioni  di  queste  equivalenze  sono  comprese  rispettivamente  nelle 
formule  seguenti 

x=+i  + 3*,  x = + a + 5a',  x = +i  + 7*".  (10) 

La  prima  formula  combinata  con  la  seconda  dà  queste  due  sole  equa- 
zioni diverse  : 

3a  — 5s'  = t , 3*  — 5»'  = 3 ; 

d'  onde  si  ricava 

1 = a >f  Su  , a = I -!•  Su'  ; 

e quindi 

x = 7 + i5u,  x=a>fi5u'.  (11) 

Combinando  ciascuna  di  queste  con  la  terza  delle  (io)  , si  lia 
7 + i5u=i+7a",  7 + i5u  = — I -H  7*"  , 

a + i5u'  = 1 + 7«"  , a + i5u'  = — 14-  7*"  , 

cioè 

7j" — i5u  = 6,  =8, 

7z"  — i5u'=  I , = 3;  ; 

e siccome  il  valore  di  u che  veriBca  l’equazione  71'' — i5u  = i c 
z=  — a , i valori  di  u e u,  propri  a verificare  le  equazioni  preceden- 
: sono 

w = + > + > « = — 1 + 7<'  > u'=—  t + 7t")  «'  = — 3 -h  7t'"; 

e quindi 

x=:2a-fio5t,  x= — 8-(-io5t', 

x = — i3+io5<",  x = — 43  + 7io5t"' 

e siccome  il  valore  d’  x può  esser  positivo  e negativo  , la  (9)  avrà 
olio  sole  radici , cioè  ; + 8 , + i3  , + aa  , +43. 
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CAPO  XI. 


DELLE  EQULZIOMI  IL  CUI  PRIMO  MEMBRO  ÌI  UKA  FDNZlO^fE  19TEHA 
ED  OMOGENEA  DI  DUE  INCOGNITE. 

ART.  I. 

Del  laiNlMO  delle  funzioni  intere  ed  omogenee  fra  due 
indeterminate. 


864-  Sìa 

AC  + Br-'u  + Cr~^u'  + + Kiw^'  + Lu”  (i) 

una  funzione  intera  ed  omogenea  di  t ed  u die  per  compendio  può 
essere  rappresentala  pery(I,  «).  Si  tratta  di  determinare  per  / ed  u 
due  numeri  interi  tali  che  facciano  acquistare  alla  funzione  il  minimo 
valore  possibile. 

Si  faccia  - = X : la  fi)  diverrà 
u ' 

d'{^Ax'  + + Cx"-’+ + Ax  + T). 

Sieno  a,  , a,,  a,  ...  le  radici  reali,  ed  »,+|3,V — *>“gÌr*.V — *> 
le  coppie  di  radici  immaginarie  dell'  equazione 

Ax'  + + Cx"-*  + ....  + Ax  + A = o.  (a) 

Il  polinomio  (i)  sar'a  uguale  ( n"  Goo  ) al  prodotto 

••(3) 

Suppongasi  che  si  sieiio  provati  per  l ed  u due  numeri  interi  p e <j 
corrispondenti  al  minimo.  K necessario  che  per  tutti  i valori  interiori 
o prossimi  a p e (]  si  ubbia 

/(/'i'7)</('i“)  i 

e questa  condizione  non  potrebbe  aver  luogo  , se  variando  p e fj  tino 
ad  un  certo  limite  qualche  fatture  della  (3)  non  aumcnUsse. 

Ciò  posto,  sia  l —a^u  il  fattore  che  diviene  più  grande  del  suo  cor- 
rispondente p — a^q  , allorché  i valori  di  ^ e ^ diminuiscono  o au- 
mentano fino  ad  un  certo  limite.  Se  Si  trattasse  di  questo  solo  fatture 
converrebbe  che  fi  e q fossero  i termini  di  una  delle  frazioni  conver- 
genti verso  a,(  n°  Zpi  ).  Ora  dico  che  questa  condizioue  basta  anche 
per  il  minimo  della  liiuzione  (i). 
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In  eflellì  , si  svolga^  in  frazione  continua  e sia  ^ la  frazione  con- 

V Vn 

vergente  che  la  precede  , cioè,  i numeri  e </„  adempiano  alla  con- 
dizione “ ° 

(4) 


Uovrh  esser 
negativa. 

Sia  da  prima 


P.l  —P9o  = ± »• 

^ L?2  ^ jyjj  questa  quantilh  può  esser  positiva  o 


p—a^q 
P«  — °.7o 


p — a^q 


-y  ; Sara 

,/y  +p. 
” '/.y  + 7o  ' 


(5) 


Dunque  ( n°  son  due  frazioni  convergenti  verso  , ed 

c il  quoziente  completo. 

Sia  y positivo  e maggiore  di  a ; fatto  y = i + t ^ sarà  z > l , 

P a (1 

e da*-^; i + a si  ricava 


’ — «.<7 

a ^P*-^P-Po 
‘ + -7  — 9o' 

P Pù  P 

e - son  due  frazioni  convciffenli  verso  a . 

n ^ I 


(«) 


Dun(|ue  ^ — 


Sia  infine  > t , < a;  fatto  y—  t 4.  i sarà  »>  l , 

+ 


P«—‘td3—t  ' 


da  cui 


y — «.<7o 

^ _(p-Po>  +P_{p-pJ{^  + i)  + P„ 

‘ (7  — yo)s  + 7 fy  — 7o)(»  + 0 + 7o' 


(7) 

(») 


Rappresentando  P^f  la  frazione  che  precede^"  , sara  almeno 

7 = + m',  c quindi  <7  > 2^„  , e q - perciò 

— , e son  due  frazioni  convergenti  verso  n,  , e z + i è il  quo- 

7o  7 7o 

zienle  compjeto.  Cliiaiuando  A il  più  grande  inicro  contenuto  in  ;s  4-  f . 

* \»  j ■ * 

la  frazione  convergente  seguente  sai  a ; ^ . Onesta  sarebbe 

(7  — 7..)*  + 7o 
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eguale  a ^ nel  solo  caso  che  fosse  k = i cioè  2 < i , il  che  non  è. 
Dippiìi  essendo  — 9o)^  + Vo  ^ finzione  ^ cade  Ira  le  due 

— e _jh-^  e perciò  non  è compresa  Ira  le  frazioni 

(7  — ?„)*  + 7o 

convergenti  verso  a,.  Dunque  il  solo  caso  in  cui  — non  si  trova  fra 

7 

le  frazioni  convergenti  verso  a è quello  in  cui  cade  tra 

f.  - a,q 

tea. 

Si  faccia  p — r , q — q^  = s -,  e sieno  , j > p ff*" 

zioni  consecutiv'e  convergenti  verso  a,.  Siccome  q cade  ira  s e s*,  sar^ 
p — a^q  > r — a^s.  Ma  cssenilo  , per  la  condizione  del  minimo  , 
y{Pì  *ì  ) ’’ì  > qualche  alilo  fallore  della  (3)  deve  aumenlare.  Sia 

r — a^s  queslo  fallore  ; e quindi  si  abbia — > 1.  Siccome  i nu- 

meri r ed  s adempiono  alla  condizione  (4)  , si  dimuslrera  come  sopra 
- che  ^ o sarò  una  frazione  convergerne  verso  , o pure  dovrà  verifi- 
carsi la  condizione  (7) , che  in  qneslo  caso  è 

„ ^ (P  — ^)(»  + 0 + ’’ + 0 +P  —PJ  Z.N 
‘ (7  — ^)(*+')+i  7»* + 7 7o(*+0+7-7o^’ 

essendo  l il  penultimo  quoziente  incompleto.  Dunque  —,  e — 

7-7»^  7„ 

son  due  frazioni  consecutive  convergenti  verso  chiamando  V , 

rimerò  contenuto  in  2,  quella  che  segue  sarà  ^-2—— Ì-^.  Siccome  q è 

7u*  +7 

compreso  tra  7^  e q^i'  + q , sarà  p — a^q-;^  p^—  a,q^  , cioè 


Po  — a.7o 
p — a,q 


<i 


(io) 


Dunque^  è una  frazione  convergente  verso  a,  e verso  a , e cia- 
7o 

scuna  delle  differenze^ — a,  , ^ — a sarà  ( n°  Sts  ) minore 
- . I 7»  7o  • ' 

di . 

77o  , 

Ciò  posto  si  consideri  il  prodotto 


Pn  — «,7n  Po  — «.7q 
P — P,<f  > - “.7 
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(li  cui  il  primo  fattore  c maggiore  di  < , 1'  altro  c minore.  Facendo 


ciascuna  di  queste  (juantit'a  avra  un  valor  numerico  maggiore  di  i ; 
c il  prodotto  (il)  prenderà  la  forma 


('  + (*)(«  + »)  ’ 


quindi  sarà  minore  di  > cioè  minore  di 

Dovendo  per  la  coudizionc  del  minimo  esser 


Po  - Po  — °.7o/n  — I (12) 
p-a,(j  ' p-.a,q’  p — a^q  ” (F -*.'/)*+ i^. *7*  ' 


siccome  i due  primi  fattori  danno  meno  ^ , conviene  che  qualche  al- 
tro fattore  aumenti.  Così , supposto  che  sia > i , si  dimostrerà 
come  sopra  che  ~ o c una  frazione  convergente  verso  <ij  o , o un 

prodotto  analogo  all' (11)  sarà  minore  di 

Lo  stessa  ragionamento  è applicabile  a’  fattori  di  secondo  grado  cor- 
rispondenti alle  radici  immaginarie. 

Dunque  se^  non  fosse  una  frazione  convergente  verso  alcuna  delle 

radici  a , a,. . . . o verso  alcuna  delle'parli  reali  delle  radici  imma- 

ginarie della  (a),  i fattori  corrispondenti  (lei  primo  membro  della  (la) 

sarebbero  a due  a due  minori  come  anche  quelli  di  secondo  grado 

relativi  alle  radici  immaginarie  e se  n fosse  impari  , potrebbe  csser- 
vene  un  solo  minore  di  a.  Nell’  uno  e nell'altro  caso  non  sarebbe  sod- 
disfatta la  condizione  (la).  Dumjue  i uumeri  p e q che  danno  il  mininio 
della  funzione  (1)  debbono  trovarsi  fra  i termini  di  una  delle  frazioni 
convergenti  verso  le  radici  reali  o verso  le  parti  reali  delle  radici  imma- 
ginarie dell'  equazione  (2). 

Quindi  a trovare  il  minimo  richiedesi  ; clic  ciascuna  radice  reale,  e 
ciascuna  parte  reale  delle  radici  immaginarie  della  (2)  sia  svolta  in 
frazione  continua  j clic  da’  quozienti  ottenuti  si  deducano  le  successive 
frazioni  convergenti  j che  si  prendano  successivamente  per  p tutti  i nu- 
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meratori  , per  (j  i denominatori  c si  sostituiscano  nella  funzione  (1). 
Di  tutti  i valori  che  ne  risultano  , de’  quali  ciascuno  c un  minimo  ri- 
spetto a quelli  che  si  otterrebbero  facendo  variare  p c q fra  certi  li- 
mili , 'si  riterranno  quelli  che  danno  per  la  funzione  il  risultamcuto 
minimo. 

R65.  Se  si  tratta  di  una  radice  negativa  , si  farà  lo  sviluppo  come 
se  la  radice  fosse  positiva  , ma  poi  convien  dare  il  segno  — alla  fra- 
zione Intanto  se  n è pari  si  può  attribuire  indiirercnlcuieole  il  se- 
gno — a p o a q , perche  si  ha  sempre  lo  stesso  risullamento.  Ma  se 
n è impari  ed  è JiJ  il  valor  numerico  del  minimo  , sarò 

— — = + 


866.  Sc^  e - son  due  frazioni  convergenti  verso  una  radice  reale 

Vo  V 

della  (a)  , ed  il  quoziente  completo  che  corrisponde  ^ j 

( n"  373  ) a:  = . E rapiiresentando  iwr 

77'  + 

Py”  + P,y~‘  + P,y“-'  + + = « 

la  trasformata  corrispondente , sarli  J'(p^q')=zP.  Quindi  per  conoscere 
a quale  quoziente  corrisponde  la  frazione  convergente  che  da  il  mi- 
nimo , basta  considerare  il  coeihcicute  del  primo  termine  delle  tras- 
formate. Se  il  valor  del  minimo  non  è dato  , il  problema  è sempre 
possibile,  almeno  fra  certi  limiti  ; ma  se  il  valor  del  minimo  c dato , 
il  problema  diviene  impossibile  quando  non  si  presenta  alcuna  trasfor- 
mala che  ha  per  coefficiente  del  primo  termine  questo  valore  dato. 

867.  In  una  equazione  di  grado  superiore  al  secondo,  non  conoscen- 

dosi alcuna  legge  fra  i quozienti  e le  trasformate  successive],  non  si  po- 
trà determinare  il  minimo  della  funzione  (1)  che  fra  i termini  delle 
frazioni  convergenti  già  trovate  j ma  non  si  potrà  dehniie  se  spin- 
gendo più  innanzi  la  serie  delle  frazioni  convergenti  se  nc  possa  tro- 
vare una  che  dia  per  la  funzione  un  valor  più  piccolo  di  quelli  tro- 
vati. Per  altro,  quando  trattasi  di  radici  iniinugiuaric  , la  diminuzione 
del  fattore  {p  — *q)'  + i^’7*  limite  dopo  del  quale  deve  an- 

dar sempre  crescendo  ; ed  è quando  la  diminuzione  della  parte  (yo — »qY 
diviene  minore  dell' aumento  che  riceve  l'altra  parte  ^'q'  -,  cioè  appena 

si  ha  ^ < I?.  Quindi  non  è necessario  aver  1’  equazione  da  cui  di- 

pende > , ma  basta  spesso  un  valore  approssimato  , il  quale  svolto  in 
frazione  continua  possa  dare  de’  quozienti  esatti  fìno  al  limite  dentro 
il  quale  deve  trovarsi  il  minimo. 

Quando  però  si  tratta  di  equazioni  del  secondo  grado  , siccome  dopo 
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uD  periodo  di  trasformate  e di  quozienti  ritornano  le  trasformate  e ì 
quozienti  precedenti , e fra  le  trasformate  del  primo  periodo  quella  che 
soddisfa  al  minimo,  deve  ricomparire  un  infinita  di  volte,  risaranno 
infiniti  valori  di  < ed  u che  danno  per  la  funzione  (i)  lo  stesso  valore. 


868.  Sia  per  es.  la  funzione 

5/*  — atu  — 4“’  5 (i3) 


e si  cerchino  per  t ed  i<  i valori  interi  che  diano  per  la  (i 3)  il  minimo 
valor  numerico.  Fa  d'uopo  svolgere  in  frazione  continua  le  radici  del- 
r equazione 

— IX  — 4 = ° , 


gih  considerala  nel  n°  795.  Le  A sono  appunto  i diversi  valori  nume- 
rici della  (i3)  corrispondenti  alle  diverse  frazioni  convergenti  verso  la 
radice  positiva.  È da  osservarsi  però  che  siccome  le  frazioni  conver- 
genti ( considerata  per  prima  i ) sono  alternativamente  maggiori  e mi- 
nori della  radice  , bisogna  anche  prender  le  A coi  segni  alternali , c 
perciò  i diversi  risullamentì  che  dò  la  (i3)  , sono 

A,=:5,  — = — I,  ^5  = 5,  ec. 

Si  vede  dunque  che  il  valor  minimo  è — i , cui  corrisponde  la  fra- 
zione - \ cercando  la  frazione  convergente  che  corrisponde  al  primo  quo- 
ziente del  secondo  periodo  si  ha  , e così  si  troverebbero  infinite 
altre  frazioni.  Le  frazioni  convergenti  verso  la  radice  negativa  sono: 


*5  *>  *1 

0 I 2 3 5 43  4^  91  s3o  331  56i 

1 ’ I ’ 3 ’ 4 ’ 7 ’ 60  ’ 67  ’ la/  ’ 3ai  ’ 44*3  ■’  769  ’ 

c siccome  il  valor  — 1 corrisponde  al  quarto  quoziente  si  ha 

^__5  __5^ 

7 ’ 7^9  ’ 

Quindi  si  ha 

r=i,  u=i;  t=ii5,  u=io3;ec. 

< = 5,  u — — 7;  < = 55i,  u = — 769 •,  cc. 

e tutti  questi  valori  soddisfano  all'  equazione 

5<*  — • 2tu  — 4“’  = — 1 ■ 
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Il  valor  minimo  trovato  è negativo  ; se  si  cercasse  il  minimo  va- 
lor positivo  , si  vedrebbe  die  questo  corrisponde  ad  yi ^ 3.  La 

frazione  convergente  corrispondente  al  quarto  quoziente  è , e nel- 

l'altro  periodo  è Operando  similmente  sulla  radice  negativa  si 

trovano  le  frazioni  — - , — , co. 

I ’ ”7 

Quindi  si  ha 


£=19,  u=i7^  £ = 689,  11  = 471  ;cc. 

£=9,  u = — ij  £=  91,  M=— ii7;ec. 

c lutti  questi  valori  soddisfano  all’  equazione 

5£*  — 2£u  — 4“*  — 


ART.  II. 

Risoluzione  in  numeri  interi  di  un’  equazione  di  cui  il 
primo  membro  è una  funzione  intera  ed  omogenea  di 
due  incognite. 

869.  Sia  r equazione 

At"  + Bf'-'u  + CV'-'u'^  + A'/h"-'  -l"  Lu"  = + 3/  (t) 

in  cui  A A, K , L sono  numeri  interi  positivi  o nega- 

tivi. Questi  coeiricienli  uun  hanno  alcun  divisore  comune  , perchè  se 
r avessero  si  potrebbe  sopprimere. 

Si  può  supporre  che  £ ed  u sieno  primi  fra  loro , perchè  se  avessero 
un  fattore  comune  6 , facendo  t — òt'  , u il  primo  membro 

acquistcreblie  il  fattore  comune  6"  (n°  4^a)  ; e ailinchè  questa  equa- 
zione si  potes.se  risolvere  in  numeri  interi  , dovrebb’  esser  M divisibile 
per  6".  Fatta  la  divisione  si  ha  un' e(|uazione  della  stessa  forma  (i)  , 
in  cui  £ ed  u son  primi  tra  loro. 

Dunque  vi  saranno  tante  equazioni  della  forma  (i)  da  risolvere  quanti 
divisori  della  form.'i  0"  contiene  il/,  compresa  1' uuit'a.  Cosicché  rap- 
presentala per  y(£,  u)  = il/  l'equazione  proposta  , c supposto  che  sia. 
M — , bisognerà  risolver  separatamente  le  tre  equazioni 

/(£,n)  = M , /(£,«)  = fjr  , /(£,u)  = ."il/' , 

nelle  quali  £ ed  u debbono  esser  primi  tra  loro. 

Quando  £ ed  u son  primi  Ira  loro  , si  possono  riguardar  come  tali 
anche  u ed  A/i  In  elfetti  se  fosse  n = nu' , M = (»jl/' , lutti  i termini 
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rlella  (1)  vorrebbero  divisibili  per  p all'infuori  del  primo.  Si  ha  dun- 
At"  ' 

que che  dev’ esser  numero  intero;  e siccome  n non  divide  t,  [icrchc 

f ed  K son  primi  tra  loro  , dovreblie  divider  A.  Fatto  dunque 
A = I^A' , l'equazione  (1)  divertii 


AU"  + Cy-f-'u'  + + + (a) 

nella  quale  ii  ed  M'  son  primi  tra  loro.  Dunque  tante  equazioni  si  do- 
vranno risolver  della  forma  (2)  quanti  divisori  esistono  tra  A ed  M. 

Quindi  si  può  sujiporie  clic  1’ equazione  (i)  sia  stata  preparata  nel 
modo  auzidcllo  , e che  perciò  < cd  u sieno  primi  tra  loro,  come  pure 
u cd  M. 


870.  Si  faccia 


r = fu  — ]\Iz. 


(3) 


Sostituendo  in  (1)  e dividendo  per  M , si  avrò 


Af”  L 

M 


u — [nA f"-'  («  — 


+ ■('*•« — • A/'-'-\-{ii — i)(n — — ec.  = + i (4) 

Afftncliò  dunque  questa  equazione  sia  risolubile  in  numeri  interi  , con- 
viene che  si  verifìchi  la  condizione 

Af"  + Bf"-'  4-  Cf"-'  + Kf  L^o.  ( mod.  M)-  (5) 

Se  questa  equivalenza  non  ammette  alcuna  r.adice  , 1’  equazione  (i) 
non  sarò  risolubile.  Ma  se  ammette  una  radice  sostituendola  in  (4)  si 
avrh  un’equazione  della  forma 

Ah"  4-  Bh^-'z  4-  C'I-'Z'  + 4.  L'z"  = + t , (6) 

cioè  che  ha  il  primo  membro  della  stessa  forma  della  (i)  , ma  nella 
quale  il  secondo  membro  è riinilb  col  segno  stesso  che  aveva  M.  Dun- 
que la  risoluzione  della  (1)  si  riporta  a quella  della  (6);  e tante  equa- 
zioni di  questa  forma  vi  saranno  da  risolvere  quante  radici  ammette 
r equivalenza  (5) . 

È necessario  supporre  che  il  primo  membro  della  (i)  non  si  possa 
scomporre  in  fattori.  Se  ciò  potessi  farsi  , bisognerebbe  che  M fosse 
del  pari  composto  di  due  fattori;  e quindi,  supposto  in  il  grado  dell’altro 
lìittore,  requaziotie  (1)  si  scioglierebbe  in  due  equazioni,  l’ una  di  grado 
m , r altra  di  grado  n — mi  e il  problema  diverrebbe  determinato  , 
o almeno  vi  sarebbero  laute  coppie  di  equazioni  per  quanti  modi  vi 
sono  di  divider  M in  due  fattori. 

Siccome  adunque  il  primo  membro  della  (6)  che  è una  trasformata 
della  (l)  non  si  può  sciogliere  in  fattori  , non  può  esister  alcun  sistema 
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di  valori  per  p e q che  rendano  il  suo  primo  membro  eguale  a zero. 
Perciò  il  valore  + i sari»  necessariamente  il  più  piccolo  di  tulli  quelli 
che  può  ricevere  "allorché  si  prendono  per  p e q numeri  interi. 

Il  primo  membro  della  (6)  essendo  una  funzione  come  quella  con- 
siderata nel  n°  864,  il  valor  minimo  si  ottiene  quando  [ler  d e ^ si 
prendono  i termini  delle  frazioni  convergenti  verso  le  radici  dell’ equa- 
zione 


^x"  + Bx"-‘  + Cx”-‘  -f + Kx  + L = o. 

E siccome  qui  il  valor  del  minimo  è dato  , 1’  equazione  (6)  sarà  riso- 
lubile se  fra  le  diverse  trasformate  relative  a ciascuna  radice  se  ne  ot- 
tiene una  il  cui  primo  termine  ha  per  coelHcienle  l’unità.  Intanto  se 
n e impari , gli  stessi  valori  col  solo  cambiapieuto  di  segno  risolveranno 
tanto  l’equazione  che  ha  per  secondo  membro  i quanto  quella  che 
ha  per  secondo  membro  — i . 

Trovati  i valori  di  ^ e 7 che  soddisfano  alla  (6j,  l’equazione  (3) 
darà  tulli  i sistemi  di  valori  di  t ed  u che  soddisfano  alla  (1). 

871.  Teorema  1,  L’  equazione 

t*  — Au*  — I 

purché  A non  sia  un  quadrato  , è sempre  risolubile  in  numeri  interi. 

Intellètti  , considerando  1’  equazione  x'  — A:=zo  , e supposto  esser  a 
il  più  grande  intero  contenuto  in  “YA  , sia 

“ ) a.  > a. a.  , a,  , 20  ; a.  , n, a,  , a,  , 20 


cue  CUI- 


la  serie  de’  quozienti  ( n°  793  ) , ^ la  frazione  convergente 

risponde  al  quoziente  20 , e ^ quella  che  la  precede.  Le  formolo  (26) 

dello  stesso  numero,  fatto  o„  — a = 2a,  e messo ^ in  vece  di  .jtj  i ^ 
.N 

in  vece  di  e in  vece  di  B , diverranno 


/’«  + Po  ==  7-^  > 7«  + 7o  = P- 

Moltiplicando  la  prima  per  q la  seconda  per  p e poi  sottraendo , si  ha 
P7o~Po7=P* — -^7’ > c'oc  p*  — Aq^  — +i. 

Dunque  i termini  della  frazione  ^ corrispondente  all’  ultimo  termine 

20  del  ^ periodo  soddisfano  necessariamente  all’  una  o all’  altra  delle 
equazioni  contenute  nella  formola 

t*  — Au'  =:  + I ; 
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e siccome  il  ijiiozieiiie  ao  comparisce  un’  infinità  di  volte  , 1’  equa- 
zione che  sarà  risulnliile  ammetterà  un'  infinità  di  soluzioni. 

Se  il  numLMo  de’  termini  del  periodo  è pari  , nule  le  frazioni  corri- 
spondenti al  c[nozienlc  an  saranno  maggiori  di  A \ perciò  risolveranno 
la  sola  equazione  l'  — Au^z=z  t ; se  è impari  , le  frazioni  corrispon- 
denti al  quoziente  aa  saranno  alternativamente  minori  e maggiori  di  i 
in  questo  caso  le  due  equazioni 

t'  — Aa'  = i , t'  — Au'  = — 1 
saranno  del  pari  risolubili  , c ammetteranno  un’  infinità  di  soluzioni. 

873.  Teorema  II.  Se  l’equazione 


t'  — Au'  = ±^M,  (7) 

nella  quale  si  suppone  A un  numero  intero  non  quadrato  , ed  mi- 
nore di  ^A  , ammette  per  soluzione  l=zp,  u =:  q , i numeri  p e q 
saranno  necessariamente  i termini  di  una  della  frazioni  convergenti 
verso  ... 

Sieno  p c q^  due  numeri  interi  e positivi  minori  di  /j  e 7 che  sod- 
disfano alla  condizione 


Pio  — = ± ‘ 

avendo  luogo  nel  secondo  membro  lo  stesso  segno  di  cui  è affetta  M 
nell  equazione  data.  Questi  numeri  si  trovano  ( n“  4^8)  svolgendo^^  in 

frazione  continua  ; poiché  , rappresentala  per  — la  frazione  convergente 

che  precede  ^ , se  si  ha  pn  — qm  = + 1 , sarà  p^  = ni  , q^  =:  n -,  se 

poi  si  ha  pii  — qin  ^ 1 , sarà  p^=  p — m , q =.q  — n. 

Ora  essendo  p Q q due  numeri  che  soddisfano  alla  (7)  sarà 
p'  — Aq'  = + il/  ; d’  onde 


p — q^^/A  = ± 


M 

■idj+v^) 


(9) 


Dalla  (8)  si  ha  p = + — . Mettendo  questo  valore  di  p nel  primo 

membro  della  (9)  si  ricava  . 


Po  — loS^  = ± 


(10) 


Digitized  by  GoCJgIe 


( GyS  ) 

Essendo  7„<v  ed  M<,MA  , sarà  — -<i;  perciò  la quau- 

j./,  »(?  + v-<) 

~~7^ ^ negativa , ed  in  conseguenza  le  due  quan- 

v(|  + V-^) 

tilà  p <fy[A  , — <1^ A saranno  di  segno  contrario.  Rimane  a 

provare  che  ^ qualunque  sìa  il  segno  di  M , si  ha  sempre 

X ^ ^ 

Questa  condizione  equivale  all’altra 
m{^  I + 

I > , ovvero  ^ -J-  'JA  Il  ( i . 

9 

J!a  essendo  M < yA  , basterà  provare  che 


P-^yA>yA  + yA.^  , cioè  q^yA. 


Or  questa  ineguaglianza  ha  sempre  luogo  ; imperocché  se  p > TV-^  j 
a piu  forte  r.igione  sarà  p ; se  p ^ Pa  ^7oV^  > 

e quindi  anche  p > q^A. 

Èssendo  le  due  quantità  p — qy A , p^  — VoV-^  di  segno  eonlra- 
rio  , e il  valore  assoluto  della  seconda  maggiore  di  quello  della  prima, 
*7nV  ^ — P 

r espressione  yA  *^*^'**  quantità  positiva  e maggiore  del- 

r unità.  Fatto  perciò 


sat'à 


1n\^—Po 

p-qSA 


yA- 


Py-^Pn 
9y  + 9c‘ 


Quindi  ^ ^ due  frazioni  convergenti  verso  \'A  , ed  j H quo- 

ziente completo  che  corrisponde  alla  frazione  convergente  Dunque  se 

esistono  due  numeri  p c q che  soddisfano  alla  (7)  , questi  debbono  , 
essere  necessariamente  i termini  di  una  frazione  convergente  verso  \ A. 

43 
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873.  Teorema  III.  Se  p e q son  due  numeri  interi , primi  tra  loro, 
che  soddisfano  all’  equatione 

a/’  + blu  + CM*  =3  + M,  (n) 


in  cui  a ed  M son  positive  ed  M<  [W  - ^ac  , P-  sari  necessaria- 
mente  una  delle  frazioni  principali  convergenU  verso  una  radice  del- 
r equazione 

ax*  -I*  ia;  + c — o. 

In  effetti,  poiché  p t q soddisfano  alla  (11),  si  avrh 
ap'  + bpq  + cq'  = + Af, 


d’onde,  fatto  per  brevitó  — 0£z=:A,  si  Uae 


P. 

n' 


20 — o Y q 


Dalla  (12)  si  Ita  inoltre 


x:=--+-yA. 

20 O ’ 


Essendo  permesso  di  prender  1’  una  o 1’  altra  delle  due  radici , si  sce- 
glierà quella  che  dh  per^  — a:  il  più  piccolo  valore  j perciò  si  avrk 

Siene  p„  e q„  due  numeri  interi  e positivi  che  verificano  la  condi- 
zione 

P<]o^Po^=±  » ) 

valendo  il  segno  superiore  o l’ inferiore  secondo  che  ^ — <r  c posi- 
tivo o negativo.  Sarò 


, dalle 


Ora  essendo  ^ A + — \A  = 


aM 
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. I M 

p — qx  “T  - . ■■  ■ ■ — — 


+v^ 


Po—‘ìo<^-=±\( =■-  ^ I ^ 


(.5) 

(.6) 


E perchè  M < yA  , si  vede  facilmente  che  p — qx  e q^x 

son  di  segno  contrario  j e il  valor  numerico  del  secondo  maggiore  del 


valor  numerico  del  primo.  Dunque 
e maggiore  dell'unitk.  Perciò  fatto 


p — qx 

?o^— Po 

p — qx 


sarò  una  quanti  ih  positiva 
= z , si  ricava 


x:=Pl±Es> 

9*  + 7o 

E quindi  ^ è una  frazione  convergente  verso  a:. 

874.  Se  M fosse  afiètta  dal  segno  — , cioè  se  si  trattasse  dell' equa- 
zione 

al*  + blu  + cu’  =z  — M 

il  teorema  non  ha  luogo  generalmente.  In  cflètii  il  denominatore  delle 
formole  (i5)  e (16)  divenendo  \^A  — ‘^+yA^  il  ragionamento 
fatto  non  può  aver  luogo  che  quando  q è sufllcienicmeiiie  grande  per 
poter  trascurare  la  frazione^.  Per  trovare  il  limite  di  q , deve 

0 a?  — p ^ ^ 

aversi  ^ — > i , cioè 

p — qx 

9 M 

ovvero 


Digitized  by  Google 


( 676  ) 

Questa  iucguagliatua  può  scriversi  nel  seguente  modo  : 

^ r TTi^VA  » + 7o  I V > . /.gì 

Ora  essendo  y A ■;>  M e ~ 

siorà  <lmi(|iic  per  verificare  la  (iB)  che  si  abbia 


^ \ ! j a.  * _'V^=o 

71  y 7’  V /»/  > ’ 


ovvero 


V 


Elevando  a ruadralo  e riduccndo  si  trova 

— a + M 

> iyA 


(•9) 


Dunnuc  il  teorema  ha  luogo  ancora  per  1’ equaiionc  (17)  sempre  die 
. . , . a ^ M 

q non  abbia  un  valore  nileriore  a 


875.  Se  e fosse  negativa  , ed  M ancora  , cioè  se  si  trattasse  del- 
r equazione 

n/*  + blu  — cu*  =:  — M ^ (20) 

il  teorema  avrebbe  luogo  per  qualunque  valore  di  q.  In  effetti  la  (20)  si 
cambia  in  cu*  — blu  — al'  = + che  rientra  uel  caso  della  (u)  ; 

e allora  - sara  una  frazione  convergente  verso  una  radice  dell’  equazione 

l)X  — a = o ; e siccome  da  questa  equazione  si  passa  alla 

or’  4-  Ax  — e = o scrivendo  - in  vece  d’  a- , sar'a  una  frazione  con- 
^ <! 
vergerne  verso  una  radice  eli  quesl  ultima  cfjuazioiie. 


Digitized  by  Google 


( 677  ) 


CAPO  XII. 

nisoLX)zioK£  DI  un’  equazione  del  secondo  cnADO  fha  due 

INCOGNITE. 

A II  T.  I. 


TrasformazioTii  diverse  delle  furmole  del  secondo  grado-. 


876.  La  forma  più  generalo  sello  la  quale  può  prcsenlarsi  un’  equa- 
zione del  secondo  grado  fra  duo  iiicognilo  è 

ay‘‘  + l'y*  + ca’  -1-  dy  + cz  +/=o.  (i) 

Risolvendola  rispcllo  ad  y si  olliene 

d’  onde 

"xay  A*  + rf  = V(^'*  ~ ^ac^z'  +a{W — '}.ac)z  +d‘  — 4'£/- 

Facendo  b*  — 4“<^  = 4-^  > i>d — 2oe  = £"  , d' — F,  si  Irallcrà 

di  rendere  razionale  1’  espressione 

'y^/iz'+  aEz  + F.  (2) 

Chiamando  l questa  quantilù  , si  avranno  le  due  equazioni 

lay  + bz  + d = t , (3) 

i‘  — ^Az'  uEz  + F.  (4) 

Dalla  (4)  si  ha  z =z  — ^ + ^y/E'—Al'+  AF*  , d’  onde 

:iAz+E  =yE'  — AF  + Al'-'E  fallo  E'  — .^F  = .B  , la  qnislione 
.e  ridotta  a rendere  razionale  T espressione 

yAf  + B.  (S) 

Rappresentando  per  u questo  radicale  , si  hanno  le  due  equazioni 

(6)  Az  4-  £ — fi  j fi'  — = £■  (7) 
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Trovati  i valori  di  u e t che  soddisfano  alla  (j) , le  e<{uazioni  (6)  e 
(3)  somministreranno  i valori  di  2 ed  j'. 

877.  Se  r equazione  data  fosse  della  forma 


av*  + bel  + et*  = M , 


(«) 


si  riporterebbe  facilmente  alla  forma  (7).  Infatti  risolvendola  rispetto 
ave  poi  moltiplicando  per  2a  , si  ha 


2av  + i = V(^’  — ^ac)t*  + iaM 
e facendo  nav  + i = 2u  , aM  B , si  ritrova  1’  equazione  (7). 

TI  1 j-  1 11  <•  ^ 

il  valor  di  2 della  formola  (6)  c 2 = ; ; or  siccome  v 

b*  — •' 

c z entrano  similmente  nella  (i)  , se  si  fa 


li  + 20C  — bd 
b‘  — 4ac 


V + lad  — be 
^ b*  — ^ac  * 


(9) 


l’equazione  (1)  si  ridurrà  alla  forma  (8).  Si  può  giungere  a questo 


risul  lamento  col  far  y = tLitil  ^ 


j imperocebe  sostituendo 


questi  valori  nella  (i)  e poi  mettendo  eguali  a zero  i coellicieoii  di  v 
e di  u , si  hanno  due  equazioni  per  determinare  i rapporti  - , 

Dunque  ogni  equazione  del  secondo  grado  fra  due  incognite  si  può 
riportare  alla  forma  (7)  o (tl)  secondo  che  meglio  occorrerà  5 e la  qui- 
sliotie  di  render  razionale  1’  una  o 1’  altra  delle  formolo  ^2)  e (5)  ri- 
ducesi  alla  risoluzione  di  un’  equazione  del  secondo  grado  tra  due  inco- 
gnite. 

878.  Le  equazioni  (7)  e (8)  sono  della  classe  di  quelle  considerate 
al  u"  8G8  e possono  esser  trasformate  in  un'altra  che  abbia  per  ter- 
mine noto  r unità.  Considerando  1'  equazione 

u'  — Al*  z=  B (7) 

che  c di  forma  più  semplice , ed  ammesso  che  questa  equazione  debba 
essere  risoluta  in  numeri  interi,  si  può  supporre  che  a e t sieno  primi  tra 
loro,  e B e t anclie  primi  tra  loro  (n°  ÙG7).  Ciò  posto  se  si  fa 

(io) 


la  (7)  diverrà 


u=:  ft  — Bl,  , 


— A 


p*  — 

Siccome  • — ;; — dev’esser  numero  intero,  si  cercherà  se  fra  i numeri  minori 
JS 
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di  ve  a’  è qualcheduno  che  verilichi  questa  condizione.  Fatto 


r equazione  (7)  si  trasformerà  in 

— apU,  + I.  (12) 

Ad  una  trasformazione  analoga  avrebbe  condotto  1’  equazione  (8). 

Se  if  è maggiore  di  .fi  e di  fi,  , o di  un  solo  di  essi  , si  potrh  la 
(12)  trasformare  in  un'  altra  , nella  quale  il  coefCciente  del  termine 
medio  è minore  di  ciascuno  degli  estremi.  Per  ra.iggior  generalità  si 
supponga  esser  ap  maggiore  di  fi  e di  fi,  ; c di  questi  due  coefiìcieuti 
sia  fi  il  più  graude.  Si  faccia 

t = nU,  + 

Sostituendo  in  (12)  si  avrà 

(fi,ws*  — B)l'  — a(p — + fi,t,*  = 1. 

Prendendo  per  m l’ intero  più  prossimo  in  più  o in  meno  conte- 
nuto in  , e fatto 

p,  = p — mfi,  , fi,  =:  fi,/»*  — 2p//i  + fi', 
si  avrà  la  trasformata 

nella  quale  , perciò  che  p,  è minore  di  ifi,  , si  ha  2p,  < fi,. 

Se  2p  è anche  minore  di  fi,  , la  (t3)  soddisfa  alla  condizione  ri- 
chiesta. Se  non  è , si  farà  nuovamente 

r,  =/n,ì,  + <s- 

Sostituendo , e facendo 

P.  = P.  — > fi,  = .B./n,*— 2p,m.  + 5. 
si  avrà  la  trasformau 

■»s<.‘  — ap.'.'s  + J8.<5*  = M ( ‘4) 

e prendendo  per  /»,  l’ intero  più  prossimo  in  più  o in  meno  conte- 
nuto in  ^ , sarà  ap,  < fi.- 
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Se  ]a  (i4)  non  adempie  ancora  alle  condizioni  richieste  , con  Lj 
stesso  andamento  di  calcolo  si  troverìi  una  terza  trasformata , e poi  una 
quarta , ec.  ^ 

Ora  essendo  ap  > e ap,  < B, , sarb  p,<p.  Similmente  poiché 
ap,  > 2?,  e ap  < 2?.,  sarà  p,  < p.-  Dunque  i numeri  interi  p , p,  , 

, Pj formano  una  serie  decrescente  , la  quale  non  può  esser 

prolungata  all’  infinito.  Per  conseguenza  si  deve  arrivare  necessaria- 
mente ad  una  Irasforniala  nella  quale  il  coefllciente  del  termine  me- 
dio non  superi  i coelheienti  de’  termini  estremi. 

É da  osservarsi  che  dalla  (il)  si  ha  p*  — BB^  ~ A.  Dippiu  es- 
sendo B^  = Bjn'  — apm2?,  sarb  B ^B^—{^f  — mB 

= fY—'A  \ e quindi  p/  — 21,21,=^.  Perciò  in  tutte  queste  trasfor- 
mate la  quantità  p’  — BB ^ e tutte  le  sue  analoghe  conservano  lo 

stesso  valore.  Questa  quantità  p*  — ^B,  — A — — ac  c quella 

che  determina  la  natura  della  formola  B^t^ — ap/t,  + 27t”,  c che  per- 
ciò deve  riinauere  invariata.  In  effetti  decoinpoiieudo  questa  espressione 

in  due  fattori,  si  ha  ^(J?,/_p+t.Vp*-212; .)(2?.t— p-/.  V^-».B.)  : 

c si  vede  che  la  natura  di  questi  fattori  dipende  dal  valore  del  ra- 
dicale. 

Per  passare  da  una  trasformata  all'  altra  si  farà  il  calcolo  indicato 
dalle  formole  seguenti  : 

p,  _ pi*  * ^ 

/II,  p>^|  ^ P,  — /U,£l-|  J — f 

(<5) 

879.  Se  nell’equazione  (7)  A e B son  positivi  e B A , la  tras- 
formazione precedente  serve  ancora  per  passare  ad  un’ altra  equazione 
della  stessa  forma  , ed  in  cui  il  termine  noto  c minore  di  A. 

Y — A 

In  effetti  dalla  (7)  si  passa  alla  (la)  ; ed  essendo  e 

B'^A,  f^-B  ^ e dippiù  p* — A non  potendo  esser  divisibile  per 

B se  non  c maggiore  di  B , sarà  B,  una  quantità  positiva  ; c perciò 

si  avrà  ^^B.  Se  B^  non  è minore  di  A ^ i\  passerà  alla  seconda 

trasformata  j e con  lo  stesso  ragionamento  si  pruova  che 

Dunque  i termini  B , B ^ , B^  , ec.  formano  una  serie  di  numeri  in- 
teri e positivi  clic  decresce  rapidamente  e perciò  se  il  calcolo  delle 
trasformate  può  esser  continuato  si  troverà  necessuriamente  un  termine 
minore  di  A.  Ora  avendosi  p,*  z=  ^2  + B^Bt^,  , se  p,  fosse  minore 

di  -B.  e di  -Bt^,  , 2?.  e Bt^,  dovrebbero  aver  segni  contrari.  Perciò 
22' 

il  termine  richiesto  della  serie  B , B,  , B^  , cc.  s’ incontrerà  prima 
che  il  coefficiente  del  termine  medio  sia  minore  de'  due  estremi. 

Sia  dunque  B^/^  — ’p,^,<,  + B,tY~ii  la  trasforniata  nella  quale 
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c E^Dorc  (li  A.  Da  questa  si  ricava 


-f.  + ■«. 

e facendo  — p,  = «,  , si  ha 

equazione  dalla  stessa  forma  della  (7)  e nella  quale  B^  < A. 

880.  Le  (rasfomiazioni  operate  nel  11“  prcc.  non  riguardano  l’equa- 
zìoiie  (12),  perche  il  secondo  membro  non  vi  ha  alcuna  inilueiiza  ; 
ma  solo  la  formola  My'  + Nyz  + Pz'.  Quindi  se  r e dell’ equa- 
zione (12)  in  luogo  di  essere  interi  dovessero  esser  sulaineiile  raziona- 
li , si  potrebbe  supporre  che  fossero  ridotti  allo  stesso  .lenoininalore  ; 

c quindi  fatto  / =— , essendo  — , — frazioni  irriducibili, 

s s s s 

la  (ta)  si  cambierà  nell’ altra 

i?.r’  — aprr,  + i?r,‘  z=  s*  ; 

equazione  nella  quale  r , r,  ed  s debbono  essere  numeri  interi  j e per- 
ciò il  suo  primo  lueinbro  può  esser  sottomesso  alle  stesse  trasforma- 
zioni precedenti. 


ART.  II. 

Risoluzione  in  numeri  razionali  di  un’  equazione 
del  secondo  grado  fra  due  incognite. 

88i.  £i  consideri  l’equazione  data  ridotta  alla  forma 

u'—Al'  = B (i) 

il  che  pliò  sempre  farsi  ( n”  876  ).  Trattandosi  di  trovar  per  valori 
delle  incognite  numeri  razionali , si  può  supporre  che  sicuo  ridotti  allo 

stesso  denominatore.  Facendo  perciò  u=-,  «z=-,si  avrà  l’equazione 

v'  — = Bs'  (2) 

da  fisolversi  in  numeri  interi  , e nella  quale  p , r , 5 non  hanno  al- 
cun fattore  comune , perchè  le  frazioni  j j si  suppongono  ridotte  alla 
più  semplice  espressione. 

Si  può  supporre  che  A c B non  abbiano  alcun  divisore  quadrato; 
perchè  se  fosse  A A'k'  , B = B'P  , fatto  r =:  Ir'  , s W , si 
avrebbe  1’  equazione  p’  — A'i^'  = B's'^  in  cui  A'  , B'  non  couten- 
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gono  divisori  quadrati.  Perciò  si  possono  fin  da  principio  sopprimere 
i divisori  quadrati  da' coefficienti,  riserbandosi  poi  di  moltiplicare  i va- 
lori dell'  incognita  corrispondente  per  le  radici  di  questi  divisori  sop- 
pressi. 

Quando  A e B non  hanno  divisori  quadrati , due  delle  incognite  non 
potranno  avere  un  divisore  comune.  In  effetti  se  a'  potesse  dividere  v 
ed  r,  Bs'  dovrebbe  esser  divisibile  per  « ; il  che  è impossibile,  per- 
chè t> , r ed  s non  hanno  divisori  comuni  e B non  ha  divisori  qua- 
drati. 

Parimente  s tà  A debbono  esser  primi  tra  loro  ; altrimenti  il  loro 
divisore  comune  dovrebbe  divider  v , e allora  c ed  s non  sarebbero 
primi  tra  loro.  Per  la  stessa  ragione  r e B saranno  primi  tra  loro. 

Riguardo  a' segni  si  può  supporre  che  A e B sieno  positivi,  perchè 
se  uno  di  essi  fosse  negativo , che  è il  solo  caso  possibile , e si  avesse 
r equazione 

v*  = Ar'  — Bs' , 

moltiplicando  per  A e facendo  Ar=z  r' , AB^  B'  ^ si  ha 
r"  — Av'  z=  B's' , 

equazione  della  stessa  forma  della  (a). 

Si  può  dunque  nella  considerare  fin  da  principio  che  i coeffi- 
cienti A e B sieno  positivi  e privi  di  fattori  quadrati. 

♦ 

88a.  Se  uno  de’  coefficienti  fosse  eguale  all’  nnita , si  avrebbe  subito 
la  risoluzione  dell’equazione  data.  In  effetti  supposto  Bzsi  , si  ha 

V*  — s*  = Ar*.  (3) 

Sia  A r = a/nn  , sarò 

V*  — s*  = ovvero  {y  + OC*"  — s)=  4*/3m*«*  ; 

alle  quali  si  può  soddisfare  facendo 

V + s = a«m*  , t>  — * = a/3n* , 

d’  onde 


V =s  «m*  -p  fin*  , s = »m*  — fn*  , r = amn  ; 

0 i valori  di  v , s ed  r saranno  espressi  per  mezzo  delle  due  quantità 
arbitrarie  m ed  n.  Vi  saranno  inoltre  tanti  sistemi  di  valori  quanti  modi 
vi  sono  di  decomporre  A in  due  fattori.  Cos'i  l’equazione  t>*  — s*  = i5r* 
ammetterà  due  soli  sistemi  di  valori  ; 

z"  vrrm*  + i5«*  , s — m*  — i5n*  , 

2®  V = 3/n*  + 5/1*  , t = 3/n*  — 5/»*  , 


r = 2/n/t  j 
r =s  amn. 
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883.  Si  consideri  ora  1'  equazione 

V*  — = jBs*  , 

e si  supponga  esser  A il  più  grande  de’ coefficienti.  Facendo  uso  delle 
trasformazioni  indicate  nel  n°  879,  si  potrù  da  questa  passare  ad  un’  al- 
tra equazione 

«>'•  - Cr>*  = Bs\  (4) 

in  cui  C è minore  di  B,  Se  il  coefficiente  C contenesse  un  divisore 
(juadratu  6*'',  si  potrebbe  sopprimere,  rammentandosi  poi  di  moltipli- 
care per  6 il  valore  di  r'.  Così  1’  equazione  (4)  avr'a  le  stesse  condi- 
zioni della  (a)  ed  i coefficienti  più  piccoli.  Col  metodo  stesso  la  (a), 
messa  sotto  la  forma  v”  — Bs'  — Cr’'^  si  trasformerà  in 

(7) 

in  cui  D c minore  di  C e non  contiene  fattori  quadrati,  perciò  cbe  si 
possono  intender  soppressi.  Così  si  otterrà 

^ 

in  cui  E è minore  di  D.  Ora  A ^ B , C , D ^ E ... . formando  una 
serie  di  numeri  interi  decrescenti  deve  necessariamente  finire  all’  uni- 
tà. E allora  si  avrà  un’equazione  della  forma  (3)  diesi  risolverà  col 
metodo  esposto  (n°  prec.).  Per  mezzo  de’  valori  di  quest’ ultima  equa- 
zione si  risolveranno  tutte  le  precedenti. 

884-  Le  condizioni  alle  quali  si  deve  soddisfare  sono  che 

f'  — B (•*—€  p"*  — D 

A ’ ~B  ’ C ’ 

sieno  numeri  interi.  Se  s’incontra  una  condizione  impossibile , l’equa- 
zione data  non  sarà  risolubile.  Se  poi  p , p'  , p"  , ec.  ammettono  più 
valori,  per  ognuno  di  essi  si  avrà  un’equazione  distinta  che  dev’ esser 
trattata  a parte. 

885.  Se  fosse  Azs  B , per  far  che  ^ sia  numero  intero,  con- 
vien  fare  p = yf , e sarà^ — =A  — i.  Se  si  prendesse  p = osa- 

ji 

t*  — A 

rebbe  — - — = — 1 , il  che  non  può  essere  ( n”  878  ). 

A 

886.  Indipendentemente  dalla  moltiplicità  de’ valori  che  risultano  dalla 
moltiplicità  di  quelli  delle  p , p',  p^  , ec.,  l’ultima  equazione  ridotta 
alla  forma  (3)  somministrerà  le  formole  generali  che  racchiudono  tutti 
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i valori  possibili.  Ma  senza  far  oso  di  queste  formole,  basta  conoscere 

un  sol  valore  di  l che  rende  Ai*  + B razionale  per  trovar  l’espres- 
sione generale  che  comprende  tutti  gli  altri. 

Ili  cficlti  sieno  g e y due*  valori  particolari  di  « e t che  verificano 

la  (a)  ; sar'a  g*=  + B.  Dunque  yAt*  + B=iSA{i'-p)-{.S'. 

Rappresentando  per  g + m{t  — f)  questa  radice,  essendo  m una  qiiaii- 
titk  arbitraria  , sar'a  g*  + A{t*  — f )=zg*  + 3gm{l —/)  + rn*{t*  — J'  ) , 
ovvero 


('— /)[^(<  +/)— agin  — TO*(t— /)]=  o. 


Il  primo  fattore  contiene  la  soluzione  conosciuta  tz=:/-,  l’altra  con- 
terrh  tutte  le  altre.  Sicché  eguagliandolo  a zero  si  ha 

_/^  — agw 

wt*  — A 


ART.  III. 


Risoluzione  in  numeri  interi  di  un’  equazione  del  secondo 
grado  fra  due  incognite. 


887.  Si  consideri  l’equazione 


u.*  — At*=z±B  (i) 

o come  data  immediatamente  sotto  questa  forma  , o come  derivante  da 
un’  equazione  più  generale  di  secondo  grado.  Si  tratta  di  trovar  per  u 
e t tutti  i numeri  interi  che  vi  soddisfano. 

Per  mezzo  delle  considerazioni  altrove  esposte  (n"  8G7)  si  vedrà  clic 
A può  esser  liberata  da’  divisori  quadrati  j che  net  del  pari  che  B 
e t debbono  essere  riguardati  come  numeri  primi  tra  loro  , e che  vi 
sono  tante  equazioni  della  forma  (1)  da  risolvere , quanti  divisori  qua- 
drati contiene  B , compresa  1’  uniu. 

888.  Per  incominciar  dal  caso  più  semplice  ^ sìa  B=i , cii  A una 
qoantilù  positiva , cioè  si  tratti  di  una  delle  due  equazioni 

(a)  r*  — As*  = i,  ì*  — As*  — —i.  (3) 

Dal  teorema  dimostrato  al  u°  8^1  risulta  che  la  ^2)  è sempre  risolu- 
bile in  numeri  interi  , ed  ammette  infinite  soluzioni  ; per  trovar  le 
quali  basterù  svolgere  \A  in  frazione  continua.  Sia  a il  più  grande 

intero  contenuto  in  \A  , c ^ la  frazione  convergente  corrispondente 

all’  ultimo  quoziente  aa  del  primo  periodo.  Se  s'i  ha  p*  — Af  — 1 , 
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cioè  se  la  frazione^  è più  grande  di  , tutte  le  frazioni  conver- 
genti corrispondènti  all'  ultimo  quoziente  di  ogni  periodo  somministre- 
ranno una  soluzione  dell’ equazione  (z) , c i valori  r = p,  sa- 

ranno i più  piccoli.  La  (3)  non  sara  risolubile  in  numeri  interi. 

Se  poi  si  ha  p*  — Aq'  — — i , la  frazione^  somministra  un  valore 
di  - che  risolve  la  (3).  Ma  se  si  fa  (/>  + AY  = f + ? dovrà 


essere  anche  {p  — q\AY  = p — aVA  ; d’onde  risulta  p=  sp*  + i , 
9 = 'ìpq.  Questi  valori  soddisfano  all’  equazione  (3)  , perchè  si  ha 


r*  — As*  = (/>’  — Aq'Y  = p’  — ^3*  = (—  1 )•  = I ; 
c sono  i più  piccoli. 

Chiamando  in  generale  pesi  più  piccoli  valori  che  possono  sod- 
disfare alla  (3)  , per  trovar  tutti  gli  altri  , si  faccia 


(p  + 3V^r=r+sV^,  {f-o'\/A)”=r-s\'A  (4) 

essendo  m un  numero  arbitrario.  Da  queste  si  ricava 

(p-i-ov^r+cp-ov^r  _(p+,v^)"_(p_3v^)’” 

^ w 

Sviluppando  le  potenze  svanisce  il  radicale  e si  hanno  per  r e s va- 
lori interi  e razionali.  Queste  formolo  comprendono  tutte  le  soluzioni 
possibili  della  (a). 

In  effetti , moltiplicando  le  (4)  si  ha 


r*  —As'=z(Y  — )""  = i”*  = 1. 

Dunque  i valori  di  r e s contenuti  nelle  (4)  verificano  la  (s)  qualun- 
que sia  m , e perciò  contengono  infinite  soluzioni.  Dico  inoltre  che 
quando  p e 3 sono  i più  piccoli  valori  che  danno  p*  — Aa’  = i , 
nessun  valore  delle  r e s capace  di  verificar  la  (2)  si  può  trovar  com- 
preso fra  quelli  che  corrispondono  a due  valori  consecutivi  dell’  espo- 
nente m. 

Sicuo  Tj  , i valori  di  r e s corrispondenti  all’  esponente  k di 
f "i"  A , e ri-,  , sii-,  quelli  che  corrispondono  all’ esponente  k•^■  l ; 
e sicno , se  è possibile  ,906  due  valori  capaci  di  verificar  la  (2)  , 
il  primo  compreso  Ira  , n-,  , il  secondo  tra  s^  , Si.,.  Si  avrà 


rY  — AsY  — » , ri-,*  — = » , 9*  — Aù'  = I , (6) 

dalle  quali  si  ricava 

I 1 I 

' (7) 
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Moltiplicando  le  due  prime  delle  (6)  si  ha 


— A(sk*,r^y  — A{rt*,s^y  + A*{s^sk^,y  = i , 


la  quale  eguaglianza  si  può  metter  sotto  la  forma 

{r^n^t  — As^si^,y  — ^(st»irj  — s^r^.,  )’  = « • 

E si  vede  che  le  quantità  chiuse  tra  parentesi  sono  valori  particolari 
dire*.  Perciò  si  avrk  s — sà.ir^  — , dove  mettendo  i valori 

di  , Si^t  dati  dalle  formole  (7)  si  ottiene 


s mi  Sk*tr^  — 


Sk* 


r^+As^  r**,  + Ask^i 


(8) 


Operando  similmente  sulle  due  ultime  delle  equazioni  (6)  si  trova 


Sk*t  5 

^ a4Ò  fk^-t  "i*  ^Sk*i 


(9) 


Ora  essendo  v > 1 * > > evidentemente  il  valore  (9)  di  s sarò 

minore  del  valore  (8).  Ma  calcolando  il  valore  dell'  espressione 
— s,rKi  per  mezzo  delle  forma  (5)  si  trova 


Sk*iT^  ““  S^rk*ì 


4V^ 


«i 


perciò  vi  sarebbe  un  valore  di  s minore  di  9 , il  che  è ^impossibile 
perchè  3 c per  ipotesi  il  più  piccolo. 

Dunque  le  forinole  (5)  racchiudono  tutti  i valori  possibili  che  pos- 
sono soddisfare  alla  (a). 


889.  Se  si  avesse  p* — Aq'z=:—\  , e si  dovesse  soddisfare  alla 
sola  equazione  (3)  , bisognerebbe  prender  le  sole  potenze  impari  di 

p + qV^- 

e p*  — i3q*  = — 1 ; quindi 


p IO 

Sia  per  es.  =:  i3  ; si  ha  -=  — , e p 

fatto  (18  + yi3V=:  p + 3Y*3  , si  ha  p = 649  , « = 
che  soddisfano  all’ equazione  r*  — las*  = .f.  1 , sono 


180.  I valori 


(649+i8oyi3)"+(649— i8oVi3)"  ' _ (649+i8oVi3)"— (649— 180V13)" 

; _ , 4 _ ^ 

e quelli  che  soddisfano  all’  equazione  r*  — i3s*  = — 1 sono  : 

__(i8+5Vi3)>*-+(t8— 5Vi3)‘*“  (i8+5Vi3>‘*-— (i8-5V»3)*»** 

2 ’*”■  aVi3 
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890.  Ritornando  ora  all' equazione 


— =z±B  , (1) 

*e  A è -positivo  e 5 > ^ A , si  svilupperà  in  frazione  continua 
secondo  il  metodo  prescritto  nel  n°  793.  Se  fra  i valori  delle  A^  , 
yf,  , A^^....  che  sono  i denominatori  de' quozienti  completi  o i coef- 
ficienti de' primi  termini  delle  trasformate  successive,  se  ne  trova  uno 

p 

che  sia  eguale  a B , basterli  calcolare  la  frazione  convergente  - che 

corrisponde  a questo  quoziente  , ed  u = p , t — tj  risolveranno  una 
o r altra  delle  due  equazioni  comprese  nella  formola  (i)  secondo  che 
questa  frazione  è maggiore  o minore  di  ^A. 

Se  fra  le  A,  , A, , Aj  y, .. . non  si  trova  il  numero  B,  si  può  as- 
serire che  l'equazione  (i)  non  è risolubile  in  numeri  interi. 

11  numero  B può  incontrarsi  piu  volte  in  uno  stesso  periodo.  Ad 
ognuno  di  questi  valori  corrisponde  una  soluzione  di  una  delle  equa- 
zioni (1)  , la  quale  soluzione  si  ripete  in  tulli  i periodi  successivi. 

891.  Basta  conoscere  una  sola  soluzione  dell' equazione  (1),  perchè 
tutte  le  altre  dipendono  da  quelle  dell'  equazione  (a).  Di  fatto  sìeno 
p e q \ numeri  che  danno  p*  — Aq'  = + R , ed  r„  ed  due  altri 
numeri  che  danno  r ’ — As^  = 1 . Moltiplicando  per  ordine  si  avri 
— Ap's^  — Questo  prodotto  si  può 

metter  sotto  la  forma 


{Pr..  ± ±P*«)‘  = ± 

Perciò  chiamando  pesi  più  piccoli  valori  che  danno  p*—  Aa*  = i ; 
si  avrk 

(io) 

(p  + a\A)"'=r„+  i^\A. 

691.  Se  fosse  A negativa,  o pure  B "^“^A  , si  potrè  sull'equa- 
zione fi)  praticare  la  trasformazione  indicata  nel  n°  878.  Si  perverrò 
così  ad  un'  equazione 

C£*  — a£'C»  + 2?fl*  = I (II) 

nella  anale  il  termine  aE  è minore  di  27  e di  C , e dippiìi 

E* — DC  — A.  Sia  D più  grande  di  C.  Moltiplicando  per  C risalta 

( Cl  — Eoy  = yf6*  + C ; 

e facendo  Cf  — £”6  = 5,  si  avrò  1'  equazione 

g*— y^«*=C.  (12) 
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Sia  A negativa  cd  eguale  a — a , essendo  a un  Ei;c:ero  positivo. 
L’equaiionc  (la)  si  cangerà  in 


5’  ab'  = e. 


(to; 

D saranno 


Ora  essendo  E'  — CD  — — « , ed  io*  < -CD  , C e 

4 

3 3 

dello  stesso  segno  ; quindi  o ^ - CD,  o anche  a ^ 7 C*  , d’  onde 

C^\J^a  T e C^-^\A.  Perciò  l'equazione  (i4)  non  può  sussi- 
stere nell’  ipotesi  che  g e d sieno  numeri  interi  se  non  si  fa  0 = o. 
Quindi  ne  risulta  g*  = <7  , e perciò  C dev’essere  un  quadrato.  Sia 
C=|z*,  sarò  6 = 0,  g = +f<.  Sostituendo  questi  valori  nell’ equa- 
zione Cg  — = g , si  ottiene  (i*f  = + (x  , d’  onde  f =;  + i.  Da  dlèi 

si  vede  che  f non  può  essere  intero  e per  conseguenza  la  (ii)  non 
può  essere  risoluta  in  nuiiieri  interi  se  non  si  ha  (x:zz+t  d’onde  C—i. 
Quando  questa  condizione  ha  luogo  l’ equazione  (i3)  ammetterò  la  sola 
soluzione  6 = 0,  g=+ii  c da  (jucsti  valori  si  rimonterà  a quelli  della 
(i].  La  quale  perciò,  (juando  A c negativa,  ammetterò  scinprc  uu  nu- 
mero limitato  di  soluzioni. 

Se  A c positiva  , siccome  E'  — CD  =:A,  c E'  CD , C c 

4 

D debbono  avere  necessariamente  segno  contrario,  c si  avrò  CD<^/1 
e a più  forte  ragione  C'  ^ A c C A.  hi  questo  caso  1’  equazione 
(13)  si  risolverò  col  metodo  dato  nel  u”  prcc. 


893.  Se  r equazione  fosse  data  sotto  la  forma 

av*  + !ìbvt  + et*  = 4;  M , (i4) 

si  potrebbe  risolvere  immediatamente,  purché  si  avesse  h' — ac=zA'^o , 
cd  M <i_  , bastando  all’  uopo  ( n°  873  ) svolgere  in  fraziiae  con- 

tinua una  radice  dell’  equazione 

ax'  + "xbx  + c “ o.  (*5) 


Se  fra  i termini  delle  trasformate  se  ne  trova  uno  il  cui  coelBcieote  sia 
eguale  a .<?/,  chiamando  - la  frazione  convergente  corrispondente , i va- 
lori i-  p , tzziq  risolveranno  1’  una  o 1'  altra  delle  equazioni  com- 
prese nella  forinola  (14). 

Se  poi  fosse  \A  , converrebbe  ( a°  870  ) traùforinar  la  (i4) 

in  un’  altra  dell  forma  , 

/tv*  + gwt  + hi'  — .'-i-  (>C) 
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e considerar  le  radici  dell'  equazione 


fx*  + gx  + h=zo.  (17) 

Se  h negativa  , le  radici  saranno  immaginarie  ; e svolta  in  frazione 
continua  la  frazione  — y , si  dovrk  esaminare  se  qualche  frazione  conver- 
gente possa  soddisfare  alla  C16V  Se  poi  A è positiva,  si  svolgeranno  ia 
frazione  continua  le  radici  della  (17)  i e se  fra  le  trasformate  se  ne  trova 
alcuna  il  cui  primo  termine  ha  per  coefficiente  1’  unita  , la  frazione 
convergente  corrispondente  darà  una  soluzione  della  (16). 

8g4>  Basta  conoscere  una  soluzione  della  (i4)  per  aver  tutte  le  altre. 
Sia  ^ la  frazione  che  messa  in  luogo  di  j verifica  la  (14).  Siccome 
questa  acquista  la  forma 

(ai>  + ity  — Al'  = ±aAI,  (18) 

si  avrà 

(ap  + 6yy  — Aq^  = ±aM.  (19) 

Sieno  ancora  r,„  ed  due  valori  che  danno 

'•J  — = (^») 

Moltiplicando  le  (19)  e (ao),  ed  operando  come  nel  n°  891,  il  prodotto 
si  metterà  sotto  la  l'orma 


[(ap  + bq)r^  + — ^[(«/>  + bq)s„±_qr^y=i  + aM. 

Dunque  si  ha 

“»’  + *<  = ± [(«7»  + bq)r^  ± AqsJ  , « = ± [ + bq)s„  ± qr„ ]. 

Mettendo  nella  prima.il  valore  di  t preso  dalla  seconda , e chiamando 
f e a i più  piccoli  valori  che  danno  1 , si  ha 

P = /”•».  + (c7  + ApK  ><  = ?'•„  ± (“P  + *7)*»  t 

(«+pV^r  = r^+s„V^5 

le  quali  formule  comprendono  tutte  le  soluzioni  possibili  della  (i4)> 
Se  il  coefficiente  del_  secondo  termine  non  fosse  divisibile  per  a , po- 
trebbero contenere  la  frazione  - . 

•j 

Le  formule  (ai)  verificano  la  (i4)  o che  si  prenda  il  segno  supe- 
riore o r inferiore.  Or  siccome  i valori  che  danno  le  formole 

— ('•7  + , t = qr^  + (np  + bq)s„ 

■ 44 
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non  son  compresi  in  quelli  dati  dalle  formole 

{''?  + > t=iqr—[ap  + bq)s„  , 

le  prime  daranno  i valori  corrispondenti  ad  una  radice  della  (i5),le 
seconde  quelli  dell'  altra  radice.  Basterk  dunque  sviluppare  in  frazione 
continua  una  sola  radice  della  (i51  . perciò  che  i valori  che  sommini- 
strerebbe la  seconda  si  ottengono  dalle  stesse  formole  col  solo  cambiare 
il  segno  di  s. 

8g5.  Siccome  ogni  soluzione  delia  (i4)  c data  dalla  frazione  con- 
vergente che  corrisponde  allo  stesso  termine,  di  ciascun  periodo , le  for- 
mole (ai)  servono  ancora  per  trovare  in  una  frazione  continua  perio- 
dica le  frazioni  convergenti  corrispondenti  allo  stesso  quoziente , senza 
passar  per  tutte  le  intermedie. 

896.  Quando  si  tratta  dell'equazione  (i),  per  operare  la  trasform.-i- 
zione  del  n"  878,  conviene  da  prima  fare  u — ft — Bt,  , e poi  latto 
p*  ./f  r=  sì  ha  la  prima  trasformata 

B,t'  — ap«,  + Bt*  = I. 

Senza  procedere  ad  ulteriori  trasformazioni  , si  può  risolver  questa 
equazione  col  metodo  dato  nel  n°  870.  Ma  il  modo  di  risoluzione  in- 
dicato nel  u°  8ga  è da  preferirsi  , perciò  che  lo  stesso  calcolo  basta 
per  trovare  i valori  che  soddisfano  alla  (i)  e alla  (a),  per  mezzo  de' quali 
si  compongono  le  formole  (10)  ; e serve  per  tutte  le  equazioni  nelle 
quali  A ha  lo  stesso  valore. 

897.  Se  l'equazione  non  è data  sotto  la  forma  (1)  o (i4)i  ma 
sotto  la  forma  generale 

af  + byz  + cz*  + rfy  + es  +/=  o , (aa) 

i valori  d’  y e di  s si  deducono  ( n°  876  ) dalla  risoluzione  delle  tre 


equazioni 

(33) 

t — bs  — d 

u—E 

(»4) 

^ ~ 2a  ’ 

* A ’ 

M*  — z=  5 ; 

(0 

e aflìnchè  la  (aa)  sia  risoluta  in  numeri  interi  è d'  uopo  tra  i valori 
di  u e r che  somministrano  le  formole  (ai)  ritener  quelli  che  messi 
nelle  formole  (a3)  e (a4)  danno  per  y e a numeri  interi.  Ora  è fa- 
cile vedere  che  sostituendo  i valori  di  r ed  u dati  dalle  formole  (ai) 
i valori  A' y e z generalmente  si  riducono  alla  forma 

+ y . + y' 

y = :: 1 * -7 
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Avendosi  dunque  (p  + (ty/A)”  = ed  rj—  As  * = i , si 

traila  di  trovare  per  ni  un  numero  tale  che  un'  espressione  della  forma 

+ y (a5) 

divenga  divisibile  per  un  numero  qualunque  « non  divisore  di  Aa. 

In  primo  luogo  è da  osservarsi  che  fra  ì valori  di  s che  forniscono 
le  formole  (5)  deve  trovarsene  necessariamente  uno  che  sia  divisibile 
per  ®.  Imperocché  se  si  fa  s=s.vs' , si  ha  l’equazione  = i 

la  quale  può  esser  sempre  soddisfatta  (n“  871).  Ora  un  valore  di  J 
corrisponde  ad  uno  di  s divisibile  per  ®. 

Sia  k r esponente  cui  corrisponde  questo  valore  ; sicché  sia  divi- 
sibile per  ®.  Dico  che  diviso  per  ® lascerò  per  resto  1’  unité.  In 
effètti  si  ha  ( p + «yA  )•*  = r,*  + s A/ A = ( r*  s^VA  )•  ; d’onde 
risulta  = r^’  + As^*  :=  i •{-  lAs^.  £ siccome  e divisibile  per 
® , anche  — i sarò  divisibile  per  ®. 

Dunque  esiste  un  valore  dell’  esponente  m , cui  corrisponde  nn  valore 
di  5 e uno  di  r — i divisibili  per  ®.  Sia  k questo  esponente;  si  avrò 

(f  + oV^)*  = ''i  + = ' > ( mo*!-  « ) 

e quindi 

( 1*  + )"*  = • ( mod.  ® ) 

e 

(|>  + )"**'=  (p  + » (mod.  ®) 
il  che  riducesi  a 

ra-i  + Snk^i\A  = r.  + s,\A , (mod.  ® ) 

d’  onde 


r nk*i  9 . 

cioè  i valori  di  r ed  s corrispondenti  all’  esponente  nk  4*  i divisi  per 
« danno  lo  stesso  resto  che  i valori  corrispondenti  all’  esponente  i ; 
perciò  la  serie  de’  resti  è periodica.  Basta  dunque  nelle  tormole  (5) 
fare  m=  1 , a , 3,  ec.,  dividere  per  ® i valori  che  si  ottengono,  e pro- 
seguire la  serie  finché  si  giunga  ad  un  valore  che  dia  per  resti  i e 
zero:  i resti  seguenti  sì  riprodurranno  con  lo  stesso  ordine.  Se  dunque 
nell’ intervallo  da  o a ( non  s’incontra  alcun  valore  che  renda  1 e- 
spressione  (a5)  divisibile  per  ® , sì  può  conchiudere  che  1’  equazione 
(a3)  non  ammette  soluzioni  in  numeri  interi.  Se  poi  esiste  un  espo- 
nente i che  da  per  r ed  s due  valori  che  rendono  l’ espressione  (34) 
divisibile  per  ® , tutti  gli  altri  corrispondenti  ad  un’  esponente  com- 
preso nella  formola  fir  4-  t , dove  l può  avere  qualunque  valore , go- 
dranno della  stessa  proprietà.  Perciò  il  numero  dì  questi  valori  é nullo 
o infinito. 

Sìa  ancora  i'  il  più  piccolo  valore  di  m che  rende  un'altra  espres- 
sione y'  divisibile  per  ®'  , e P 1’  esponente  cui  corri- 

spondono per  r ed  s i resti  i e o ; dando  ad  m qualunque  valore 

* 
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comprefo  nella  forroola  nV  + *'  , l’espressione  proposte  diverrà  divi- 

bile  per  . , , , ■ • 4- 

Per.  trovar  poi  1’  esponente  comune  che  rende  le  due  espressioni  ai- 
visibili  nel  tempo  slesso  per  m ed  ®',  fa  d’  uopo  determinare  i valori 
di  n ed  n'  che  possono  soddisfare  all’  equazione 

nk  -J-  i'  = n'k'  + i'. 


898.  Il  numero  k , dovendo  soddisfare  alla  condizione 
(ji  -p  ayy^Y  = I , (mod.  «) 
si  trova  facilmente  quando  ® è numero  primo.  Si  ha  infatti 

eo— 1 

Prendendo  il  segno  superiore  si  ha 

(f  -p  oV-^)“  — (f>  + oV^)  = 0 ì " ) 

d’ onde 

(f)  ^-  = > •>  ( ®) 

e prendendo  il  segno  inferiore  si  ha 

— = (mod.®) 

d’  onde 

((1  -p  a^A)*^'  =1.  ( mod.  ®) 

Perciò  sarà  k = k — 1 , o le  =:  a + 1,  secondo  che  A ' diviso  per 
® lascia  per  resto  1 o — i. 

899.  Esempio.  Sia  proposta  1’  equazione 

a«*  — a3t*  = io5.  (a6) 


Si  ha  A !=  4^  f fatto 


si  avrà 


« = pt  — io5f, 


’-^-^f-4p«,  +aiO/.*  = i. 


- ^3 

Non  vi  sono  che  quattro  numeri  che  rendono  — — ^ — eguale  ad  un 

intero  , e sono  : 8 , i3  , , 43  (n“  863)  ; per  cui  si  avranno  quattro 

equazioni  distinte. 

I.  Fatto  p = 8 , si  ha  K = 8<  — io5/,  , e la  trasformala 


<’  — 32K,  + 2ior,’  ==  I , 
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mila  quale  si  farà  il  calcolo  del  n*  878.  Si  ha  quindi  £=saio, 
= i , 16  , e poi 


OT  = — = 16  , p'  = lò  — 16  ?=  o , = — — , i = i6t,+  f,. 


Qui  fìnisce  il  calcolo  perchè  si  ha  p = o ; e quindi 


/.*  - 46/,*  = 1. 

Svolgendo  Y46  in  frazione  continua  si  ha  questa  serie  di  quozienti  , 
e di  denominatori  de' quozienti  completi. 


Quoz.  6,  1,3,  1,1,  3,  6,  3,  1,1,  3,  1,13. 
Denom.  i,  io,  3,  7,  8,5,3,  5,  6,  7,  3,  io,  1. 


La  frazione  convergente  che  corrisponde  all'  ultimo  quoziente  del  primo 

periodo  è , la  quale  è maggiore  di  Y46.  Si  avrà  dunque 

3o88 


( 24335  + 3588V46  )“  = r + sV46. 


(27) 


Poi 


= r , = 1 , t z=  + 164-  + r , Il  = 8(r  + i6s  ) — io5s  , 

e in  fine 

1 = r + 164  , « = 8r  + aSs. 

II.  Fatto  p=  i3  , si  ha  u = t3t — io5r,  , e la  trasformata  diviene 

3P  — 5a«j  + 310/,*  = I. 

Si  ha  perciò  B =z  310 , 5,  = 3 , 3p  = 36  ; 

36  „ _ 1 — 46  <• 

m=  j=9ì  p.  = 26—37  = -1  , B^=z— — =— i5,/=9/,+/.. 


Essendo  ap,  minore  di  e ,,si  ha  la  trasformata 
3//  + 2/./..—  i5/,‘  = 1 , 

da  cui 

(3/.  +/,)*- 46/.*  = 3. 

La  frazione  coiivergenLc  cui  corrisponde  il  denominatore  3 è e per 
conseguenza 

3'.  +<.="'•  ± 46/  , /,  = r + 74  , 

ovvero 

/^  = ar  + i3s  , /,  = r + 74  , 
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^’«nde 

t =s  9(  r + 7«)  + ar  + 1 3i  = Mr  + 76*  , 
u=  i3(iir  + 765) — ios{r  + js)=z  38r  + a53i. 

III.  Fatto  p = aa  si  ha  u=  aat — lot'  , e la  tra$rorinaia 

gt*— 88«,  +aiot,  = i 5 

e facendo  t = t,  , con  lo  stesso  calcolo  precedente  si  [)ervieue 

air  equazione 

(5^  +t.)*-46<.'=-5. 

La  frazione  corrispondente  al  denominatore  — 5 è — . Dunque 
I,  = gr  + 6i*  , 5i,  + t,  =:  6ir+  46.96 , da  cui  — i3r  + g55  j 

t r=  5(i4r  + 966)  + 9r  + 6it  =:  -jgr  + 536*  , 
u ss  aa(7gr  + 536*)  — io*(  i4r  + g5*  ) ss  a68r  + 1817*. 

IV.  Fatto  p = 43  > s*  M = 43t  — io5/j  , e la  trasformata 

35t*  — i73«,  + aio*,’  = 1. 

Il  calcolo  del  n°  878  dh 

86  a56  46 

m=^  = a,  p.=8G— 7o=t6,  B,  = —^ — = 6,  t = a/,  + /., 

16  4 — 46 

”*•  “ »8=— -^5=  — ’ 

la  trasformata  sarh 


da  cui 


<«,*  + 4Vs— 7'.*  = 

(6/s  +a/.)‘-46/.’  = 6. 


p 34 

Si  ha  — = — , c quindi  si  trova  facilmente 

q 5 

/ = 43r  + aqa*  , it  = i46r  + 989*. 

Perciò  tutte  le  soluzioni  della  proposta  sono  comprese  nelle  formole 
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u — Sr  + a3s  , / =:  r + i6s  ; 

u =:  38r  + a53*  , / = i ir  + 765  ; 

u = i63r  i 1817S  , t — 7Qr  + 536s  ; 

u r=  i46r  + 9891 , t — 4^'"  i » 

( 24335  + 35S3V46  )”  = r + s V4*>- 

Si  arriverebbe  agli  stessi  risiiltamciiti  , svolgendo  in  frazione  con 
tinua  le  radici  delle  equazioni 

4;’  — 3aj;  + 210  ==  o , 3.V*  — Sax  + 210  = o , 

^x'  — 88x  + 210  z=  o , 35x’  — 172X  + 210  = o ; 

ovvero  le  espressioni 

ifi  + V46  aG  + V4G  44  + V4‘» 

l ’ 3 ’ 9 ’ ■35  ’ 

il  che  esigerebbe  un  nuovo  calcolo  per  ogni  equazione.  Il  metodo  pre- 
cedente ha  questo  di  vantaggio  che  lo  stesso  calcoV)  fatto  per  stabilire 
l’equazione  (27)  vale  per  tutte  le  altre  e<]uazioni. 

Prendendo  i valori  di  f negativamente  , si  hanno  quattro  altre  for- 
raole  diverse  dalle  precedenti  , ma  che  rientrano  in  queste  , perchè  il 
cambiamento  di  segno  della  s corrisponde  ai  valori  che  somministra 
r altra  radice  (u°  894). 


* 
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CAPO  Xlll. 


niSOLUZlONE  PER  SERIE  DELLE  EQUAZIONI  LETTERALI. 


ART.  I. 


Risoluzione  per  serie  delle  equazioni  fra  due  incognite. 


900.  Uu'  equazione  algebrica  fra  due  incogniie  può  sempre  ridursi 
alla  forma 

(ax"+ij:'’+ci’+ec.lj'”+(“,'*"  •{■c^xì'  +ec.)y"’ 

+ (a,»""  + c,xJ  + ec.)y"  + ec.  = o . ( ') 

Si  tratta  di  esprimere  il  valore  d’j  per  una  serie  procedente  secondo 
le  potenze  ascendenti  o disceudenli  della  x (*). 

Si  supponga  che  m , m',  m'',  . . .;n  , p , q . .j  n' , , 9'. . . ; ec. 

formino  altrettante  serie  crescenti  e si  cerchi  da  prima  la  serie  ordi- 
nata secondo  le  potenze  ascendenti  della  x. 

Si  faccia 

y = y^x“  + + Cx^  + ec.  (a) 

in  cui  a , ^ , 7 , «0.  compongono  una  serie  crescente  di  numeri.  Sosti- 
tuendo per  y questo  valore  in  (1)  , si  avra 

(ox"  + ix'  + ex» ){Ax‘-  + £x^  + C.T> )"  . 

+(a,x"'-|-A,.v/>'  +c,x»'  +...)(v^x“+.Bx^+ Cx' ' + .)"'  + ....=  o.  (3) 

Dovendo  questa  equazione  esser  soddisfatta  da  se  , è necessario  die  per 
ogni  esponente  della  x vi  sieno  almeno  due  termini  eguali  che  si  di- 
struggano. £ siccome  è il  più  piccolo  esponente  della  serie  (a)  , è 
necessario  che  nella  (3)  sia  determinalu  in  modo  che  vi  sieno  almeno 
due  esponenti  eguali  c più  piccoli  di  tutti  gli  altri. 

Ora  è chiaro  che  siccome  i polinomi  chiusi  Ira  parentesi  sono  or- 
dinati secondo  le  potenze  ascendenti  della  x , gli  esponenti  più  pic- 
coli non  possono  trovarsi  che  fra  i prodotti  de'  primi  termini  di  cia- 
scun polinomio.  Per  conseguenza',  ridotto  ciascun  polinomio  della  (3) 


(*)  Questo  problema  , clie  Newton  risolvette  con  mia  coslriuimic  geomeirira 
conosciuta  sotto  il  nome  di  paratUhgrammo  anuUtico , fu  da  Lagrange  ridotto 
ad  una  ricerca  di  analisi  algebrica. 
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■ al  solo  primo  termine , sì  avrli 

+ /<"  o, *•'♦■  <»  + 4-  ec.  = o ; (4) 

che  è quello  staso  risul lamento  che  ti  sarebbe  ottenuto,  se  la  (1)  si 
fosse  da  prima  ridotta  a 

ax"y"  + a,x‘'y"'  + a^x*y"“  4*  ec.  = o , (5) 

ed  in  questa  si  fosse  fatto  y = Ax°^ , cioè  si  fosse  messo  per  y il  solo 
primo  termine  della  serie  (a). 

La  quistione  dunque  è ridotta  a determinare  per  a un  valore , che 
messo  nella  serie 

n + m*  , n’  + m'a. , n"  + m"*  , ec.  (6) 

renda  due  termini  eguali  e minori  di  tutti  gli  altri. 

gol.  Paragonando  nella  serie  (6)  il  primo  termine  con  tutti  i se- 
guenti , e distinguendo  con  le  « numerate  i diverti  valori  di  • che 
se  ne  ottengono , si  avrà 


n - n!" 


ec. 


(7) 


Fatto  n +mxsr-o^ , la  serie  (6)  diverrà 

, » -1-  («'  — «)  + (,m'  — m)»  , 45  + n"  — n + (m"  — m)» , ec. 

c mettendo  in  vece  di  n'  — « , n"  — n , ec.  i valori  che  si  ricavano 
dalle  (7)  , la  serie  (6)  si  cambierà  nell'  altra 

4.' , m)(»— »,),  4)+(m"— #n)(» — »,),  ec. 

Se  si  prende  per  a.  il  più  grande  de'  valori  dati  dalla  serie  (7) , qual- 
che termine  della  serie  (8)  diverrà  eguale  a w ; e tutti  gli  altri  sa- 
ranno maggiori  di  <».  lu  latti  se  si  suppone  che  a,  sia  il  termine  della 
serie  (7)  che  ha  il  più  gran  valore  , il  quarto  termine  diverrà  eguale 
ad  IV  , ed  essendo  positive  tutte  le  altre  difTerenze  {ni'  — ni)(«  — «,), 
(m"  — /n)(»  — a,),ec.,  tutti  gli  altri  termini  saranno  maggiori  di  w. 
Si  ottiene  dunque  un  valore  di  a , paragonando  il  primo  termine  (Iella 
serie  (6)  a tutti  gli  altri,  e prendendo  per  a il  più  grande  de'  valori 
che  ne  risultano. 

Fra  tutti  i valori  di  a che  possono  soddisfare  alle  due  condizioni 
richieste  quello  ottenuto  c il  piu  grande  possibile.  Infatti  ogni  valore 
di  a più  grande  di  «j  rende  positive  tutte  le  diiferenze  della  scric  (8) , 
e il  solo  primo  termine  resta  minore  di  tutti  gli  altri. 
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Per  trovare  le  altre  soluzioni  bisognerebbe  paragonare  il  secondo  ter- 
mine della  serie  (6)  a tutti  quelli  che  lo  seguono  , e fra  i valori  di 
« minori  di  quello  ottenuto  precedentemente , prendere  il  più  grande  ; 
in  seguito  paragonare  il  terzo  termine  ai  rimanenti  , ed  operare  nel 
modo  stesso  per  tutti  gli  altri.  Ma  si  rifletta  che  se  a,  è il  più  grande 
valore  di  « determinato  precedentemente  , qualunque  altro  valore  più 
piccolo  rende  i termini  » + (m' — m)f»  — »,),  ® +(»i"  — «*)(* — *.) 
più  grandi  di  lu  (m''  — m)(A  — >,)  , giacche  la  differenza  « — a, 
sarà  negativa  e maggiore  di  tutte  le  differenze  precedenti  « — , 

• — , e di  più  trovasi  moltiplicata  per  m"  — ,m  che  è maggiore 

di  tutte  le  altre  quantità  precedenti  m'  — m , rn" — m;  per  conseguenza 
si  rende  inutile  considerare  i termini  che  precedono  quello  che  ha  dato 
il  più  grande  valore  di  ».  Si  partirà  quindi  da  questo  termine  , e 
dal  paragone  fatto  con  i termini  seguenti  si  sceglierà  per  » un  valore 
ohe  sia  il  più  grande  ma  minore  del  precedente,  e si  avrà  una  nuova 
soluzione.  Partendo  nuovamente  dal  termine  che  ha  dato  questa  nuova 
soluzione  e paragonandolo  co’ rimanenti  si  otterrà  una  terza  soluzione  , 
e cosi  di  seguito. 

Si  avranno  così  per  y tante  serie  diverse  procedenti  secondo  le  po- 
tenze crescenti  d’ x , quante  sono  le  » determinate  dalle  indicate  ope- 
razioni. 

Volendo  determinare  gli  esponenti  » , ^ , y , ec.  nel  caso  che  deb- 
bano formare  una  serie  decresceute,  dev’essere  » determinata  in  modo 
che  nella  (3)  vi  sieno  due  termini  eguali  e maggiori  di  tutti  gli  altri. 
Quindi  ne’ polinomi  della  (1)  si  lasceranno  i termini  che  contengono 
la  più  alta  potenza  d’ x ; poi  per  trovare  fra  i termini  della  serie  (6) 
due  che  sieno  eguali  e maggiori  di  tutti  gli  altri  -,  servirà  lo  stesso 
metodo , ma  prendendo  per  » il  più  piccolo  de’  valori  che  somministra 
la  serie  (7)  , e uniformemente  si  procederà  per  tutte  le  serie  analoghe. 

Se  le  m , tu' , m"  , ec.  formassero  una  serie  decrescente  , dovrebbe 
procedersi  con  una  regola  inversa  , cioè  si  prenderebbe  il  più  piccolo 
o il  più  grande  de’  valori  che  somministra  la  serie  (7^  , secondo  che 
si  vuole  che  i due  esponenti  eguali  sieno  maggiori  o minori  di  tutti  gli 
altri. 

Trovato  il  valore  di  » che  somministra  due  esponenti  eguali  , la 
somma  de’  termini  corrispondenti  eguagliati  a zero  darà  l’equazione  op- 
portuna per  determinare  il  coefliuioute  A. 

Sia  per  es.  1’  equazione 

ax‘— a,a:'’y+(o,+i,x)a:'»j'*—  — a^ar’jr^szo.  (9) 

Ridotta  questa  all’  altra 

ax'  — ■“  “ (*°) 

c messo  y = Ax’^  , si  avrà  per  gli  esponenti  la  serie  seguente  : 

5,  S -f  » , \ + u*,  4»)  '7  + , ? + (jj*  (>0 
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Eguagliando  il  primo  termine  a tutti  gli  altri  si  ha 


‘.=“3, 


I 

a 


de' quali  il  più  grande  è Questo  valore  rende  il  quarto  termine  eguale 

al  primo  ; per  aver  gli  altri  valori  di  « , si  paragonerà  il  quarto  ter- 
mine con  quelli  che  lo  seguono , e si  hanno  i due  valori  — 7 , e — i , 
de' quali  il  più  grande  è — i. 

Adottando  il  primo  valore  di  a,  cioè  facendo  siccome  nel- 

la (10)  divengono  eguali  il  primo  e il  quarto  termine  , si  avrù  per 

• 

— I , 

Facendo  uso  del  secondo  valore  , cioè  y~  Ax~'  , divengono  eguali 
il  quarto  e il  sesto  termine  *,  e quindi  si  avrù  — a^A^  — a^A^  = » 1 

d'  onde  yf  = + ^ . Cos'i  si  avranno  quattro  serie  che  procedono 
secondo  le  potenze  crescenti  d'  x , cioè 


Per  trovare  i valori  di  » corrispondenti  al  caso  in  cui  è x ^ 1 , 
cioè  in  cui  la  serie  proceda  secondo  le  potenze  decrescenti  della  x,  si 
deve  prima  ridurre  l’ equazione  all'  altra 

ax'  — a,x*jr  + i.x'jr’  — d,x'<y‘*  + a^x‘’y^  — a^x*y^  = o 

e poi  fatto  y = Ax^^  , nella  serie  degli  esponenti  determinare  il  valore 
di  X che  ne  rènda  due  eguali  e minori  di  tutti  gli  altri.  La  serie  de- 
gli esponenti  è la  seguente 

5,  8 + «,  54-2»,  4 + 4*1  7 + 5»)  » + 6z, 


dalla  quale  si  ricavano  per  « tre  valori , — 3 , ^ , 5 ; i quali  risultano 

dal  paragone  del  primo  termine  col  secondo  , del  secondo  col  quinto  , 
del  quinto  col  sesto.  In  corrispondenza  di  questi  valori  si  determina  quello 

a 

del  coelEciente  A ^ e si  trova  pel  primo , A — , pel  secondo 


A=z 


c pel  terzo  A 


Quindi  si  hanno  quattro  altie 
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serie  ordiaate  secondo  le  potenze  decrescenti  d'«  , cioè 


j = — + ec.  , V = + ^ sf * + ec. , y = — *‘  + ec. 

“i  VOs'  “6 

rz.  Trovato  il  primo  termine  della  serie  , per  avere  il  secondo  si 
nell' equazione  y = Fatte  le  riduzioni  si  avrè  un'equa- 

zione tra  X ed  y'  cne  dev'  esser  trattata  nel  modo  stesso.  Perciò  pra- 
ticatevi le  riduzioni  opportune  , si  metterà  Bxf'  in  vece  di  jr'  , e si 
troverà  ^ nello  stesso  modo  tenuto  per  trovare  a.  È necessario  però 
avvertire  che  di  tutti  i valori  di  che  fornisce  il  metodo  conviene 
ritener  quelli  maggiori  di  » se  la  serie  degli  esponenti  è crescente , e 
quelli  minori 
Trovato  p 
mettendo  Cx 
terminare  i successivi  termini  di  ciascuna'  serie. 

Sia  per  es.  1'  equazione 

ax^  -P  x^y  — oy*  = o. 

Mettendo  yfar*  in  vece  d'y  si  hanno  gli  esponenti  : 3 , 3 + « , 3*  ; 
da'  quali  , cercando  il  valore  di  « che  rende  due  esponenti  eguali  e 
minori  degli  altri  , si  ricava  a = i.  I termini  che  divengono  eguali 
danno  a — a/4^  = o , d'onde  A~i.  Dunque  il  primo  termine  dello 
sviluppo  è X.  Fatto  ^ = x -p  si  ottiene 

X*  + ( — 3ox*  + X*  'jy’  — 3ox_y'*  — ay**  = o 

la  quale  si  riduce  a 

x'  — 3ox’y  — 3ay'*  — oy**  = o. 

Fatto  y'  = , si  troverò  che  i valori  di  fi  che  danno  due  esponenti 

eguali  e più  piccoli  degli  altri  sono  ^ = a , fi—i.  Ma  dovendo  esser 
fi'^a,  si  deve  ritenere  il  solo  primo  valore.  Or  fi— a dò  i — 3ajS=:o, 

1 a X*  X*  , 

d'onde  B = -, — , e Bx^  = — . Mettendo  y'  = r-  + y"  , si  avrò  la 
ia  3a  3a  •' 

trasformata 


I X nel  caso  contrario. 

si  troverò  y facendo  y'  = Bx^  + y'*  i ® P®*  p®r  y*^ 
e così  operando  con  metodo  uniforme  si  giungerà  a de- 


3ox*  -p  x’  + 


^^y"  + (3ox  + »*)/'*  + ay"*  ==  o 


nella  quale  , dopo  la  solita  riduzione  , messo  Cx'*'  in  vece  di  y*'  si 
avrò  7 = 4 1 y = I ■ Ritenendo  il  solo  primo  valore  , si  avrò 


C = 


I 


8la'  ’ 


e Cx*'=  — 


x’ 

sTi*' 
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Così  continuando  si  avrà  la  serie 

X*  3p4 


Applicando  lo  stesso  roelodo  alla  ricerca  delle  serie  discendenti , si  troTa 
jr  r=  — a — a'^or*^  — 3a^ar-^  — \^a*^x~9  — - 55a**x-**  — ec. 

» I 9 $ 1 

mi  1 I 

y=+aa?  4--a— ^aar  + - — ec. 
a 8 2 

•• 

»*  I 3»  » ^4»a 

y=— ax  + -a+-ax  + - o^x“*  + ec. 

a 8 ‘a 

9o3.  Se  un  valore  di  > o di  /3  , o di  y , ec.  rendesse  eguali  gli 
esponenti  di  tre , di  quattro  , e in  generale  di  più  di  due  termini , la 
determinazione  del  coefficiente  corrispondente  a questo  termine  delia 
serie  dipenderebbe  dalla  risoluzione  di  una  equazione  complessa  di  grado 
superiore  j e quando  non  si  può  ottenerne  il  valore  csati<  mente  , la 
d’ uopo  averlo  per  approssimazione. 

In  qualunque  caso  , anche  quando  questa  determinazione  dipende  da 
un’  equazione  binomia  , è necessario  che  la  radice  sia  reale  , affinchè 
la  serie  sia  reale.  E se  si  volesse  che  la  serie  fosse  razionale  , questa 
condizione  restringerebbe  di  molto  il  numero  de’ valori  di  y , e potrebbe 
anche  il  problema  non  ammettere  alcuna  soluzione. 


904.  11  metodo  stesso  condurrebbe  ad  ottenere  il  valore  d’^'  per  mezzo 
di  una  frazione  continua.  In  fatti  uies^o  y = , e determinati  con- 

venientemente i valori  di  » e di  , si  farà  poi  v = . Tro- 

' y' 

vata  la  trasformata  in  y' , si  farà  e col  metodo  precedente 

determinato  per  ^ un  valore  che  rende  due  termini  eguali  e maggiori 
di  lutti  gli  altri  , e con  la  condizione  che  sia  , si  farà  in  seguito 


£ cos'i  continuando  si  avrà  il  valore  d’^  espresso  in 

frazione  continua  ; la  quale  può  anche  variare  di  forma  , secondo  la 
forma  che  si  dà  alle  relazioni  dalle  quali  si  deduce. 
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ART.  II. 


Risoluzione  per  serie  delle  equazioni  determinate. 


905.  Sia 

+ + y + ^,= o (•) 

un*  equazione  qualunque  che  si  dee  risolver  per  serie. 

Si  potrebbe  a questa  equazione  applicare  il  metodo  dell'  art.  prec. 
supponendo  che  alcuno  de'  coefficienti  sia  uguale  ad  x.  La  serie  ver- 
rebbe ordinata  secondo  le  potenze  di  questo  coefficiente  , e per  poter 
rappresentare  una  radice  converrebbe  che  questo  coefficiente  avesse  un 
valore  compreso  fra  i limiti  che  rendono  la  serie  convergente.  Ma  con- 
siderando generalmente  1'  equazione  si  deve  ammettere  che  i coefficienti 
sieno  tutti  diversi  ; nel  qual  caso  la  x non  entrerà  che  in  un  solo  ter- 
mine. Per  veder  che  cosa  avvenga  in  questa  ipotesi,  si  faccia  A^—x\ 
r equazionfc  (i)  diverrà 

+ »y*-'  + ^ J'"-  + + ^,  = o , 

la  quale  si  riduce  a due  soli  termini  (n"  900)5  cioè 

per  le  serie  discendenti , e ad  ary"~‘  + A^^zo  per  le  ascendenti.  Fatto 

y = Ax"  5 sì  ha  dalla  prima  equazione  a = 1 5 e dalla  seconda  , 

• =s — ■ ■.  Pgr  conseguenza  le  equazioni  da  cui  si  determina  A 

fi  I 

saranno  A + i = o , A*-'  + A^  — o.  Queste  non  danno  per  A che 
uno  , due  , o al  più  tre  valori  reali  , e gli  altri  tutti  immaginari. 
Quindi  se  l'equazione  ^i)  avesse  tutte  le  radici  reali,  sareblrc  impos- 
sibile con  questo  mezzo  esprimerle  altrimenti  che  per  serie  iinmagin.irie. 

È necessario  dunque  introdurre  nella  (i)  la  r in  modo  che  si  pos- 
sano ottener  per  A n valori  dipendenti  tutti  da  equazioni  di  primo 
grado. 

906.  Si  supponga  perciò  1' equazione  (1)  ridotta  alla  forma 


m,  m m<  , rn  . . 

‘*.vy»+“i®  y""'+o.*  *y’"’+«5®  . .+o,_,x  y+n„x  " = o.  (a) 

. Fatto  y — Ax’^ , si  ha  la  serie  degli  esponenti 

«*,  (n— («  — 2)»-|-m,,  (n  — m„. 

Paragonando  il  primo  valore  con  tutti  gli  altri  , poi  il  secondo  con 
lutti  i rimanenti  , poi  il  terzo  coi  rimanenti  , ec. , si  hanno  per  « le  n 
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"»,  > — . 
1 

3 ’ 4 ’ ’ 

m, 

n 

TOj  — m, 

"‘4  — 

m, 

m,— m, 

a ’ 

3 

> 

n — 1 

"‘3  — > 

rzz . — 

"‘3  — 

0 ’ 

>• 

i (3) 


n —1 


ec. 


Aflìnchc  da’  valori  di  » contenuti  in  queste  serie  si  possano  per  A otte- 
ner valori  dipendenti  da'  equazioni  di  primo  grado  , e necessario  e basta 
che  in  ciascuna  il  primo  valore  sia  maggiore  di  tutti  gli  altri.  Secondo 
questa  condizione  deve  aversi 


''«5<5"«,  , ec. 

"'s— m,), 

ni4— /n,<3(//ij— m, 

,)i  »«, 

.)i  wJ3-”‘,<3('n,— ni 

n*4— n«*<a("‘,— 

ovvero 

"«.<4'".  1 

nijS^Sni,  , ec. 

— ^"*1  5 

m,<2OTj  - m,  , 

'»5<4"*ì— 3ni,  , cc. 
nij<3m, — , ec. 

nis  , cc. 
ec. 

Or  si  vede  facilmente  che  in  queste  ineguaglianze  basta  che  in  ciascuna 
colonna  verticale  sia  verificata  1’  ultima  per  verificarsi  tutte.  Dunque 
basta  che  sia 

m,<zm,  , m,  , , m5<am,j— nij  , cc. 

Siccome  questi  esponenti  debbono  esser  numeri  interi  , si  vede  clic  il 
massimo  valore  che  può  ad  essi  attribuirsi  sarò 

— 1 , — 1 , — m,-l  , mjrsamj-m,-! , cc. 

e mettendo  in  ciascuna  eguaglianza  il  valore  degli  esponenti  precedenti,  sarò 

— I,  nij=3m,— 3,  nt^=z^m, — G,  — io  , ec. 
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Ora  i numeri  che  entrano  nelle  espressioni  di  questi  esponenti  formano 
la  serie  de’ numeri  figurati-  di  secondo  ordine  (n°  564;  la  quale,  sic- 

(xune  comincia  dall’indice  a,  ha  per  termine  generale 

Dunque  prendendo  per  m,  un  valore  arbitrario  m , 1’  esponente  d’  x 

nel  termine  (jk  + i ).»'"•  sarà  ìtm-^— —=::km  — ; e la  (a)  di- 

verik 


ojr*  a,ar"_y^*  + + . . . . 

+ i y>-*  + + o^— «,  = o.  (4) 

l'ale  è la  forma  che  bisogna  dare  alla  (i)  affinchè  si  possano  ottenere 
per  A n valori  dipendenti  da  equazioni  di  primo  grado.  Applicandovi 
>1  metodo  del  n"  900  , si  avranno  per  y tante  serie  diverse  quante  sono 
le  radici  della  (i). 

907.  Fatto  perciò  yrix.Ax’’ , la  serie  degli  esponenti  diverrò 

na,  (« — i)«4-m,  (rt-a)*+ani-i , (n  3)«4-3m-3,  (n-4)»+4«**65  ec.  (5) 

e gli  n valori  di  • che  danno  due  esponenti  fra  loro  eguali  e mag- 
giori degli  altri  , secondo  la  condizione  assunta  nella  serie  (3),  saranno 
quelli  che  si  ottengono  paragonando  il  primo  termine  al  secondo  , il 
secondo  al  terzo  , il  terzo  al  quarto  , ec.  \ il  che  dar'a 

•,=rm , «,=m— I , «5=m— a ....  «j=m — {k — i) , — i , ec.  (6) 

Adottando  il  primo  valore  si  ha  1'  esponente  del  primo  termine  eguale 
a quello  del  secondo  , e maggiore  di  tutti  gli  altri  j col  secondo  va- 
lore divengono  eguali  gli  esponenti  del  secondo  e del  terzo  termine  e 
nel  tempo  stesso  maggiori  degli  altri  ; e in  generale  prendendo  per  a 
il  valore  , gli  esponenti  de’  termini  corrispondenti  agl’  indici  k — 1 
e k diverranno  eguali  e maggiori  degli  altri.  In  fatti  questi  due  espo- 
nenti sono  : 


,,  . (k — i)(k  — 2)  . , . , — 0 , 

{k — i)m — ^ — -+(«  — ^ + i)»5  km — i + («~Ar)» 

h( Jc  ~ I ^ 

i quali  si  riducono  ad  na  \ I due  tenniui  corrispondenti 

a 

daranno 


at-tyi  + o.  o , da  cui  A =. . 

* ’ 04-1 


Quindi 


r = — + ec. 

04-1 
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Si  avverta  che  mentre  gli  esponenti  determini  corrispondenti  agl’in- 
dici k — lek  divengono  eguali  e maggiori  degl’ altri  , quelli  corri- 
spondenti agl'indici  k — 2 c i + i divengono  pure  fra  loro  eguali  ma 
inferiori  ai  primi  j quelli  de'  termini  corrispondenti  agl'  indici  k — 3 
e A 4*  3 saranno  pure  eguali  ed  inferiori  ai  secondi  ; ed  in  generale 
tutti  i termini  ad  egual  distanza  da'  due  primi  avranno  esponenti  eguali 
ma  inferiori  a'  precedenti  ; e se  / indica  un  numero  inferiore  o eguale  a 
k , i termini  che  hanno  esponenti  eguali  corrispouderanno  agl'  ìndici 

k-l  e Se  n è numero  impari  , e k — — ^ , tutti  i 

termini  a due  a due  avranno  esponenti  eguali  , cioè  il  primo  e l’ulti- 
mo , il  secondo  e il  penultimo  , cc.  In  tutti  gli  altri  casi  resteranno 
alcuni  termini  isolati  , ma  con  esponenti  sempre  minori  de'  precedenti. 

Se  nella  (4)  si  mette  y — Ax’^  + svra  una  trasformata  in 

y* , nella  quale  facendo  y’  ■=.  Bx^  si  determineranno  B e ^ con  la  re- 
gola generale.  E così  proseguendo  si  avra  una  serie  la.  quale  rappre- 
senterb  uno  de’  valori  d’  y propri  a soddisfare  all’  equazione  (4)- 

Per  aver  la  radice  della  (i)  basterà  in  questa  serie  fare 


«5 


_ A. 


ec.  , 


e la  X scomparirà  da  ogni  termine  ; il  che  equivale  a fare  xz=i , e a 
cambiare  le  a in  A. 

Da  nna  stessa  formola  si  possono  ricavar  tutte  le  n radici , facendo 
k — i,  3,  3 , . . . . n } ma  forse  giova  meglio  ne' casi  particolari  tro- 
varle separatamente. 


908.  Sia  per  cs.  1'  equazione 

ny'  + ky  + c o. 

Questa  si  cambierà  in 

(ty‘  + ixy  + ex  =:  o. 


(7) 


(«) 

Fatto  y =■  Ax“  si  banno  per  « i due  valori  « =:  i , a=ro.  Facendo 
uso  del  primo  valore,  si  ha  A . Sostituendo  nell’ equazione  (8) 


y=~-+y',  si  ha 


ay''  — bxy'  -p  ex  “ o 


(9) 


dove  messo  Bx^  in  vece  ù' y'  , si  trova  i , jS“o.  Si  adotterà  il 
secondo  valore  percliè  dev’ esser  e il  paragone  del  secondo  ter- 
mine e del  terzo  darà  .B  = ^ , e quindi  , j' = ^ Sostituito 

<|ncslo  valoic  nella  (9)  si  olliene  «r''’  + — l/x'^‘"  + 

45 
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clic  per  la  data  regola  si  riduce  a 

ajr"'  — bxy"  + = o. 

£IC*  , 

Melieodo  Cx'^  in  vece  di  y"  , si  ha  y = — i d’odde  C=^-^.  Cosi 
continuando  , si  trova  la  serie 

h c <ic*  la'c^  5a*c'*  , . 

^ - à*  + ì + + “F- 


la  quale  sonaministra  una  radice  della  (7)  facendo  a;=  i. 

Adottando  1’  altro  valore  « = o , e proseguendo  il  calcolo  allo  stesso 
modo  f si  ha  la  seconda  radice  che  è 

c oc'  3a'c^  Sa’c'*  i4a'*c* 

^ — ~ b~V  V b~ 

909.  Si  è detto  che  ciascun  valore  di  » compreso  nella  serie  (6) 
serve  per  determinare  una  radice.  Ma  se  il  coefficiente  corrispondente 
all'  ìndice  Àr  è zero  , allora  le  due  radici  corrispondenti  ai  valori  , 
e Si.,  non  potranno  esser  determinate  j imperocché  si  ha  nel  primo 

caso  , A = — = o ; e nel  secondo  , A = — = co.  Quando  ciò 

oi-i 

avvenga  si  far'a  y =:  z + h , e si  avrà  una  trasformata  in  z nella  quale 
riconiparir'a  il  termine  mancante.  Ottenuto  il  valore  d’y  in  funzione 
di  ò , si  potr'a  dare  ad  h quel  valore  che  rcuder'a  la  serie  piu  con- 
vergente. Così  se  si  trattasse  dell'  equazione 

Ay'  + C=o, 

fatto  ^ z 4-  7i  , si  avrà 

az*  + is  c = o , 


(io) 


essendo  a=zA  ^ b^zaAh  , c=:Ah'  + C.  Messi  questi  valori  nelle 
serie  precedenti  , si  ha 


+ C A{Ah' 


+ cy 


4.  PC. 


Ah'  -J-  C A{Ah'  + cy  o.A'iAh'  + C'f 
iAh~  Z^iA'lc' 


oc. 


dove  si  potrà  fare  /i  = l. 

910.  Lo  stesso  metodo  conduce  ad  ottenere  le  espressioni  delle  radici 
sotto  forma  di  frazione  continua.  Imperocché  ridotta  1'  equazione  , p^f 
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la  introduzione  della  x , alla  torma  (4)  e determinato  il  valore  del 

termine  ^ si  fara  poi  j e sulla  trasformata  in  y'  si 

opererà  a tenore  della  regola,  determinando  convenientemente  i termini  da 
ritenersi  in  ogni  trasformata  secondo  che  si  debbono  conservare  quelli 
che  contengono  il  massimo  esponente  o il  minimo. 


gii.  Non  solo  il  metodo  delle  frazioni  continue  , ma  liuelli  in  ge- 
nerale che  servono  per  dare  il  valor  delle  radici  per  approssimazione 
si  possono  ravvicinare  a quelli  che  danno  per  serie  l’espressione  della 
radice. 

Rappresentando  per  f{^x)=:o  l'equazione  data,  il  metodo  di  New- 
ton. ( n°  763)  prescrive  di  fare  * = a -pj  , essendo  a un  valore  ap- 
prossimato della  radice  che  si  cerca.  Si  tratta  allora  di  ricavare  dal- 
r equazione  f(a-^y)  = o il  valore  d'j  in  una  serie  ordinata  secondo 
le  potenze  diy(a).  Facendo  per  maggior  semplicità yTa)=»>,  e rappresen- 
tando per  ec.  le  derivate  successive  ai  <«  o di  /(a)  , sarà 


« + <»!>•  + + ec.  =r  o.  (il) 

Supposto 

y A»  Bv*  -p  C®*  + + ec.  (la) 

in  cui  , (7  , , ec.  son  coeflìcienti  da  determinarsi,  si  sostitui- 

scano in  (li)  le  diverse  potenze  d’/  ottenute  dalla  (la)  ; ed  eguagliando 
a zero  i coellìcienti  delle  diverse  potenze  d’y  (n"  4*^7) > **  olticnc 


Ax)'  -f-  1 = o , Bv'  -p  ~A'x"  — o,  Cm'  ABx*' ^A'A"  — o ^ ec. 


d’onde  ricavando  i valori  di  A,  B,  C,  ec.,  sostituendo  in  (8)  e ri- 
mettendo per  y il  suo  valore  x — <1 , si  avrà 

qta.  Secondo  il  metodo  di  Bernoulli  ( n°  776  ) per  trovare  il  va- 
loro  d’  V bisogna  sviluppare  la  frazione"^..  . secondo  le  potenze 

+:r)  . . j „ 

d’ y ; e chiamando  due  termini  successivi  della  sene, 

T 

r espressione  ^ — convergerà  verso  y- 

Per  far  conoscere  come  questo  metodo  comprenda  il  precedente  si 
consideri  la  funzione  frazionaria 


t — x +y(x) 


= + ec. 


(•4) 
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in  CUI 


f[x)  = + ^5*'  + «=• 

,(*)  = £„  + B^x  + Bx'  + jBjx’  + ec. 

Si  traila  di  trovar  l’espressione  generale  di  T^. 

Secondo  la  legge  dello  sviluppo  delle  funzioni  , rappresentando  per 

( ^ A ( i , cc.  le  derivate  rispetto  a r di , si  arra 

Vt  — x/  ’ V — X/  t — X 

t_x+/(x)  i—x^\l—xy'^^^Al—xJ-'^^  i.At—x) 

+ ec.  (i5) 

Ora  si  ha 

tS  =(?  + ^ + S +F  + )• 

Facendo  il  prodotto,  si  trova  che  il  termine  corrispondente  all’indice  n c 

A + £;  + Ì.+£!-+ +£■>■. 

t-'  £—  t r 

Questo  termine  può  essere  rappresentato  per  x"  , purché  si  con- 
venga di  ritenere  solo  i termini  che  contengono  t al  denominatore. 
Siccome  f(x').b{x')  da  una  serie  della  stessa  forma  di  ^(x)  , si  vede 
. . ■ 

facilmente  che  il  coefficiente  di  x’  nello  sviluppo  di  — - è 

identico  con  1’  espressione  prolungando  lo  sviluppo  di  ^/)  f{t) 

fino  al  termine  che  contiene  t".  E prendendo  le  derivale  rispetto  a / , 
il  coefficiente  di  x"  proveniente  dallo  sviluppo  di  ( — - — ^ ) sara 

rappresentato  da  £ — — — — j . 

Per  la  stessa  ragione  si  trova  che  il  coefficiente  di  x’  nello  sviluppo 
di  gjr'a  espresso  da  '® 

tre.  Si  avra  dunque 


7._K0  . /K0-/(0x'  v^W/C0*V'  4. 


+ cc. 
(.6) 
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ricordando  di  non  ammellere  in  questa  espressione  che  i termini  che 
contengono  t al-  denominatore. 


9i3.  Si  osservi  che  siccome  prendendo  le  derivale  rispetto  a < si  ha 

/ 

\t—x+f{x))~  V— ®+/(a:V  {t—x+f(x)y' 

ec. 

dall'  espressione  (i6)  si  può  ricavare  il  coefUciente  di  x"  nello  svi- 
luppo di  ^ , di  7 . , ec.  Indicando  per 

T/  , TJ'  , , .ec.  le  derivate  di  7\  , questi  coefficienti  saranno 


T'  t T"  

•*»  > „ > 


2.3 


E per  aver  dalla  (i6)  i valori  di  TJ  , TJ' , ec.  Lasier'a  aggiungere 
ai  termini  che  lo  contengono  un  tratto  , due  tratti  , ec. 

?i4.  Sia  ora  ^(xì  = i — y^(x) , cioè  eguale  alla  funzione  derivata 
denominatore  col  segno  cambiato.  Sostituendo  nella  (i6)  si  avrà 


^-/(o ^ ^ v/(o ’-/'w/(o\" 


Ora  si  ha 


•)  + 


ec. 


(f#y=(i)/(o+^®. 


. ./(orto 


in-i 


e quindi 


Falle  le  riduzioni  , e scrivendo  per  semplicità  n — i in  vece  di  n , 
si  ha 

r_.=t-  + (<-")'/(0+  ^[('-O70r]  + 

(*7) 

Or  se  a , ) r ) sono  le  radici  dell'  equazione 

l — X +/(.v)  = O , 
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si  ha  ( u°  616  ) 

» -n-)  j . + .C 

t — X + /(x)  » — X ^-x  y — X 

e il  coefficiente  di  x*-‘  nello  sviluppo  di  queste  fiazioiii  c (n°  617)  i 
perciò  si  avrà 

1 « » . rr, 

— + "t;  ~ + ec.  — /«-I  ■ 

a fi  y 

Si  avverta  che  se  a t~"  si  sostituisce  una  funzione  (ni:iluii(|iie  di  / , 
supponendo  p = , si  avia  il  tenninc  generale  della  funzione 

■ ( * f (^) ) ^ funzione  intera  c razionale  d’x. 

^ +/W  „ . , 

111  questo  caso  , latto  J(t'j  = (/  , si  lia 

r,_.  = P+P’q+'-  ÌpY)'  + ^ ip'q'r  + ec.  (iH) 


Ora  se  si  rappresenti  per  Flp)  questa  serie  e por  I'\P)  <|uella  che 
risulta  cambiando  p in  P , essendo  P uti’  altra  funzione  di  < diversa  da 
p , dico  che  Sara 

F(j.)  X F(P)  = F^Pp). 

In  efletti  facendo  il  prodotto  delle  due  serie 


p + p'q  + + ec.  , 

P + P'q  +^{P'q')'  + ^iP’q'T  + 5 • 

si  trova 

pp + {P'p+Pp’)q + l[(^PY)'p  + (.p'ryp  + ^p'p'r  J + 

Ora  si  ha 

iPp)'  = P'p  + Ppf  , {P'q')'  = P"q'  + ^P'q'q  i 

dunque 

{P'q'yp  + {p'q')'P-^'^P'p'q'={P"p-\-p"P-^^P'p')q'+-^{P'p-\-pP)qq’ 

=WV +>WV7'=[(W7’J'- 

l’cr  conseguenza  si  avra 

k 

F{p)  X F{P)  = Pp  + {Pp,'q  + 1 1 Ppyq^]'  + ec. 
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clic  è una  serie  simile  alla  (i8)con  la  sola  difTcrenza  che  vi  sta  P/>  it> 
vece  di  p. 

Se  dunque  si  fa  Pp  — si  avrà 


d’  onde 


F{j,).F{P)  = F{Pp)  = F{R), 


cioè  il  quoziente  di  due  funzioni  simili  alla  (iS),  die  contengono  due 
funzioni  diverse  R e P , c anche  una  funzione  simile  che  conterrà  il 
R 

quoziente  — . 

Nella  formala 


^ ~ ^ + cc.  =/i  + p'q  + \{p‘q'  y +Q  (/</’)"  + ec. 

le  funzioni  del  secondo  membro  sono  limitate  a' soli  termini  che  con- 
tengono t nel  denominatore.  Ma  se  n c graiidissiinu  , si  può  supporre 
che  p c q contengono  t solo  nel  denoniinalorc  ; e questa  supposizione 
tanto  meno  sara  lontana  dal  vero  quanto  piu  grande  è n.  Allora  , se 
a b la  più  piccola  radice , rimettendo  per  p e q i loro  valori  , sarù 

i + ec.  (.9) 


In  questo  caso  la  serie  del  secondo  membro  dev'  esser  continuata  al- 
r iniinito  , cioè  nelle  funzioni  p e q si  riterranno  tutti  i termini. 


Nella  stessa  supposizione  di  n grandissimo,  il  quoziente  di  A;  per  — ^ 

SÌ  Otterrà  mellendo  nella  serie  (19)  iu  vece  di  il  quozienle  5 
e quindi  sarà 


+(oy(o  + ì[(07(o*]'  + ^^[(oyco’]"  m 


fji'inola  che  db  non  solo  la  più  piccola  radice  , ma  anche  una  sua 
potenza  qualunque. 

qió.  Sia  r equazione  indeflnila 

A — Bj:  -f-  Cx'  — Ux^  + Ex’'  — Fx'^  + cc.  = o (ai) 

la  quale  , fatto  ^ = n,  ^=c,  ^=</,ec.  si  mette  sotto  la  forma 
a — .T  -J-  c.v‘  — dx'‘  + ex'>  — Jx’  + ec.  r=  o.  (aa) 
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r = a , f{x)  = c*’  — + ex'»  — /x*  + cc. 

Quindi 

/(O  —fifl)  — — /«“  + ec-  > 

f{a.y  — c'a'*  — icd.a*  + {tl'  + 2ce)«®  + ec.  , 

y(a)*  =r  c’a®  — Zc'da’  + ec.  , _/’(«)'•  = — ec.  , ec.  ; 

moltiplicando  per  {ay  = ra'’-'  , poi  prendendo  le  derivale  rispetto  ad 
a , sostituendo  nella  (20)  e cambiando  « in  x , si  ha 


x'  = ^o’’  + ra'^’  (c  — od  + a*e  — à'f  + ec.  ) , 

T 

+ (r+4)aX  2crf+(r+5)a*(r/’+2ce)— ec.], 

+ 5)(»-  + 4)c*-(r  + 6Xr+5)aX3cV  + ec.], 

+ 57^“'*-'[(''  + 7)(''ì+6Xr+  5)c*  — ec.]  + cc. 

Facendo  r—x,  si  ottiene 

x a + ca*  + (ac*  — </)a’  + (5c^  — Sed  + e)a^  + cc.  (a4) 

Se  io  questa  formola  si  scrive  rispettivamente  2,  — c,  — d,  ec. 
in  vece  di  a , c , , c , cc.  si  ritrova  la  forinola  (5)  del  n°  584- 
■ Si  avverta  che  per  rimettere  nelle  forinole  (aS)  e (24)  i coellicienti 
deir  equazione  (ai)  , basta  dividere  ciascun  termine  per  quella  potenza 
di  b che  rende  1’  espressione  omogenea  e di  grado  sero.  Si  ha  così 


(25) 


dove  si  potranno  , se  si  vuole  , cambiar  le  lettere  piccole  in  grandi. 
gi6.  Se  si  trattasse  dell’equazione  di  secondo  grado 


« — ix  + ex*  :=  o , 


facendo  nella  formola  precedente  d — o 
a ca*  2c’n* 


, c = o , cc.  si  avrebbe 
5c'a‘» 

-,r  + 
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Cambiando  a in  c e c in  a , non  che  il  segno  di  b si  ritrova  la  for- 
roola  (io)  ottenuta  per  tiitt'  altra  via. 

917.  La  forinola  (a5)  può  essere  applicata  alla  determinazione  del 
valore  d’  y nell'  equazione  (7).  In  efietti  se  si  fa 


si  ritrova  la  formola(l3);  il  che  stabilisce  una  mirabile  corrispondenza 
tra  due  metodi  che  sembrano  a primo  aspetto  diversissimi. 
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CAPO  XIV. 


RISOLUZIONE  GENERALE  DELLE  EQUAZIONI. 

ART.  I. 

Equazioni  binomie. 

qi8.  Sia  r equazione  binouiia 


in  coi  p c numero  primo.  Basla  per  l' oggello  proposto  eoiisidcrar  questa 
sola  come  quella  da  cui  dipende  la  risoluzione  di  tutte  le  altre  (u°  sU'j). 
Dividendo  il  suo  primo  membro  per  x — i si  ba  1'  equazione 

xP-'  + xP-‘  + + ....  + 1=0,  (a) 

che  ba  le  radici  tutte  immaginarie.  Rappresentando  per  runa  di  esse, 
le  radici  della  (i)  saranno  ( n°  a5u  ) i diversi  termini  della  serie 

r'  , r’  , r*  , r* (3) 

Si  è detto  (11“  7^3)  che  1' equazione  (2),  perchè  reciproca,  poteva 
ridursi  al  grado  ; e nel  n°  731  si  è fatto  osservare  che  1’  indi- 

cata riduzione  dipende  dalla  relazione  che  esiste  fra  le  radici,  la  quale 
permette  di  poterle  riunire  a due  a due.  Ma  altre  proprietà  di  queste 
radici  presentano  novelle  riduzioni  sul  grado  dell' equazione. 

Sia  g una  radice  primitiva  di  p (n°  83o)  ; i resti  che  danno  le  po- 
tenze 

g°  ì g'  , g'  ì ì b‘' g^'  (4) 

allorché  si  dividono  per  p comprendono  tutl'  i numeri  naturali  da  1 
siuo  » p — 1 , ma  disposti  con  altro  ordine.  E se  si  fa  g' =Ep-\-a  , 

i 

siccome  r'’  = i , sarà  r'  = r“.  Perciò  alla  serie  (3)  può  sostituirsi 


la  seguente  : 

I a 3 4 ^a 

r , rS  7^  , r» r’’  > iP) 

la  quale  conterrò  parimente  tutte  le  radici  della  (a).  Orse  p — i = kl 


essendo  k numero  primo  , la  serie  (4)  potrà  dividersi  in  k periodi  di  l 
termini  ( n°  835  ).  Quindi  anche  i termini  della  serie  (5)  si  potruniio 
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dividere  in  k periodi  di  l termini.  Prendendo  la  somma  delle  radici 
appartenenti  ad  nii  periodo  , questa  funzione  non  sarà  suscettibile  che 
di  k valori  diversi  , e perciò  dipenderà  da  un'  equazione  di  grado  k. 
Rappresentata  per  y questa  funzione  e per  y^  j y,  > J's yt  * 

’ I a 

diversi  valori  secondo  che  il  primo  termine  del  periodo  c r*  j ° 

0 r*  . . . o r*  , si  avrà 

I ivi-  14>t 

J".  + »•'  + '■'  + +r'  , 

a a+1^  9*zt  *■*7— i)è 

y,  = r^  + + r'  + + , 

ec. 

Osservando  che 

y,  + y.  + yi+ + .>'r  = — j > (6) 

r equazione 

y + f~'  + M^y^~'  + + il/j  = o (7) 

potrà  rappresentare  quella  da  cui  dipende  la  funzione  y , cioè  che  ha 
per  radici  y^  , y^  , y^ _y,,  I cueliicienti  esscn<lo  funzioni  invaria- 

bili della  radici  della  (2)  si  determineranno  facilmente  (11”  621). 

Sia 

x'  — -b + F,  = o (3) 

r equazione  che  contiene  solo  le  radici  appartenenti  ad  un  periodo.  È 
chiaro  che  conoscendo  i valori  y,  ^ y,  ■ •••Fi  della  funzione^  si  po- 
tranno determinare  ( n°  653)  quelli  delle  altre  funzioni  che  costitui- 
scono i coefGcieiiti.  Quindi  la  risoluzione  della  proposta  si  è ridotta  a 
quella  di  k equazioni  della  forma  (8)  ; cioè  ad  un'  equazione  di  grado 

1 i cui  coeiTìcienti  dipendono  da  un'  equazione  di  grado  k. 

Se  l non  è numero  primo  , sia  l — VI’ , essendo  V il  più  grande 
numero  primo  contenuto  in  /.  Allora  ogni  fattore  rappresentato  dalla 
(K)  potrà  scomporsi  in  P fattori  coi  coefiicienti  dipendenti  da  un’ equa- 
zione di  grado  V, 

Sia  z una  funzione  eguale  alla  somma  delle  l'  radici  contenute  in 
un  periodo  , c sieno  z,  , Zi-i  , ec.  i diversi  valori  che  riceve  questa 

funzione  secondo  che  il  periodo  comincia  da  r*  , da  , ec.  in  mo- 
do che  si  abbia 


» !♦(/'— i)it‘ 

z,  = r'  -4-  r*  + + 


e cos'i  per  gli  altri.  Siccome  V periodi  di  l'  termini  compongono  un 
(icriodu  di  l termini  , 1'  er]uazione  da  cui  dipende  z può  essere  lap- 
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prcscnlata  in  generale  da 

s*'  — + + Ni'  ~ o.  (<>) 

Ora  avendosi  ' 

y I ~ "l"  3,*it  4"  • • • • + , 

= 3,  + *•»*  + Sj*it  + ....  4-  S2.(t  _,)t  , 

= Zj.  + *,j  4"  -jt  + • . . . + at'i  j 

per  mezzo  de’  valori  conosciuti  di  , y, . . . . si  potranno  (n°  653) 
deterniimire  con  e(|irizioni  di  primo  grado  tutte  le  altre  funzioni  da 
cui  dipendono  i coel6eienii  dell’  equazione  (9)  j quindi  per  ogni  valore 
d’ j messo  nella  (9)  si  avranno  i corrispondenti  valori  degli  altri  coef- 
ficienti. 

Sia  in  generale 

x>'  — sx'  -'  4-  Z^x‘  -'  4.  ....  4-  Zr  = o ; (10) 

r equazione  che  contiene  le  V radici  appartenenti  ad  un  periodo.  Le 
funzioni  Z,..f  Zv  avendo  lo  stesso  numero  di  valori  della  i si  po- 
tranno determinare  da  queste  per  mezzo  di  equazioni  di  primo  grado 
(n°  653);  quindi  per  ogni  valore  di  z vi  saranno  i corrispondenti  va- 
lori degli  altri  coefficienti  , e l’equazione  proposta  si  troverà  scompo- 
sta in  kW  fattori  della  forma  (10)  , quanti  precisamente  sono  i valori 
della  funzione  z. 

Sia  ancora  C •—  k'H"  ; si  dimostrerà  similmente  che  ogni  fattore  (io) 
di  grado  P si  scomporrà  in  k!'  fattori  di  grado  V . Se  dunque  i<  rap- 
presenti la  somma  delle  radici  appartenenti  ad  un  periodo  di  P'  radi- 
ci , questa  funzione  dipenderà  da  una  equazione  della  forma 

id"  — z«*'-‘  -t-  4-  ....  4.  Pf  •■=  o (li) 

in  cui  tutti  i coelTicienti  possono  esser  determinati  per  mezzo  di  z.  Al- 
lora l'equazione  (2)  si  risolverà  in  kVkf  iàltori  di  grado  P',  uno  de’quali 
avrà  la  forma 

— i/x^-'  -J-  Z7,x'"--'  -f- 4-  Ur  — o.  (12) 

Così  proseguendo  , siccome  p — i è numero  pari  , si  dovrà  finalmente 
arrivare  a un  periodo  di  due  termini,  l'er  fissar  le  idee  sia  P' — hk'". 
Chiamando  t la  somma  delle  due  radici  appartenenti  ad  un  periodo  , 
questa  funzione  dipenderà  da  un’equazione  di  grado  P"  che  può  esser 
rappresentata  da 

4-  + 4-  Qt”  = o.  (i3) 

Or  siccome  le  due  radici  componenti  un  periodo  sono  reciproche 
( n"  y36),  i fattori  di  secondo  grado  ne’ quali  resta  scomposta  1’ c- 
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quazionc  proposta  saranno  della  forma 

x'  — /j  + 1 = o.  (i4) 

Si  vede  dunque  che  il  valore  d’  x si  ottiene  dalla  (i4)  clic  c di 
secondo  grado  , la  quale  dipende  dalla  (i3)  che  è di  grado  h'  ' , questa 
dipende  dalla  (ii)  che  c di  grado  ìt'  , e questa  dalla  (8)  di 'grado  A', 
la  quale  infìne  dipende  dalla  (8)  di  grado  A , e i cui  coeflicienti  sono 
dati  immediatameute  dall'  equazione  proposta. 

919.  Dalle  premesse  considerazioni  rimane  stabilito  il  seguente  fa^ 
moso  teorema  dovuto  a Gauss. 

Teorema.  La  risoluzione  di  un’equazione  binomia  di  grado  es- 
sendo p numero  primo  e p — 1 = . . . . , si  riduce  alla  riso- 

luzione di  n equazioni  di  secondo  grado  , x equazioni  di  grado  a , ^ 
di  grado  A , y di  grado  c , ec. 


gao.  Le  proprietà  che  hanno  le  radici  della  (i)  , di  potersi  ripro- 
durre mediante  le  potenze  di  una  sola  di  esse  , permette  di  poter  ot- 
tenere le  equazioni  di  riduzione  con  maggior  facilita  di  quella  che  of- 
frono i melodi  generali  citali  ne’  n'  precedenti. 

In  fatti  sieno  due  periodi  di  l termini  , essendo  p — ì z=  hi. 

Fallo  per  semplicità  g'*  = o , , sarà 

i li  3i  (/-i)i 


J-.  = r“  + r"»  + r’f  +r‘'‘ 

+ • * • 

.+ 

y^=r^  + A*+  A’V  a 

3k 

+ ... 

Moltiplicando  queste  due  espressioni  fra  loro  , il  prodotto  y^y^  si 
comporrà  di  /’  termini  , i quali  ordinati  cotivenicnteinenle  formSrnnno 
l periodi  , ciascuno  di  l termini.  Ma  per  vedere  con  maggior  pron- 
tezza la  composizione  di  questi  periodi  , si  può  nella  moltqdicazione 
da  farsi  seguire  un  cammino  particolare.  Siccome  le  serie  sono  rien- 
tranti , si  può  alla  serie  y^  far  percorrere  l’ intero  giro , in  modo  che 

da  prima  abbia  per  primo  termine  / , poi  passi  per  primo  ter- 

, ^ _ ...  A 

mine  e r per  ultimo  , e cosi  si  proseguirà  finche  si  trovi  r ^ per 
primo  leriniue.  lii  ciascun  passaggio  si  farà  il  prodotto  de’  termini  che 
si  corrispondono  verticalmente  ; e tutti  (|uesli  icrinini  formeranno  un 
periodo.  Cosi  (piando  sarà  compiuto  il  giro  , si  saranno  oltenuli  l pe- 
riodi , della  forma 


P + + 


+ P" 


in  cui  per  f bisogna  sostituire  le  seguenti  potenze  di  r; 

t it  (/-i)i 

^ ^ q-  . . . . ^ r*'*»  (i5) 
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Or  siccome  non  si  possono  fure  che  k periodi  di  l termini , e miti 
questi  periodi  sono  quelli  indicati  da  ,y  , j-j v,  , perciò  al- 

cuni periodi  si  troveranno  ripetuti;  e se  negli  esponenti  della  serie  (i 5) 
si  trova  l’esponente  zero  , vi  sarh  ancora  il  periodo  composto  di  l ter- 
mini eguali  ad  r.  Perciò  si  avrq  in  generale 

= + +^»r.  •••.  + ^tyt  (*6) 

essendo 


-^o  + -^1  + + ^5  + A^zzzl. 

Nei  casi  particolari  si  determinano  facilmente  i coefficienti  , A ^ , 
A A^  ; perciò  che  conoscendo  la  serie  de’ resti  , sarà  facile,  esa- 

minando i resti  che  danno  gli  esponenti  della  serie  (i5),  vedere  quanti 
se  ne  trovano  appartenenti  al  periodo  y , quanti  ad  y,  , ec.  , e fi- 
nalmente quante  volte  può  incontrarsi  il  resto  zero. 

Moltiplicando  la  (i6)  per  un  altro  periodo  y^  , si  avrà 

e siccome  ciascun  prodotto  di  due  periodi  si  riduce  alla  forma  (ifi)  , 
si  vede  che  qualunque  prodotto  o potenza  de’ periodi  , y, , y,  ..y^ 
si  riduce  sempre  ad  una  espressione  della  forma  (i6). 

gal.  Se  dunque  si  ha  una  funzione  intera  delle  y,  > j - • -yi  i 
o solamente  di  alcune  di  esse  , che  può  rappresentarsi  per 

Kd'.y.ys y»)  5 

si  potrà  fare 

Ky.r.d’s- • • ■/*)  = ^a^  + ^.d'.+'^.y.  + ^sds  + ----  +^tyt-  (>7) 

Questa  eguaglianza  sussisterà  se  si  aumentano  tutti  gl’indici  delle  y di 
una  quantità  qualunque  i , perche  ciò  corrisponde  a scrìvere  neiruno 

e nell’  altro  membro  in  vece  di  r.  Per  conseguenza  se  agl’  indici 
si  fa  percorrere  tutta  la  serie  de’  valori  che  possono  ricevere  , si  avrà 

= + '^,y,  +^  yi  ---+^iy, , 

• • -y,)=^J  + ^.ys  + • • • + ^ty.  > 

(>«) 

^yiy^y, — yt-<)='tJ+  + ^.y,  + ^^y, — + 

Sommando  le  (17)  e (|8)  e rappresentando  per  S^(y)  la  somma  de’ primi 
membri,  e tenendo  conto  della  (5),  si  trova 

= '1M -A,-A,~A,~ - X,.  (.9) 
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Se  la  funzione  f fosse  simmetrica  , allora  la  (i^)  non  cambiando  di 
forma  quando  si  permutano  fra  loro  le  y , dovrà  essere 
A ^-=1  A ^ = = ^ quindi 

\{y "fi  — (*«) 

Per  mezzo  di  queste  formule  sarà  facile  trovare  i valori  de’  coefiì- 
cieuti  deir  equazione  (7). 

già.  Dippiù  questa  equazione  gode  della  proprietà  che  conoscendo 
una  sola  radice  si  possono  conoscer  tutte  le  altre.  In  effetti  rappresen- 
tando per  y la  radice  indipendente  e per  j J’s  • ■ ■ - /t 
hanno  le  equazioni 

0 = 1 + + J',  + J's  +••■•+  > 

y'  = + -^,y  + -^,y,  + — + ^ty^  •> 

y^  = + Ii,y  + B,y^  +....+  B,y^ , 


f-'  = nj.  + n^y  + //.y.  + . . . . + iij,- 

Per  mezzo  di  queste  Àt  — 1 equazioni  si  potranno  trovare  i valori 

delle  y^  1 y-i y^  tutte  espresse  per  y.  Se  in  seguito  si  forma  la 

potenza  y^  , si  avrà 

/ = KJ  + Kj  +Kj,+ +K^,, 

dove  sostituendo  i valori  trovali  di  j’,  , yj  . . . • yt  si  ritrova  l' equa- 
zione (7). 

gi3.  Per  formare  l'equazione  (9)  che  contiene  i periodi  z,  , a,**  , 
Z..-1Ì  , ec.  , ciascuno  di  /'  termini  , si  seguirà  lo  stesso  andamento  di 
calcolo. 

In  effetti  sia  f(z,z^z,  una  funzione  di  lutti  i periodi  z,  , 

*f  ì *5  > composti  tii  P termini  , o solamente  di  alcuni  di  essi.  Si 
dimostrerà  come  nel  n°  go3  che  potrà  farsi 

+ /f ,*i  + (ai) 

Questa  eguaglianza  non  cambia  se  si  aumentano  tutti  gl’  indici  di  una 
stessa  quantità.  Si  aumentino  gl’  indici  di  k unità  per  volta  , e si  fac- 
cia alle  z percorrere  lutto  il  giro  de'  k'  valori  clic  possono  riceve- 
re, Sommando  si  avrà 

Sf  (^)  = AJ(>V  + A^{z^  + z,.t  + i.*,i  + h z..(t'_,)r  ) , 

+ A + Zj.i  + Z>.,t  + . . . . + Zi.(l'_l)t  ) ) 

•f.  ec. 
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= AJ  + A,y,  + Ajy,  + + 

Osservando  che  i termini  della  (21)  possono  esser  kV -{-x  e che  quelli 
di  quest’  ultima  possono  esser  solamente  Ar  q-  i , si  riconoscerà  che  nella 
(ai)  dopo  il  termine  A.z^  i termini  seguenti  , A*,iZx^k  , ec. 

daranno  nella  somma  gli  stessi  primi  periodi  Quindi  riunendo 

i termini  che  contengono  lo  stesso  periodo  , si  avra  in  generale 

= AJ,  + B,y,  + + + B^yt.  (aa) 

Se  la  funzione  f fosse  simmetrica  rispetto  alle  funzioni  che  compon- 
gono ciascun  periodo,  si  avrebbe  A^  = At^i  = = ec.  , 

A^  — Atx-i  = A,i„  = ec.  j per  conseguenza  sarebbe 

t + A.yx  + A,y^  + A^^  +....+  A^^.  (a3) 

Per  mezzo  di  queste  formole  si  possono  facilmente  trovare  i coeffi- 
cienti della  (g)  allorché  si  conoscono  le  radici  della  (7). 

Dippiù  formata  1'  equazione  (9)  che  comprende  il  primo  periodo  per 
trovar  quelle  relatis'e  agli  altri  l periodi,  basterà  avanzar  gl'indici  di 
un'  unità  , il  che  corrisponde  a sostituire  r*  per  r. 

ga4-  Esekpi.  Sia  p =:  i3.  Sara  g = 3,  k ziz  3 , / = 4-  serie 
de*^resti  éa,4j8,  3,6,  12,  11,  g,  5,  io,  7,  i.  Siha 

y,  = r*  +r>  + r"  + r"  , 
y.  = r*  + r'  + r’  + r’  , 
y,  = + r'*  + r‘  + r'. 

Quindi  , fatto 

y>y.  = + -^.y.  + ^,y.  + ^>yi  > 

si  vede  che  nella  serie  r*  , r®  , r"  , r*  che  formano  i primi  termini 
de’  periodi  non  s’  incontra  il  termine  zero  , e vi  sono  due  termini  ap- 
partenenti al  periodo  y^  ; perciò  sarà  A^zno  , A,~i,  A^  — 'z  , 
y/5  =:  t ; e quindi  , essendo  yi+y^-¥y%—  — t » si  trova 

r.y.  =yx  + +^5=:^,  — i , 

y-y,  + J'j's  + = — 4, 

y-y.yi  = y.yi  -ys  = — *• 

Per  conseguenza  l'equazione  in  y sarà 

y'  + y’  — 4y  -f  i = o.  (24) 

l'ssondo  l—^  X 2 , ogni  periodo  y si  dividerà  in  due  periodi  di  due 
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termini  ; e si  avrii 

*.=r^+r"ì,  a.sr^  + r’ì,  z,  = r»  + r', 

*4  = '‘*+'''°/  *s  = '^+f'j  «6  = r'*  + r‘. 

Or  si  ba  t,x^  =yj  ) dunque  l'equazione  che  contiene  le  radici  a,,  t, 

**— J.* =0.  (a5) 

.Le  e(|naiioni  che  contengono  le  alire  coppie  di  periodi  indicali  da  z 
si  ottengono  avanzando  gl’  indici  di  un’  unità  j e si  avrà 

*'—y,*+y,=o,  «’-J's*  +J'.  = o. 

Finalmente  un  fiitlore  dell’equazione 

+*"  + x'°  -i» t = o (*7) 

sarà  rappresentato  da 

»*  — a*  + 1 = o.  (a8) 

Dunque  la  risoluzione  dell’equazione  x'^ — 1=0  ovvero  della  (37) 
è riportata  a quella  delle  (34)  , (s5)  e (a8). 

935.  Sia  ^ = 17  ; sarà  k=z  n , /=8,  g =z  3]  e la  serie  de’ resti 
cominciando  da  3 sarà 

3>'9>  *3,5,  i5,  11,  16,  i4,8,  7,4j  *3,2,6,  1. 

Quindi 

^,  = + r'"  + r*  + r”  + r'-t  + + r'*  + r«  , 

= f’  + f'*  + + r'«  + + r»  + r'  + r*. 

Or  fatto 

y.y,  = ) 

si  vede  che  nella  serie 


r-,r-‘,r',r’,r-,r*,/,r^, 

che  formano  i primi  termini  de' periodi  che  entrano  in  , non  si 
trova  il  termine  zero;  prr  conseguenza  sarà  — 4'  Dunque  l’e- 

quazione in  y saià 

J*  + J — 4 = o.  {29) 

In  seguito  si  avrà  =:  a , /*  = 4 1 e 


y.  =*.  + s» 


a,  = r*  + r*  + r'*  + r"  , 
B5  = r"’  + r"  + 


Digitized  by  Google 


( 722  ) 

Or  si  trova  z,Zf  = y,  + = — i j dunque  1’  eqiUMone  da  cui  di- 

pendono a,  , 2j  sar'a 

' s’  ^ y,i  — r = o.  • ’ ■+•  ' (3o) 

Quella  da  cui  dipendono  a,  , sarà  a*  — y^z  — 1 = 0. 

Risolvendo  «gui  periodo  a in  due  periodi  u di  due  termini , si  avrà 

“,  = r*  + r"* , 

u,=zr^  + r", 

•»< 

essendo  u,Uj  rr:  r*  + r*  + r'‘  + r’  = , l’cqiiazione  da  cui  dipen- 

dono le  u,  , Uj  , sarà 

u’  — *,u+  a^  = o.  • ■ (3i) 

Le  equazioni  che  hanno  per  radici  5 “s  5 "s  » “7  1 “i  > otten- 

gono avanzando  gl'indici  della  (3i)  , e saranno 


a,  = u.  + Uj 


n’  — 2,u  + 2s=o  » = 0 , u*  — a^n  -I-  a,  = o. 

Finalmente  un  fattore  di  secondo  grado  dell' equazione  x'^  — 1=0 
sarà 


x’  — wx  -J-  1 rz  o. 


(3a) 


Dunque  la  risoluzione  dell'  e({uazionc  x'^  — 1=0  riducesi  a quella 
delle  eqiiazioui  (ag)  , (3o)  , (3i)  , (3a). 


936.  Questo  metodo  ha  lo  svantaggio  di  dar  luogo  a molte  ambiguità  -, 
ma  quelle  che  nascer  potrebbero  dulia  inoltiplicità  delle  equaziotii  della 
stessa  forma  si  possono  evitare  , perchè  trovata  la  radice  appartenente  a 
un  periodo  si  trovano  tutte  le  altre  per  mezzo  delle  potenze  di  una 
sola.  Così  l>asta  risolvere  una  sola  equazione  che  contiene  le  a per  aver 
tutte  le  radici  che  darebbero  le  equazioni  analoghe  j ed  una  sola  di 
c|uelle  che  contiene  la  u.  Restano  allora  le  ambiguità  provenienti  dalla 
inolliplicità  delle  radici  di  ciascuna  equazione.  Così  nel  caso  di  ^=1^ 
dall’equazione  (39)  si  hanno  le  due  radici  y,  , y^  delle  quali  non  si 
sa  qu.ale  deve  prendersi  per  y,.  L’equazione  (3o)  che  dà  le  due  ra- 
dici a,  , a,  lascia  dubbio  quale  di  esse  debb’  esser  presa  per  a,  ; ina 
stabilita  queste  , tutte  le  altre  rimangono  determinale  in  funzione  delle 
potenze  di  z,.  Passando  all’cqnazione  (3i)  che  contiene  le  radici  u, , 
Kj  sorge  un  altro  dubbio  sulla  scelta  di  quella  cite  dev’  esser  presa 
per  u,.  In  conseguenza  tre  ambiguità  sono  inevitabili. 

Per  condurre  innanzi  il  calcolo  senza  equivoco  gioverebbe  sostituire 
alle  radici  le  funzioni  trigonometriche  equivalenti.  Così  nel  caso  di  p—l"] 


si  ha  X = I 


ikte  o.lt*  / 1*  ^ 

x=  cos + V — I .sen =f  cos  — -1-V  — i.sen—  \ 

17  «7  V *7  *7/ 


e da 


queste  risalendo  ai  valori  di  » , a ed  y sarebbe  facile  determinare  i se- 
gni che  corrispondono  alle  diverse  radici  -,  il  che  basta.  Ma  si  può  an- 
che supplire  a questo  difetto  con  un  altro  metodo  di  cui  si  farà  men- 
zione nell’  art.  seguente. 
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A R T.  li. 

Considerazioni  intorno  alla  risoluzione  generale  delle 
equazioni. 

9^7.  Il  problema  delia  risolazione  generale  delle  equazioni  ha  per 
oggetto  di  comporre  per  mezzo  de' coefTicienti  dell'equazione  un'espres- 
sione algebrica  che  sostituita  in  luogo  dell'  incognita  renda  il  primo 
membro  identico  col  secondo.  I principali  metodi  all'  uopo  escogitati 
riduconsi  o ad  una  trasformazione  dell'  equazione  data  in  un’  altra  di 
cui  si  conosca  la  soluzione  , e che  sia  paragonabile  alla  proposta  , 
come  è quello  di  cui  si  valsero  Tartaglia  e Cardano  per  le  equazioni 
del  terzo  grado  ( u°  685)  ; o alla  scomposizione  in  fattori  che  Car- 
tesio applicò  alle  equazioni  del  quarto  grado  ( n"  710  ) ; o a ridurre 
r equazione  a due  termini  , siccome  propose  Tschirnaiis  (u°  638  ) ; o 
infine  a supporre  nota  la  forma  della  radice  e a comporre  per  mezzo 
di  essa  1'  equazione  , siccome  fecero  Eulero  e Bezout  ( n°  684  )■ 
tutti  i tentativi  fatti  riuscirono  inutili  per  conseguir  l' espressione  della 
radice  dell'  equazione  di  quinto  grado.  £ siccome  procedevasi  per  via 
indiretta  e cou  parùcolari  ripieghi , non  si  poteva  pronunziar  giudizio  sul 
pregio  dei  metodi  , nè  prevedere  fin  dove  avrebber  coudotto  per  un'e- 
quazione di  qualsisia  grado  ; sicché  questa  limitazione  talvolta  fu  at- 
tribuita a difetto  del  metodo  , tal  altra  alla  natura  del  calcolo , parendo 
che  la  sola  lunghezza  impedisse  di  portarlo  a compimento. 

Intanto  coll'  investir  per  tanti  lati  la  questione  , quantunque  non  si 
facesse  che  riprodurre  i medesimi  risultamenti , preparavasi  lo  sviluppo 
di  quella  profonda  teorica  delle  equazioni  algebriche,  la  quale  permet- 
tendo di  trattar  con  metodo  più  diretto  il  proposto  problema,  valesse 
anche  a determinarne  la  natura.  Vandermonde  all' Accademia  di  Parigi 
e Lagrange  a quella  di  Berlino  quasi  ad  un  epoca  stessa  ( anno  1771) 
pubblicarono  un  lavoro  su  questo  argonienlo  , e quantunque  movessero 
da  punti  diversi , si  trovò  un  accordo  perfetto  nella  forma  delle  fun- 
zioni adoperate  e nelle  conclusioni  de'  loro  ragionamenti. 


gaS.  Sia 

x"  -p  -p  -p + A^  = o (1) 

un'  equazione  di  grado  11  , e.  sia  rappresentala  per 

T=n  (2) 


r espressione  della  radice.  Qualunque  sia  la  serie  delle  operazioni  per 
mezzo  delle  quali  dall'equazione  (1)  si  passa  alla  (^a)  non  debbono 
rimanere  alterale  le  relazioni  che  legano  la  quantica  incognita  cou  le 
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cognite;  perciò  la  (a)  non  è che  la  stessa  eqiiaiione  (i)  messa  sotto  altra 
forma.  Ma.  nella  (i)  la  a;  rappresentando  indistintamente  utia  qualuntjue 
delle  radici , il  secondo  membro  della  (a)  deve  anch’esso  potere  indistin- 
tamente rappresentar  qualunque  radice  ; perciò  chiamando  x,  , x,  , 

X, le  diverse  radici  della  (i)  , la  R dev’ esser  un' espressione 

algebrica  capace  di  poter  divenire  successivamente  x,  , x^  , Xj....x^. 
Dev' esser  dunque  una  funiione  di  queste  quantità;  e perciò  che  dev' es- 
ser espressa  da'  coellicienti , è necessario  che  si  componga  di  altre  fun- 
zioni ov'  entri  la  somma  delle  radici  o quella  dei  loro  prodotti  a due 
a due  , a tre  a tre , ec.  Ora  una  espressione  algebrica  ov' entrano  sola- 
mente quantità  note  ed  invariabili  non  potrebbe  assumere  diversi  valori 
se  non  contenesse  radicali.  E allora  nell’espressione  generale  della  radi- 
ce , per  ottener  le  singole  radici , converrò  Irai  valori  miiltiplici  de' ra- 
dicali far  quelle  combinazioni  che  sono  compatibili  co'  segni  de'  coeffi- 
cienti dell'  equazione.  Sicché  rappresentando  per  x un  valore  iiiimagi- 

m 

nario  di  yi  , nell'  espressione  generale  della  radice  dovr'a  trov.-trsi  x 

m 

come  simbolo  di  capace  di  poter  assumer  tutti  i valori  di  yi. 

Dalle  premesse  considerazioni  si  traggono  queste  conseguenze. 

t°  Ciascuna  radice  avrà  gli  stessi  radicali  , e la  difterenza  sarà  solo 
nel  coefficiente  che  li  moltiplica  , che  sarà  una  delle  radici  dell’  unità 
del  grado  del  radicale. 

a°  Se  nell’  espressione  generale  della  radice  vi  è una  parte  razio- 
nale , questa  sarà  comune  a tutte.  £ siccome  la  somma  delle  radici 
dev’  esser  razionale  e<l  eguale  al  coefficiente  del  secondo  termine  col 
segno  cambiato  , la  parte  razionale  sarà  uguale  al  detto  coefficiente 
col  segno  cambiato  diviso  per  l’ esponente  del  primo  termine , siccome 
già  si  sapeva  (n°  606). 

>• 

939.  Chiamando  i , x,  p,  y i diversi  valori  di  yi  , un'e- 

spressione che  soddisfa  a tutte  le  suddette  condizioni  c che  perciò  c 
propria  a rappresentar  la  radice  sotto  forma  generale  è la  seguente  : 

x = -r(x,+x,.pxj  + ....-4*xJ+V(x.+».^.+*’.C5+.  -+»""'J^J'’  , 

+ V(*.  + fSx.  + P'x,  -I- + p-<xj  (3) 

+ V(*i  + y*.  + y’^^s 4-  ec-J . 

In  effetti  se  si  considera  ciascun  radicale  come  capace  di  poter  assumere 
tutti  i valori  possibili  , si  vedrà  che  quell’  espressione  diviene  x,  quando 
ogni  radicale  ha  per  coefficiente  1 , diviene  eguale  a x^  quando  i coef- 
ficienti sono  , p’-‘  , y'~‘  , ec. , diviene  eguale  a x,  quando  hanno 
per  coefficienti  rispettivi  , /3»->  , y"->  , ec.  e cos'i  di  seguilo.  La 
furnaa  sotto  la  quale  Vandermonde  presentò  l’espressione  generale  della 
radice  non  differisce  dalla  (31  se  non  pel  modo  ni  rappresentar  le  radici 
dell’  unità.  Ma  per  ottenere  le  radici  c necessario  esprimere  per  mezzo 
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de' coefficienti  dell’ equazione  la  funzione  » 

nel  che  consiste  la  diilicollli  del  problema. 

930.  Si  è veduto  che  qualunque  sia  i)  metodo  che  si  segue  per  ri- 
solver le  equazioni  del  terzo  grado  si  perviene  sempre  ad  una  ridotta 
di  secondo  grado.  £ chiamando  u, , le  radici  della  ridotta  si  ha  (n°68^ 

3 3 3 3.  33 

= + V“.  > ».=  *V“,  + + 

Oca  moltiplicando  la  seconda  per  a’ , la  terza  per  >,  e poi  sommando, 
si  ba 


v«.= 


Mokipticando  la  seconda  per  • , la  terza  per  «*  si  ha 


V», 


Dunque  si  può  supporre  die  in  generale  fa  risoluzioue  di  un'equa- 
zione di  qualunque  grado  debba  dipendere  da  un'  altra  equazione  la 
cui  radice  u è una  fuuzione  della  forma 


V«  = *.  + «ar.  + ***s  + »Vi  + + (4) 

E chiaro  inoltre  che  questa  funzione  è propria  a somministrare  tutte  le 
radici.  Imperocché  se  si  chiamino  u,  , u,  , , u,  , ec.  i valori  di 

u che  risultano  dalla  (4)  allorché  per  « si  mettono  successivamente  i 
suoi  diversi  valori  t , • > ^ > y , ec. , si  ha  ' 

n 

V“«  = *.  + *.  + a>j  + + *,  s 

n 

V".  =a-,  + «X.  + «’Xj  qe  , . . . + »"-x,  ^ 

V“.  =a^.  + /Sa:.  + /S*»,  + ....+  |5— x,  , 

ec. 

n 

Siccome  i radicali  possono  avere  per  coeffìcieaii  tutti  i valori  di  yi  ^ 
sommando  si  ba 

V“,  + V“.  + V“,  + 

X ^ . 

n 
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Moltiplicando  i radicali  rispellivamenle  per  i , «•-'  , , ec. , si  ha 


+ . . . . 

x.  = ; 

e così  di  seguito. 

È questo  il  metodo  che  segui  Lagrange;  ed  è facile  riconoscere  che 
non  differisce  da  quello  di  Vandcrmoiide  se  non  pe' principii  da' quali 
è stato  desunto.  Tutti  e due  riduconsi  a determinare  i’ equazione  da  cui 
dipende  la  funzione  (4). 

g3i.  Si  faccia 

= *.  + + «’xj  + a’x*  + . . . . + (4) 

In  questa  funzione  tanto  è permutare  gl'  indici  delle  x quanto  gli  espo- 
nenti di  o.  Ora  una  funzione  di  n quantità  è in  generale  suscetti- 
bile di  i.a.3....n  valori  diversi  ; ma  per  le  proprietà  delle  radici 
dell'  unitli  la  (4)  ^ equazione  da  cui  dipende  si  può  ridurre  ad  una 
di  grado  inferiore. 

In  effetti  sieno  y,  i j Js  • • • • i valori  diversi  della  funzione  y , 
e sia  y,  quello  che  corrisponde  agl'  indici  i , a , 3 . . . . n , cioè  sia 

^,  = X,  + «X,  + »*Xj  + + + «*-'x„, 

É chiaro  che  se , senza  muover  le  a e senza  alterar  l' ordine  con  cui  si 
succedono  gl'  indici  delle  x , si  fa  agl'  indici  stessi  percorrer  1'  intero 
giro  da  destra  verso  sinistra  , si  avranno  i valori 

ciascuno  de' quali  elevato  alla  potenza  n.""*  d'a  Dunque  se  y è 
una  radice  dell'  equazione  in  y , di  questa  equazione  saranno  radici 
ancora  «y,  , 5 perciò  non  cambier'a  di  forma  sosti- 

tuendo una  di  queste  radici  per  y,‘,e  quindi  non  couterr'a  che  le  po- 
tenze d’ y multiple  di  n (n°  719).  Sicctiè  facendo 


l'equazione  in  u sar'a  del  grado  i.2.3....fn — 1). 

Formando  la  potenza  n."”*  della  funzione  (4))  si  avr’a  un  risultamento 
che  può  mettersi  sotto  la  forma 

M ==»'„+  «‘'i  + + «’vj  + + (5) 

1/e  V saranno  funzioni  delle  x,  , , Xj  . . . . .t  le  quali  avranno  la 

proprietà  di  rimanere  invariate  allorché  gl'indici  1 , 2,  3....R  delle 
X si  permutano  in  2 , 3 . . . . n , i , o in  3 , 4 • • • . « j * j ’ j ec.  Per 
determinarle  è necessario  distinguere  il  caso  in  cui  11  è numero  primo 
da  quello  in  cui  è composto. 

g32.  Sia  n numero  primo.  Siccome  « rappresenta  una  qualunque  delle 
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radici  dell’  equazione  z"~‘  + z”^  -J-  a"-’  4- + 1=0,  sar'u  per- 

messo di  sostituir  per  x una  qualuiujue  delle  sue  pulcuize  , perche  ciò 
corrisponde  ad  altrettante  |>crinutazioiii  tra  gl'  indici  'delle  x.  Sicuo 
n,  , , i/j  . . . . i valori  che  si  ottengono  dalla  (5)  allorché  per 

« si  mettono  tutte  le  sue  potenze  da  * sino  ad  j il  che  corri- 

sponde a pcriuularc  gl' indici  a , 3 , 4 • . in  3,5, 7...  , in  4 j 7 1 io.. . , ce. 
E siccome  dopo  la  potenza  si  riproducono  gli  sle.ssi  valori  con  lo 

stesso  ordine  , le  u,  , , Uj  . . . . u._,  saranno  radici  di  un' eijuazione 

di  grado  n — 1 clic  può  essere  rappreseulala  [icr 

U'-'  + rU^~*  + RU'~^  + ec.  = o ; (6) 

c sar'a 

r=  — (u.  + u,  + Uj  + +»!»-.).  (7) 

La  l'unzione  r non  cambierai  di  valore  allorché  per  x si  mettono  suc- 
cessivamente tutte  le  sue  potenze  a'  , x"‘  ...  . x"-'.  Ma  considerando 
le  u coinè  funzioni  delle  x , i suddetti  cambiamenti  corrispondono  a 
tante  permutazioni  nelle  quali  x,  prende  il  posto  di  x,  , x^  ...,x^, 
cioè  ad  n — 1 permutazioni;  dunque  i valori  della  r di  vengono  eguali 
adn  — i ad  n — ijc  quindi  questa  hiuzionc  , non  sarà  suscettibile 
che  di  i.a.3....(rt  — 37  valori  diversi,  c di^ienderà  da  una  equa- 
zione di  questo  grado. 

Si  arriva  alle  stesse  conclusioni  osservando  che  coU'opcrare  le  permu- 
tazioni per  mezzo  delle  potenze  di  x , siccome  la  sostituzione  di  tutte 
le  potenze  di  x non  può  dare  che  n — i risultanicnti  diversi,  le  n si 
divideranno  in  n — 1 gruppi,  ciascuno  de’ quali  contiene  1.3  3...(n — a) 
termini.  Supposto  che  in  ciascun  gruppo  i termini  si  succedano  in  modo 
che  i termini  del  secondo  gruppo  o del  terzo  , ec.  risultino  da  quelli 
del  primo  con  la  sostituzione  di  »*  , , ec.  in  vece  di  «,  la  r col 

segno  cambiato  sarò  eguale  o alla  somma  di  tutti  i primi  termini,  o 
di  tutti  i secondi,  o di  lutti  i terzi , ec.  ; e perciò  avra  i.3.3...(n — 3) 
valori  diversi.  Perciò  (n°  731  ) le  u,  , , u,  . . . . m,_,  saranno  ra- 

dici di  un'equazione  di  grado  n — 1 , i cui  cueflìcienti  dipendono  da 
un’  equazione  di  gr.ido  l . a . 3. . . . (n  — s). 

Gli  altri  coefficienti  della  (6)  ammettendo  lo  stesso  numero  di  valori 
della  r , si  determinano  da  questa  per  mezzo  di  equazioni  di  primo 
grado  (n*  653). 

Si  vede  che  quanti  valori  ammette  la  r,  altrettante  saranno  le  equa- 
zioni simili  alla  (6).  Perciò  l’  equazione  in  n si  trova  scomposta  in 
l.a.3....(n — 3)  equazioni  di  grailo  n — i. 

Basta  conoscere  un  sol  valore  della  r ; perchè  da  questo  si  ottiene 
un  valore  della  u e uno  della  ^ , il  quale  stabilendo  una  relazione  tra 
le  radici  permette  di  determinar  gH  altri  valori  con  ciiuazioni  di  primo 
grado  (n^  737). 

g33.  In  vece  di  determinare  l’ equazione  in  u , si  potsebbero  deter- 
minar le  V.  Osservando  che  il  cambiamento  di  « in  a*  , in  »*  , ec.  , 
corrisponde  alle  permutazioni  di  v,  in  v,  , in  Vj,  ec.,  le  f , , 
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saranno  i valori  diversi  di  una  medesima  funzione.  Rappresentando  per 

+ tF’-^  + TF-^?  + ec.  =0  (8) 

r equazione  da  cui  dipende  questa  funzione  , la  t sari  una  funzione  di 
, »,....»,  che  aroniellerh  tanti  valori  quante  permutazioni  si 
possono  lare  tra  le  , cioè  i.a.3 (n  — a). 


833.  Dunque  in  fine  quando  n è numero  primo  la  determinazione 
a funzione  (4)  dipende  in  ultima  analisi  da  un'equazione  di  grado 
i.a.  3. . . . (n  — a). 

Quindi  se  n = 3 , la  risoluzione  di  un'  equazione  di  terzo  grado  di- 
penderà da  un'  equazione  di  secondo  , i cui  coefficienti  dipendono  da 
equazioni  di  primo  grado. 

Se  » = 5 , sarh  — = 6,  cioè  un'equazione  di  quinto  grado 

4*  j 

dipenderà  da  una  di  sesto. 


934.  Quando  n è numero  composto  , sia  nz=kl  , essendo  k numero 
primo.  Allora  per  poter  reggere  i ragionamenti  precedenti  converrebbe 
che  a non  fosse  una  radice  dell'  equazione  a*  = 1 . Ma  anche  con  que- 
sta restrizione  non  satb  più  vero  cne  sostituendo  per  « una  qualunque 
delle  sue  potenze,  nella  serie  « , «*  , a^....  a*-'  si  riproducono  gli 
stessi  termini  , perchè  »'  essendo  necessariamente  radice  dell'equazione 
— 1 = 0,  la  sostituzione  di  a.'  non  darebbe  che  i valori 
Quindi  le  o le  u non  potendo  dedursi  l' una  dall'  altra  non  saranno 
radici  di  una  stessa  equazione. 

Si  può  in  questo  caso  modificare  la  forma  della  funzione  (4)  pren- 
dendo per  a una  radice  dell'equazione  — 1 =zo;  ed  il  calcolo  verrà 
più  semplice.  Si  ha  in  questo  caso  1 , 

« =:  = a*4«<  3=  ec.  ; per  conseguenza  facendo 

SZ  X,  + »l.i  + »,»*,  + . . . . + , 

.A",  =S  »,  + »!*,  + »,*.,  + ....  + »(/_,jS.,  , (9) 


^,  — . »,  + »,,  + »„  +•••.  + -V,,  , 

si  avrò 

y = X,  +»X,  + + «'A',  + .,....  + .‘-‘A',.  (io) 

Or  se  sì  fa 

A'  = »,  + »i.,  + »,.,  + q.  (11) 

le  X,  , X j A",  . . . . AT,  sono  appunto  i diversi  valori  che  riceve  la 
funzione  X allorché  si  cambia  un  gruppo  di  radici  in  un'  altro  -,  e 
siccome  ripetendo  la  stessa  pennutazione  non  si  ottengono  che  i k ri- 
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«uhamenli  A*, , A',. . . .A'^,  queste  cjuantitk  saranno  radici  di  un'equa- 
zione di  grado  k i cui  coeiiGcieuti  dipendono  da  un'  equazione  di  grado  /. 

Essendo  nella  funzione  (io)  le  A",  , AT,  , AT,  . . . . A",  radici  di  una 
medesima  equazione  di  grado  k , si  può  su  di  questa  operare  come  sulla 
(4).  Or  questa  funzione  non  cambiando  di  valore  allorcliè  si  per- 
mutano fra  loro  le  radici  appartenenti  a ciascun  gruppo  , somministra 

valori  diversi.  In  seguito  elevandola  alla  potenza  k.““‘ 


1 .0.3 


valori 


(I. a. 3. .../)* 

si  ha  la  funzione  u che  non  ammetterò  più  che  ^ 

diversi  ; e le  u o le  e,  le  quali  si  ottengono  con  la  sostituzione  successiva 
delle  potenze  di  » in  luogo  di  jt , saranno  radici  di  un'  erfuazione  di 
grado  k — > ) i cui  coeilicienti  dipendono  da  un'  equazione  di  grado 
1 .a. 3 n 

2.3..../)“ 

Si  vede  che  questa  operazione  corrisponde  a scomporre  1 e<|uazione 
data  in  k equazioni  di  grado  l.  Ma  facendo  dipendere  questa  scompo- 
sizione da  una  funzione  della  forma  (io),  il  grado  dell' equazione  cui 

si  riduce  è- mentre  il  metodo  ordinario  (n°  703) 


(*—  i)jt(i  a.3,  ..  /) 
darebbe  uu'  equazione  di  grado 


I .2.3. . . . n 

i.a.3....1rX  i.a.3....^ 
V^olendo  trovare  uno  di  questi  fattori  , si  supponga  essere 


x'  — A'jX'-'  Px'~‘  -l-  ec.  o 

r equazione  che  contiene  le  radici  appartenenti  al  primo  gruppo.  Sic- 
come questo  è un  divisore  della  proposta  si  otterranno  i coeilicienti  col 
metodo  indicato  ne'  numeri  70G  e seguenti. 

Dunque  un'  equazione  di  grado  pari  si  può  ridurre  alla  risoluzione 

di  un'eriuazione  di  grado  ,,  _ rri  essendo  n — kl. 

” (k — i)Ar(i  .2.3. . .*) 

. 1 .2.3.4 

Sia  R = 4 i grado  dell’ e<|uazioiic  ridotta  sara  — — — =3. 

Sia  R = 6;$esifa  Arra,  /=3,  il  grado  della  ridotta  sarà 
1.2. 3. 4. 5.6 

= 10  ; facendo  Ir  = 3 , / = a il  grado  stesso  sar'a 

2. (1.2. 3)*  - ’ 16 

1.2. 3. 4. 5. 6 , , I.  • • j-  j 

— =13;  il  che  pruova  che  un  equazione  di  sesto  grado 

si  riduce  a una  di  quindicesimo  o di  decimo  grado  secondo  il  modo 
come  è regolata  l'operazione. 

936.  Per  applicazione  si  consideri  1'  e<|uazionc  di  terzo  grado 

x'  -f-  £x  -I-  C — o. 
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ed 


cioè 


= X,  + «X,  + a’xj  , 

“ = ( *1  + “^.  + )*  = ‘’o  + *'’i  + 

«,=(-„  + , II,  = f„  + «V,  + ««•,. 


Fatto  il  calcolo  si  trova 

‘'o  = = — 9^  > 

+ x/xj  + Xj*xJ  , 

•’.  = 3(x.*.r5  + x.*x,  + xj*x.). 

Essendo  (n"  617)  e,  + p^rr  + gC  , f,!’,  = c)fi'  + Sj  C’  , c dippiìi 

a 4-  «.*  = — I , sarà 


«.+“.  = — (p,  + P.)  = — 370  , 

- ‘’of*’.  + «’,)  — > 

e quindi  1'  equazione  in  u sarà 

«*  + 37  Cm  — — o. 

Conosciuti  i valori  di  u,  e u, , si  traggono  subito  col  metodo  del  n"  q3o 
le  espressioni  di  .t,  , x,  , x, . 

Sia  r equazione  generale  di  quarto  grado 

x“>  + Bx*  + Cx  + Z?  = o. 

Sarà 


j-  = A',  + xAT,  , A',  = X.  + Xj  , A'.  = X,  + i 

«=p„  + «p.  , p„  = A'.*  + X,*,  p.  =3A,A.. 

Essendo  p,  = (x,  + Xj)(Xj  + x^)  , questa  funzione  ammetterà  tre  va- 
lori diversi , e altrettanti  ne  avrà  u.  Quindi  sarà  facile  formar  l’ equa- 
zione in  u ; e chiamati  h,  , , Uj  i suoi  tre  valori  si  otterranno  su- 

bito le  espressioni  di  x,  , x,  , Xj  , x^. 

987.  Il  metodo  precedente  può  con  vantaggio  applicarsi  alla  risolu- 
zione delle  cijuaziuiii  binomie  il  cui  esponente  è un  numero  primo.  In 
eU'etti  diviso  il  primo  membro  dell’ equazione  x’’ — 1=0  per  x — 1 
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si  ha  r equazione 

XP-'  + xP-^  + xP-^  + .....  + a;+l=:o  (la) 

in  cui  p — I è necessariamente  numero  composto. 

Ritenendo  )e  denominazioni  del  n°  g3i  , e rappresentando  per  A', , 
A',  . . . . . ATj  le  funzioni  che  nel  n°  giH  si  sono  rapprcseulate  per  j-, 
il  metodo  del  a”  g35  conduce  a fare 

= A',  4*  «AT,  + «*A  5 + ....  + a‘-’ A"j 

t 

essendo  » un  valore  di  y i diverso  da  i . 

In  seguito  elevando  y alla  potenza  A."”* , si  avra 

jr*  = u = t>„  + »P,  + aV,  + a’p,  + + a*-Vt_,. 

Le  p saranno  funzioni  di  A",  , , A”, le  quali  non  vari.ino 

allorché  si  cambia  X,  in  A',  , A',  in  AT,  , ec.  , ossia  allorché  per  r 
si  sostituisce  7^5  e perciò  saranno  della  forma  A JL  — A^  ( ii"  gai  ). 
Per  conseguenza  saranno  espressioni  date  senza  dipender  da  alcuna 
equazione.  Da  queste  si  ottengono  i valori  di  u,, , u,  , sosti- 

tuendo per  a le  radici  i , »,  »”....  di  yi. 

In  seguito  si  ha 


V«„  = X.  4-  A'.  4-  x,+  ... 

. 4- Ar,=-i, 

V«.  = A'.  4-  »A'.  4-  *'X,  . . . 

• , 

= X,  -f-  + 

. . . . 4-  «>(*-oa; 

ec. 

dalle  quali  col  metodo  del  n°  g3o  si  trae 


X,= 


— > + V“.  +’V".  + V"s  + ec. 


k 


i i 

— 1 -H  4-  ..j.  ec. 

■ k 

i ' t 

— t 4"  **~*V“i  + **~‘*V“,  4" 


k 


j 


ec. 
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Considerando  ora  le  l radici  che  compongono  la  funzione  A',  come 
le  radici  di  un’  equazione  di  grado  l , se  l = k'I'  , si  farh 


Z — Z ^ + . . . . + «*  'Z^ 


à‘ 

essendo  « un  valore  di  “yi  diverso  da  i , e Z rappresentando  le  fun- 
zioni indicale  per  z nel  n°  918.  In  seguito  si  ha 

**  = / = i„  + M,  + »*i.  + + 

e le  a saranno  funzioni  di  Z che  non  cambieranno  allorché  si  cam- 
biano gl’indici  in  a.3.4>>..  ; ec.  il  che  equivale  a scri- 

( 

vere  in  vece  di  r.  Perciò  saranno  della  forma  (11°  933) 

+ + 

Quindi  le  s saranno  date  ; e operando  come  nel  caso  precedente  si 
trova  ; 


„ _ A',  + yt,  + V<.  + ec. 


y AT,  + + ec. 


ec. 


Cosi  continuando  a scomporre  in  fattori  1'  equazione  di  grado  f che 
contiene  le  radici  della  funzione  Z'  si  arriverò  necessariamente  ad  un 
equazione  di  secondo  grado  che  darò  senza  equivoco  due  radici  del- 
la  (12). 

Da  ciò  si  vede  come  1’  uso  della  funzione  (io)  è proprio  non  solo 
a riprodurre  il  teorema  del  n°  919  , ma  ancora  a toglier  le  ambiguità 
che  si  presentano  allorché  ti  fa  il  calcolo  col  metodo  dell’  art.  prec. 
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ART.  HI. 

Determinazione  del  limite  cui  può  estendersi  la  risoluzione 
generale  delle  equazioni. 


938.  Sia 

*’■  + .«^,**-*  + + + A.-vX  + = o.  (i) 

un'  equazione  generale  di  grado  n , e 

' — ■ (’) 

una  i’unziofie  qualunque  delle  radici.  Sia  p il  grado  dell' c(|uazìone 
in  Se  p ^ n , e per  mezzo  de’  valori  d'^  si  possono  determinare 
le  X,  , a;, , X,  . . • , la  risoluzione  della  (1)  dipenderà  da  un’equa- 

zione di  grado  inferiore.  Se  qualche  valore  della  jr  fosse  conosciuto  , 
r abbassamento,  della  (1)  avrebbe  sempre  luogo  ( n"  727).  Ma  siccome 
si  prescinde  da  qualunque  relazroae  fra  le  radici  die  renderebbe  par- 
ticolare r equazione  , il  problema  della  risoluzione  generale  delle  equa- 
zioni è ridotto  a dover  comporre  una  funzione  che  sia  suscettibile  di 
un  determinalo  numero  di  valori  e non  più. 

Nell'  art.  prec.  si  è considerata  la  funzione 

j = X,  + + a*X5  -I- -l-  »— , (3) 

la  quale  per  elTetto  della  sua  forma  si  abbassava  di  grado  j cosicché 
se  il  numero  de'  valori  diversi  di  una  funzione  non  potesse  essere  in- 
feriore a quelli  che  db  la  (3)  , si  conchiuderi  bbe  non  esser  possibile  che 
la  risoluzione  generale  delle  sole  erjuazioni  di  secondo , terzo  e quarto 
grado. 

• 93g.  E sempre  possibile  comporre  una  funzione  che  sia  suscettibile 
di  due  Soli  valori.  In  effetti  , supposto  che  la  (z)  non  ammetta  che  i 
.sei  valori  distinti  > ^,  > J's  > Jfi  5 y-,  1 y't'ì  qualunque  funzione  sim- 
metrica delle  non  potrà  ricever  che  due  soli  valori. 

Quindi  le  funzioni  ^ o pure  y,y,y%  ed  altre  saranno  tali 

che  per  tutte  le  permutazioni  fra  gl'  indici  non  potranno  ammettere  che 
due  soli  valori. 

Sieno  ._y,  , y i due  valori  di  una  funzione  di  questo  genere.  Sicco- 
me X,  è una  iiinzioiie  suscettibile  di  n valori  diversi,  non  si  possono  da 
r,  ricavar  direttamente  i valori  di  x, , x^ , Xj.  . . . ; ma  bisogna  prima 
trovare  il  valore  di  altre  funzioni  , in  morlo  che  da  queste  possti  com- 
porsi una  funzione  che  ammetta  n valori  quanti  la  x,  ( n°  635).  Or 
poiché  la  funzione  che  si  cerca  deve  avere  n valori  e perciò  dipendere 
da  un’  equazione  di  grado  n , è d’  uopo  che  questa  equazione  , affin- 
ché possa  servire  all’  oggetto  , sia  di  una  forma  che  possa  risolversi. 
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Sia  z la  funzione  richiesta  , e 

a"-l/=o  (4) 

r equazione  da  coi  dipende.  Or  se  questa  equazione  fosse  determinar 
bile  , sarebbe  possibile  di  trasformare  un'  equazione  data  in  un’  altra 
che  manchi  di  tutti  i termini  intermedi.  Ma  questa  trasformazione  se 
si  esegue  col  metodo  del  n°  638  esige  che  si  faccia  l' eliminazione  tra 
l’equazione  (i)  e l’altra 

= z + /i  + Arx  + Ix* 


e poi  rappresentando  per 

+ jB.z"-’  + + + + B„  = o (5) 

r equazione  in  x che  ne  risulta  converrebbe  per  determinare  A , il , 
/ r , mettere 

B,  = o , B^  = o , B,-,  = o.  (6) 

Secondo  la  legge  di  composizione  de’ coefficienti  della  (5)  (n°  6o6)  si  vede 
che  le  A,  Ir,  l,...r  entrano  al  primo  grado  in  jS,  , al  secondo  in  ,... 
al  («—1  ).''«•  in  B,^, , e perciò  Tequazione  finale  che  risulta  dairelimioa- 
zione  può  elevarsi  (ii"  667)  ai  grado  i.z  3....(n — i).  Ma  senza  partir 
da  questo  principio  si  vede  die  gli  n valori  che  ammette  la  (4)  son  tutù 
diversi  , e die  z essendo  una  funzione  delle  radici  della  (1)  è in  ge- 
nerale suscettibile  di  i.a.3...n=AT  valori.  Or  se  n di  questi  valori 
son  tali  die  essendo  tutti  diversi  possono  rappresentar  le  radici  di  una 
stessa  equazione  , conviene  che  tutti  i valori  di  questa  funzione  sieno 
divisi  ili  ;i  gruppi,  ognuno  di  i.a  3....(n — 1)  termini.  Chiamando 
*1  I 1 *5  - •••  *„  radici  della  (4)  ° * primi  termini  di  ciascun  grup- 
po , si  può  supporre  che  eseguendo  su  di  essi  una  medesima  permuta- 
zione si  trovino  i secondi  termini  z/ , zj  , »j', z\  che  debbono 

esser  tutti  diversi  perchè  derivano  da  una  medesima  permutazione  ese- 
guita sopra  termini  diversi.  Sieno  anche  z/' , a,"  1 • ■ • • 

lori  che  derivano  de’ precedenti  con  un’altra  permutazione.  Cos'i  conti- 
iiuaiido  si  otterranno  gli  N valori  di  z tutti  distinti  fra  loro.  D’altronde 
è chiaro  che  I’  equazione  (4)  può  riferirsi  alle  radici  z come  alle  z'  , 
z",  ec.  ; perciò  vi  saranno  i.a.3  ....(ra  — t)  equazioni  della  stessa 
forma  della  (4).  Quindi  il  termine  U nell’ equazione  (4)  dipenderò  da 
un’  equazione  di  grado  l.a.3....  n — l. 

Si  vede  inoltre  che  essendo 


questa  l'unzione  che  resta  invariata  per  le  permutazioni  di  n quan- 
tità uiiimettera  (11°  73 1)  un  numero  di  valori  rapprcseiilato  da 

-=i.a.3 (»«— 1). 
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Ora  i valori  della  U essendo  tulli  diversi , questa  funsione  o l'eqpa* 
zioiie  da  cui  di|^nde  iiou  si  potrà  abbassare  di  grado  se  non  nel  caso 
che  gli  esponenti  de'  diversi  ternaini  fossero  multipli  o di  a , o di  3 , 
o di  4 - • • • o di  n — I perchè  allora  si  potrebbe  scomporre  in  fat- 
tori binomi  o di  secondo , o di  terzo  , o di  (/i  — i grado 

(ii°  719  )•  Ora  chiamando  • nn  valore  di  ‘yi  diverso  da  1 , sarà 
z.  = «a.  , = •**.  , • . ..  a,=s«— »,  , e perciò 

= I .. . «"-'», "ss  X,*. 


Supposto  dunque  che  k sia  il  grado  de'  fattori  binomi  ne'  quali  può 

scomporsi  l’ equazione  in  27 , e sia  r un  valore  immaginario  di  Yi , si 
avrà 

U,^rU,  , C7,  = r‘t7. U,=r^-'U,. 

e quindi 


U.=  : 


27,  = r*-, 


Sostituendo  a »,  tutte  le  n radici  della  (4)  , si  hanno  in  tutto  kn  va- 
lori per  U -,  ma  il  loro  numero  deve  essere  i .a.3. ..  .(n— i ) j dun- 
que è d'  uopo  che  sia 


k = 1.2.3 (”  “ *)• 

Dunque  in  (ine  , quando  si  vuol  far  uso  di  funzioni  di  secondo  gra- 
do , la  risoluzione  di  un' equazione  di  grado  n non  può  in  ultima  analisi 
dipender  che  da  un' e<|uazione  di  grado  1 2.3. ..(/t  — 2):  risullamento 
conforme  a quello  ottenuto  con  1'  uso  delia  funzione  (4)  del  n*  931. 

<)  |o.  Questa  corrispomicnza  fa  conoscere  che  la  » non  può  esser  die 
la  stessa  finizione  (4)  n una  funzione  simile.  In  fatti  z potendo  essere 
mia  rmizione  qualunque  delle  a:,  , I, . . . a;„  , fra  tutte  le  funzioni  pos- 
sibili si  scelga  la  piu  semplice  , e si  supponga  in  generale 

z = Ax,  + Bx^  + CoTj  + -1- 

Sarà 

»,  Ax,  + Bx^  + Cxj  + . . . . + Nx^  , 

»,  = *(^x,  + Bx,  + Cxj  + ....  + JVx,  ) , 

==3  = + Cx^  +....+  iV.r„  ) , 


= x—'^Ax^  + Bx^  + Cxj  + + NxJ. 

Ma  »,  derivando  da  »,  per  una  permutazione  eseguita  tra  le  x , potrà 
supporsi 

z,  = Bx,  + Cx,  + Dxj  +....+  Ax„. 
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I due  valori  di  dovendo  coincidere  , è necessario  che  sia 
B — aA  , C :rzaB  , Z>  =:  xC  ) ec.  ; d’  onde 

’ BzzixA  , C szx'A  , D = x^A N=x»-‘A- 

Resla  A indeierminata  ; fallo  A = i f si  ha 

* = a?.  + «X*  + **xj  + + *«-'x,  , (3) 

siccome  era  sialo  prevedulo. 

94i<  Non  potendosi  far  uso  delle  funzioni  sosceltibili  di  due  valori 
che  per  l' equazioni  in  cui  si  ha  i.a.3....(n  — a)^n,  perchè  Toso 
di  nuesie  funzioni  esige  quello  della  funzione  (3) , rimane  ad  esaminare 
qual  è il  minimo  numero  di  valori  che  una  lunzione  di  n quantità 
può  ricevere  per  effetto  della  sua  forma.  A ciò  provvede  il  seguente 
teorema. 

943-  Teoremi  I.  Sia  p il  più  grande  numero  primo  contenuto  nel 
prodotto  I .a .3. . . . Zi  = IV,  il  numero  de’ valori  diversi  che  può  as- 


sumere una  funzione  qualunque  delle  n quantità  x,  , x, , X5 x, 

non  può  esser  minore  di  p senza  divenire  eguale  a a. 

Si  rappresenti  per 

jr  = t(x,x,x, x„)  (a) 


una  funzione  qualunque  delle  x,,  x,,  x.-  .x,,;  e pery, 
i suoi  diversi  valori.  Se  m di  questi  valori  divengono  eguali , tutti  sa- 
ranno eguali  ad  m ad  m , ed  m sarà  un  divisore  di  N ; sicché  indi- 
cando per  r il  grado  dell'  equazione  da  cui  dipende  la  (a)  , sarà 

r = -(n°  645). 

m ' 

Si  può  da  passare  ad  sostituendo  tutti  gl’  indici  del  secondo  a 
quelli  del  primo.  Ma  se  questi  hanno  indici  comuni  , la  sostituzione 
non  avrà  luogo  che  sugl' indici  diversi. 

Or  se  per  passare  da  y ad  , poi  da  y^  ad  y^  , da  y,  ad  y^  fino 
od  y^  si  debbono  lare  delle  permutazioni  tutte  diverse  fra  loro,  la  per- 
mutazione necessaria  per  passare  da  ad  y^  si  comporrà  di  tutte  le 
permutazioni  precedenti , e si  dirà  che  la  sostituzione  necessaria  per 
passare  da  ad  y^  è eguale  al  prodotto  delle  sostituzioni  per  passare 
da  ad  y^  da  ad  _y,  , ec.  Se  queste  son  tutte  eguali  si  potrà  pas- 
sare dall’  una  all’  altra  ripetendo  più  volle  la  stessa  sostituzione  ; e 
quindi  la  sostituzione  suddetta  si  dirà  essere  una  potenza  della  prima. 

Or  si  applichi  più  volte  di  seguilo  ad  y^  la  stessa  sostituzione  ^ dopo 
un  certo  numero  di  valori  si  troverà  necessariamente  un  altra^  volta  il 
valore  y^.  Sieno  k i valori  che  si  ottengono  cos’i  operando.  E chiaro 
che  ricomparso  il  primo  valore  y^  , tutti  gli  altri  si  riprodurranno  con 
lo  sless’  ordine  j e perciò  formeranno  un  periodo  e questa  sostituzione 
che  c capace  di  dare  solamente  k risullamenti  diversi  si  dirà  di  grado 
k.  Quindi  se  si  chiami  i il  numero  delle  volle  che  si  pratica  una  sosii- 
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tuzione  di  grado  k , il  valore  che  ne  risulla  per  y eguale  a se 
I è multiplo  di  A , e sari»  eguale  ad  se  i = Ek  4-  a. 

Sia  k un  numero  primo  ; c sia 

yi  ■>  ì yi  ì yi  (7) 

la  serie  de'  valori  che  si  ottengono  per  una  sostituzione  di  grado  k. 
É chiaro  che  se  si  prendono  i termini  alteruando  , cioè 

yx  ì yii  Yi ytìy^ì  yt. ec.  (S) 

si  avrà  una  serie  composta  anche  di  k termini.  Cosi  pure  prendendo 
i termini  di  tre  in  tre  , di  quattro  in  quattro  , si  avranno  altrettante 
serie  tutte  composte  di  k termini , perciò  che  quando  k c numero  primo 
si  esauriscono  necessariamente  tulli  i termini.  Ma  la  soslituzionc  clic  da- 
rebbero la  serie  (8^  e tutte  le  altre  c sempre  una  poleina  della  sosti- 
tuzione da  cui  deriva  la  serie  (7);  quindi  tutte  le  potenze  (inferiori 
a ) di  una  sostituzione  di  grado  k , ossia  tulle  le  sostituzioni  eqni- 
valenli  ad  una  sostituzione  di  grado  k ripetuta /i  volle , essendo  h<( A- , 
sono  di  grado  k. 

Or  se  a ciascun  termine  della  serie 

yx  X y, -X  ys  1 y.i, yy  (9) 


si  applichi  una  medesima  sostituzione  il  cui  grado  sia  k , tutti  i valori 

si  troveranno  divisi  in  — griqipi  , ciascuno  de'  quali  comprende  una 

serie  rientrante  di  termini.  E poiché  si  suppone  che  i valori  della  (y) 

iV  . , 

sieiio  eguali  a m a m , se  si  ha  m ">  cioè  r ^ k . è necessario  che 

k 


in  uno  de'  siiddelli  gruppi  vi  sieiio  almeno  due  termini  eguali.  Sieno 
yxx  X yt  X questi  termini  eguali.  Poiché  in  uno  stesso  gruppo  si  possono 
prendere  i termini  a quella  disianza  che  si  voi  rii  , e si  hanno  sempre 
termini  che  dei  ivano  da  una  sostituzione  di  grado  A,  fra  tutte  le  serie 
che  possono  formarsi  prendendo  i termini  di  a in  a , di  3 in  3 , ec. 
vi  salii  alleile  quella  i cui  primi  termini  saraimo  y^  , yh  ■ Ur  siccome 
la  sostituzione  necessaria  per  passare  da  y,  a<l  yi,  non  c.imbi.i  il  \aloie 
d’^',  lutti  i termini  di  questo  gruppo  saranno  eguali.  Inolile  tutte  le 
sostituzioni  di  grado  k sono  quelle  che  si  ollcngono  prendendo  i ter- 
mini del  primo  gruppo  di  2 in  3 , di  3 in  3 , ec.  ; per  coiisegueiiza 
applicando  qualunque  di  queste  sostituzioni  ai  termini  della  serie  (9)  , 
la  funzione  non  cambia.  Dunque  se  k=p  la  funzione  9'  nuu  potrà 
esser  cambiala  per  nessuna  sosliliizionc  di  grado  p. 

Ora  in  una  sostituzione  di  grado  p c necessario  che  il  numero  de- 
gl' indici  che  si  .soslitiiiscmio  sia  p j perché  per  aver  p risultaiiicnli  di- 
versi conviene  che  un  indice  ritorni  al  suo  posto  dopo  aver  percorso  p 
l>osti  differenti. 

Ciò  posto  , sieno  abed  ....  i p imliei  che  si  permutano.  Si  fac- 
cia a questi  indici  percorrere  il  giro  da  destra  a sinistra  , lasciando 
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10  stess*  ordine  di  successione.  £ chiaro  che  questa  operazione  darh  p 
risultamenti  diversi.  Si  prenda  il  secondo  di  tali  valori , cioè  bcd...fga\ 
e si  esamini  in  che  modo  si  debbono  permutare  gl’  indici  per  avere 
una  sostituzione  di  grado  p diversa  dalla  prima.  Si  vedrè  facilmente 

che  agl'indici  bcd ,/ga  bisogna  sostituir  gl’indici  cabd fg. 

Or  queste  due  sostituzioni  equivalgono  alla  sostituzione  unica  degl'  in- 
dici cabd....Jg  ad  abcd....fg,  cioè  di  cab  ad  abc  \ che  è una  so- 
stituzione di  terzo  grado.  Ma  se  quelle  di  grado  p non  producono  cam- 
biamento nella  y , anche  questa  di  terzo  grado  che  c il  prodotto  di 
due  sostituzioni  di  grado  p non  produrrà  cambiamento.  Dunque  una 
funzione  che  non  può  cambiar  di  valore  per  alcuna  sostituzione  di  grado 
p , non  cambia  di  valore  per  alcun'  altra  di  terzo  grado. 

Or  la  sostituzione  di  cab  ad  abc  equivale  prima  a cambiare  a in 
& , e poi  c in  b \ perciò  una  sostituzione  di  terzo  grado  equivale  a 
due  successive  di  secondo.  Ma  se  la  detta  sostituzione  non  cambia  il 
valore  della  funzione  , c necessario  che  se  per  il  cambiamento  di  a in 
b la  diviene  y^  , quello  di  c in  i cambi  y^  >u^,.  Similmente  se  il 
valore  y^  non  è cambiato  allorché  gl’  indici  bcd  si  cambiano  in  dbc, 
le  sostituzioni  di  £ in  c e di  c in  d cambieranno  y,  in  y^.  Perciò  il 
cambiamento  di  a in  £ e quello  di  c in  rf  produrranno  lo  stesso  elfet- 
to.  Quindi  se  da  y,  cambiando  l in  a si  ottiene  y^  , tutte  le  permu- 
tazioni fra  due  soli  ìndici  cambieranno  y ^ in  y e viceversa  ; perciò 
due  permutazioni  successive  daranno  lo  stesso  valore.  Quindi  segue  che 
se  il  numero  de’  valori  distinti  della  funzione  y si  suppone  minore  di 
p , questo  numero  non  può  esser  che  a. 

943.  Non  è sempre  possibile  comporre  per  ogni  grado  delle  funzioni 
di  grado  p.  Il  teorema  precedente  dà  un  limite  al  di  sotto  del  quale 
non  può  scendere  il  numero  de’  valori  diversi  di  una  funzione  senza 
divenire  eguale  a 2 , qualunque  sia  d’altronde  la  forma  della  funzione. 

Per  la  risoluzione  generale  delle  equazioni  non  essendo  opportune  le 
funzioni  suscettibili  di  duo  valori  che  solo  quando  i . 2 . 3. . . . (n-a)<[n  , 
cioè  per  le  equazioni  del  terzo  e quarto  grado  (n°  9.39)  j e dippiù 
l'equazione  di  grado  p da  cui  dipende  la  funzione  , nel  caso  che  si  sa- 
|>esse  comporre,  nou  potendo  aver  la  forma  binomiaj  rimane  stabilito 

11  seguente  teorema. 

944.  Teorema  li.  La  risoluzione  generale  delle  equazioni  di  grado  su- 
periore al  quarto  è impossibile. 


mi 
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DBI1I.B  SEBI  E. 


CONSIDERAZiaM  PRELIMINARI. 


g45.  Sia 

tW  (0 

una  funzione  qualunque  d’  x.  Si  è detto  fn°  4^)  che  facendo  variare 
X con  una  legge  determinata  , i valori  cìie  ne  risultano  formeranno 
una  Serie. 

Ordinariamente  si  fa  variare  x per  intervalli  eguali.  Rappresentando 
per  h r aumento  costante  che  riceve  x , si  avrà  la  serie 

u„  , w*  , «,*  , Uj* UaA.  (a) 

La  serie  suddetta  , quando  hxn  i , diviene 

“o  >«.>«.>  “s «,•  (3) 

L' indice  inferiore  indica  il  numero  de’  termini  da  cui  è preceduto  quello 
che  si  considera.  L’  espressione  u,  o u„  è precisamente  il  termine  ge- 
nerale della  serie. 

Si  indichi  per  S(u^)  il  termine  sommatorio  della  serie  (3) , ossia  la 
somma  degli  n + i primi  termini , c che  perciò  si  estende  dall'  indice 
aero  all’  indice  n ; in  modo  che  si  abbia 

‘^(“J  = “o  + “■  + “.+  “5  + + “«• 

Se  la  serie  è convergente  , questa  espressione  convergerk  verso  un  li- 
mite che  si  ottiene  facendo  n = « , e si  avrà  la  somma  della  serie 
che  sarà  indicala  per  s(u)  o più  semplicemente  per  s. 

946.  Se  la  variabile  x nel  termine  generale  f(x)  riceve  1’  anmento 
costante  h y sì  può  evitare  la  sostituzione  de’ numeri  o , b , ah,3h,  ec. 
facendo  x :xzhz  •,  basterà  allora  in  f(Aa)  metter  per  z i numeri  natu- 
turali  o , 1 , a , 3 . , . . 

947-  Se  in  una  serie  si  prendono  le  differenze  fra  un  termine  e il 
precedente  , si  ha  un’  altra  serie  che  chiamasi  delle  differente  prime. 
Indicando  per  u',  il  termine  generale  di  questa  serie , sarà  in  generale 

u/  = ut..  — ^ (4) 
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c la  serie  delle  diiTereoze  prime  sarli 

«o' “3' j (5) 

In  questa  nuova  serie  prendendo  nuovamente  le  differenze  lira  ciascun 
termine  e quello  che  lo  precede  , e facendo 

= MI*,'  — M*'  , (6) 

si  avrh 


che  ^ la  serie  delle  differenze  seconde.  Continuando  con  lo  stesso  me- 
todo e con  la  stessa  notazione  si  avranno  le  serie  delle  differenze  ter- 
ze . quarte  , ce.  , 

Uj>'  , , CC. 


delle  quali  i termini  generali  sono  rispettivamente 
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C A P O L 


PRINCIPILI  RICERCHE  SULLE  SERIE. 

g48.  Una  serie  il  cui  terraÌDe  generale  è una  funzione  intera  e ra- 
zionale d’  X di  grado  m , ha  costanti  le  differenze  m."** 

In  effetti  sia 

w,  = Ax”  + £x^‘  + Cx^*  4*  ec kx  L\ 

sarh 

uJ=A(x  + i)"  + .«(x+  !)*-’  + C(* + !)*-*  + + A(*+ 

— Ax”  — Bx"~‘  — + ^ kx  — L. 

Sviluppando  , riducendo  e indicando  per  £'  , C'  , ec.  i coefficienti 
indipendenti  da  x de’  termini  che  contengono  , x"-’  , ec. , si  avri 

uj  = mAx^-‘  + ffx^'  + C'x"^  + ec. 

che  c un  polinomio  di  grado  m — i. 

Prendendo  nuovamente  le  differenze  della  serie  che  ha  per  termine 
generale  uJ  , si  ha  per  termine  generale  delle  differenze  seconde 

uJ'  — m{rn  — i)Ax'^*  + B"x*~^  + C"x^^  + ec. 

Si  vede  dunque  che  il  grado  del  termine  generale  diminuisce  di  un’unita 
per  ogni  differenza  che  si  prende  j perciò  dopo  ni  differenze  si  deve  ar- 
rivare ad  un’  espressione  di  grado  zero  la  quale  dar'a  una  serie  di  termini 
costanti. 

Per  trovare  il  valore  della  differenza  hasterh  riflettere  che  gli 

esponenti  d' x andando  diminuendo  in  ogni  termine  , dopo  un  certo 
numero  di  differenze  I’  esponente  più  basso  si  riduce  u zero  ; e questo 
termine  moltiplicato  per  x"  svanisce  quando  si  prende  la  differenza  sue- 
cessiva.  Cosi  andranno  svanendo  tutti  i termini  , restando  solamente  il 
primo;  il  quale  non  rìducendosi  con  nessuno  altro  termine,  dopo  ni 
differenze  diviene 

Am{m — i)(m  — 2) 3. 2.1,  ovvero  1.2.3  .... 

Sia  per  cs.  = x*  — 2x*  + 5x  + 1 ; si  avrà  una  serie  che  ha 
costanti  le  differenze  terze  , siccome  si  vede  qui  sotto  : 


Serie. 

‘ > 

5, 

n , 25  , 53 , 101  , 

Diff.  prime. 

4, 

5, 

CO 

CO 

M 

seconde. 

2 , 

», 

1-Ì  , 20  , 

terze. 

6, 

6,. 
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Le  serie  dì  cui  si  tratta  si  dicono  algebriche  , e si  dividono  in  or- 
dini , secondo  il  grado  delle  differenze  costanti  cioè  si  dicono  di  primo 
ordine  quelle  che  hanno  costanti  le  differenze  prime  , di  second'  or- 
dine quelle  che  hanno  costanti  le  differenze  seconde  , ec.  Una  serie 
composta  di  termini  costanti  si  dice  dell’  ordine  zero. 

94g.  In  nna  serie  che  ha  costanti  le  differenze  sono  necessari 

m + 1 termini  per  aver  le  differenze  costanti.  Le  differenze  servono 

rr  passare  da  un  termine  al  seguente  con  la  semplice  addizione.  Nel- 
esempio  proposto  i soli  primi  quattro  termini  bastano  per  dar  tutti 
gli  altri  termini  della  serie.  Imperocché  formate  le  differenze,  aggiun- 
gendo 6 a 8 si  ha  1 4 che  è il  terzo  termine  delle  differenze  seconde  ; 
aggiungendo  i4  <t  >4  38  che  è il  quarto  termine  delle  differenze 

prime  , e aggiugendo  o8  a a5  si  ha  53  che  è 11  quinto  termine  della 
serie. 


gSo.  Dunque  in  una  equazione  di  grado  m la  sostituzione  de’  nu- 
meri o , I , a , 3 in  vece  d’  x dk  una  serie  che  ha  costanti  le 

differenze  Perciò  basterk  fare  sole  m -f-  i sostituzioni , perche 

i risultamenti  delle  sostituzioni  successive  si  ottengono  per  mezzo  delle 
differenze. 


q5i.  Anche  per  le  funzioni  irrazionali  o trascendenti  si  può  con 
molto  vantaggio  far  uso  delle  differenze  per  calcolare  più  spedita- 
mente  fino  a un  certo  ordine  di  decimali  i valori  della  funzione.  Sia 
u.  = j si  avrò  (n®  49?) 


«;  = /(. +*)-L*  = fc(Ì-^+3-^-ec.), 

^(>  + j)  - 3^*  + *)=-  ^ (~-y^  + «•)  . 


Se  si  avesse  per  es.  a;  = loooo  , queste  formule  danno 
uj  = o,oooo4  34^72  76863  , 
uj'  0,00000  00043  4’076  , 
uJ"  = 0,00000  00000  00868- 

Volendo  i risultamenti  con  10  cifre  decimali  si  possono  benissimo 
trascurare  le  differenze  quarte  , e facendo  il  calcolo  con  i5  cifre  , si 
può  contare  sull’  esattezza  delle  prime  10.  Partendo  dal  logaritmo  di 
10000  si  po^ssono  trovare  i logaritmi  di  1000 1 , loooa,  ec.  colla  sola 
addizione.  £ necessario  però  che  a grandi  intervalli  sia  calcolato  esat- 
tamente il  logaritmo  del  numero  corrispondente , per  assicurarsi  quando 
l’errore  delle  cifre  trascurate  comincia  a influire  sull' ultima  cifra. 
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ART.  I. 


Ricerca  del  termine  generale. 

951.  Sia  per  semplicità  rappresentato  per  u il  primo  termine 
della  serie,  e per  u'  , u"  , u'"  , ec.  i primi  termini  delle  serie  delle 
differenze  ; si  avrà 

M,  = w + u'  , u^z=u,  + u,'. 

Ma  si  La  u/  = n'  + > perciò 

u,  = H + au'  + u". 

Si  ha  parimente  Uj  = u,  + uj  , e quindi 

Uj  = u 4*  3u'  + Zu"  + u'". 

Si  vede  che  i coefficienti  delle  differenze  seguono  la  legge  del  bino- 
mio (n°  ii3).  Suppongasi  che  questa  legge  sia  stata  veriiìcatjt  sino  al- 
l'indice n ; dico  che  avrà  luogo  anche  per  l’ indice  n 1, 

In  effetti  si  ha  =:  u„  4'  i e posto 

= u 4-  nu'  4"  + ”• • — 5 — “ ^ , (1) 

3 3 <5 

si  ha 


, n — 1 ,,  n — * 

Un-.,  — K 4"  ^ — u"  + n.  — — . — - — ir"  4"  cc* 

3 33 

4-  m'  4*  f>u"  4"  K •' “***  4" 

3 


ovvero 


u,*,  = u 4-  (n  4-  i)m'  4.  i u"  4.  )■ -u  " 4*  ec. 

a 3.3 


che  è la  stessa  formala  (1),  estesa  all'indice  n 1.  Ma  la  formola  (1) 
è stata  veriQcata  lino  ad  n = 3 , perciò  avrà  luogo  per  tutti  i valori 
di  n. 

Se  la  serie  ha  le  differenze  m.""'  costanti  , bastano  i primi  m 4"  * 
termini  per  aver  i primi  termini  delle  serie  delle  differenze  j e il  ter- 
mine generale  sar'a 


= u 4"  + a- 


X — 1 „ x(x — lì. . .(x — m4*i)  , . , X 

. m"  4-  • • . + -1— W.  (a) 


i.a...  .771 
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9^3.  Anche  i primi  termini  «Ielle  serie  delle  differenze  hanno  una 
notabile  relazione  coi  termini  della  serie  data. 

Si  ha  infatti  u'  = ii,  — u , n/  = n,  — «,  ; quindi 

u"  = — n'  = u,  — — (“,  + «)  = “.  — 2ti,  +u. 

Si  ha  u'"  = M,"  — u"  = «5  — au,  + u,  — (u,  — au,  + «)  j ovvero 

u'"  =:  Uj  — + 3n,  — u. 

I coelllcienti  de' valori  trovati  per  le  differenze  seguono  la  legge  dello 
sviluppo  del  binomio  a — b.  Può  dunque  stabilirsi  in  generale 

n — I n — 1 n — a 

uWzr  «i„—  nux-i  + n. u„-,  — — - — u,_j  + ec.  (3) 

- a a 3 

Si  dimostrerebbe  come  sopra  che  se  questa  forinola  regge  per  l' indice 
n , avr'a  luogo  ancora  per  l' indice  n 4*  >• 

()54>  Una  serie  che  ha  costanti  le  differenze  c necessariamente 

ricorrente  (ii°  5Go)  , perchè  la  formola  (3)  dè 

n — I . 

o = u„  — + n . — - — w«_,  — i “o  > 

d’onde  rilevasi  che  un  termine  qualunque  s’esprime  per  gli  n termini 
che  lo  precedono.  L’ inversa  di  questa  proposizione  non  è vera. 

955.  Eseguendo  le  moltiplicazioni  nel  secondo  membro  della  formola 
(aj  si  ha  un  polinomio  della  forma 

~ a + bx  + ex*  + dx^  -J" + (4) 

L’identitlt  delle  formolo  (a)  c (4)  fa  conoscere  che  ogni  potenza  si  può 
trasformare  in  prodotti  di  fattori  equidiilèreuti.* 

Si  (accia 

Xt  = x(a:  — i)(x  — a)(x  — 3) (*  — n + /)  ; (5) 

e si  metta 

x”  :zz  A ,X,  + A^X^  + + . . . . + An-iXn-tX  + A^A^  (6) 

essendo  le  A coefficienti  da  determinarsi.  Scrivendo  n + i in  vece  di 
n Sara 

x"*'  =iA,X,x  +.^.A',x  + y^5A'jX+ + A„.,A\^iX  + A,^X^x.  (7) 

Ora  dalla  (5)  si  ha 

Xi-i  = A',(  X — n -\r  i — 1 ) , 


Digitized  by  GocJgle 


d’  oude 


( 745  ) 


A'jx  = X^-^  + ( n — ^ + I )X^  ; 
quindi  la  forinola  (7)  diviene 

X**'  = A,X„  + {A,  + nA,)X,  + ( >^3  + ("  — » + 

+ {A„  + iA„-r)X.-,  + (8) 

Con  questa  forinola  si  può  ricavare  una  potenza  qualunque  per  mezzo 
della  potenza  inferiore.  Facendo  n = o si  ha  x — Ax,  da  cui  A = i. 
Con  n = 1 si  ottiene  a;’=x(x — 1)  + e quindi  A^  =z  1.  Così 

si  troverebbe 


X*  r=  x(x  — i)(x  — 2)  + 3x(x — 1)  + X , 

x‘^=z  x(x—  i)(x  — 2)(x— 3)+  6x(x  — i)(x  — a)  + 7x(x  — 1)  x , 
ec. 


956.  La  possibilitK  della  trasformazione  inversa  è anche  facile  ad 
intendersi  ; perciò  che  il  prodotto  x(x  — 1)  (x  — 2). . . . (x  — « + 1) 
sviluppato  e ordinato  dìi  un  risultainento  della  forma 

x"  + C.x—  + C.x->  + C^x"-3  +....+  C„_,x  (9) 

in  cui  le  C indicano  le  somme  de’  prodotti  de’  primi  n — i numeri 
naturali  ,aiai,a2a2,a3a3,ec. 

Per  trattar  la  quistione  piìi  in  generale  si  ponga 

(x+  o)(x  + a + /j)(x  + a + 2/1). . . .(x  + a + (ot — i)/i) 

= X"  + C,X—«  + C.x— > + C5X— ^ + + C„.  (lo) 

Se  si  mette  x + ^ i»  vece  d’  x si  avrìi 


(x  + a + /»)  (x  + a + ih)  (x  + a + 3/i) . . . . (x  + a + mh) , 

= (x  + h)"  + C.(a:  + /i)"-'  + C.(x  + A)->  + . . . . + C„.  ; (II) 
Dalle  (io)  e (11)  risulta  l’identità 

(x  + o + mh){x”  + C,x— ‘ + C.x— > + C5X— 3 + + CJ  , 

= (x+a)[(x  + h)"‘+C,(^+fc)"-+  C.(x+h)-»+  ....  + C„j. 

Sviluppando  , e paragonando  i coeffìcieuti  della  stessa  potenza  d’  x , 
si  ottieue 


^ m(m — i), 

C,=ma  + — — — h , 

^ ^ ^ . w(m-i)  , mf/n-OCm-a), 

2C,=(//i— i)C,a+i ^ ’CJi+  \ , 


X .2 


1.3 


1.2,3 


oc. 
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Questi  coellìcienti  danno  le  somme  de’  prodotti  a i ai,aaa2,a 
3 a 3 , ec.  de'  termini  della  progressione  per  difièrenza 

a , a + A , a 4-  + (m  — i)A. 

Se  si  fa  a = A = 1 , e si  scrive  m — i in  vece  di  m , si  avranno 
i eoeliQcienti  della  (9). 

€>57.  La  formola  (2)  in  eiii  entrano  i primi  termini  delle  differenze 
suppone  che  gli  m + i valori  dati  della  funzione  sieno  consecutivi. 
Ma  siccome  una  funzione  di  grado  rn  resta  determinata  allorché  si  co- 
noscono m + t valori  particolari  (n°  4^?)»  ® necessario  dunque  che  la 
funzione  u,  si  possa  determinare  qualunque  sia  l’ indice  cui  corrispon- 
dono i valori  particolari  dati. 

Indicala  per 

a + A*  + ex*  + -J-  /x”  (4) 

la  funzione  data  e per  , u,  , u,  , . . . . u i valori  particolari  cor- 
rispondenti a’  valori  x^  , x,  , x, x„  uella  x , si  avr'a 


z=  a + Ax„  + cx„*  + <fx„*  + . . 

u,  = a + fix,  + ex,*  -p  <fx,“  + . . 

. • 4“  > 

u,  = a + Ax.  + ex,’  + <£x,*  + . . 

..+/X.”, 

cx^*  + dxj  + . 

Per  mezzo  di  queste  equazioni  si  potranno  determinare  i coefficienti 

a , b , c , d, /.  Moltiplicando  le  equazioni  precedenti  per  le 

quanlité  indeterminate  , X,  , X^  e poi  soltraendole  dalla 

(4)  ) s»  ha 

n,  - - -y.u. - X„u„ , 

= [i-X„-X.-X, 

+ (*  - _ x^X,  -x,X, - x^XJb  , 

+ (X*  - x„*;y„  _ x.*jy.  - x.*^. _ xjxjc , 

+ 

+ (*"•  - 

Determinando  le  quantità  , X,  , X^ X^  con  la  condizione 

che  tutti  i termini  del  secondo  membro  svaniscano  , si  avr'a 

= -^o“o  + + + C‘3) 
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Per  determÌDare  le  X si  avranno  le  equazioni  di  condizione 

-^o  + -*^1  + -^.  + + = I , 

^0^0  + + + = * , 

ar„*X„  + ar,*AT,  + x,*^.  + 1-  = x‘  , (i3) 


+ + ^:‘x^  - X-. 

Queste  equazioni  essendo  simili  alle  (34)  del  n°  653,  si  polratmo  ri- 
solver con  un  metodo  analogo.  Fatto  perciò 

(®„  — ^0(*o  — ^.)(®a  — ^i) (*o  — *».)  > 

= X„"  + il/.x.— ' + i»/,x„—  + + i»/„=/(xJ  , 

sarà 

/(x,)  = o , /(x.)  = o , ec. 

Moltiplicando  la  prima  delle  equazioni  (i3)  per  Af„  la  seconda  per 
la  penuluma  per  e sommando  , si  avra 

(M„  + il/,_.x.  + M^.x:  + + A/.x -■  + x„"').Y„  , 

"Ì* *4"  X , 

d'  onde 

^ _(x  — X,)(x  -xj(x  — x,0 (j  — -rj 

° K — ® JC^^o  — ^.)C®o  — a;j) . • . . — Xj  ' 

Cosi  si  troverebbe 

^ '_(x  — x„)(x  — x,)(x  — X,) (x  — xJ 

’ (^,  - — *.X^.  — ■•••(*.  — ’ 

ec. 

Sostituendo  questi  valori  nella  (7) 

(x-x,)(j^— a?.) (^-0 

* \x—x,Xx^—xJ...{x,-x„y  '(a:,— xj(x.— xj....(x,— xJ  ’ 

(•4) 

formola  elegantissima  dovuta  a Lagrangc. 
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958.  Se  nella  forraola  (4)  si  fa  .t  = ^ , ai  avra 


t — h)  t{t  — h)  {t  — ih') 

«,  - — r4n + 


i.Zh^ 


(.5) 


La  sestituzione  de'  numeri  naturali  o ^ i , a , cc  , in  vece  di  t nella 

(i5)  corrisponde  alla  sostituzione  de’  numeri  o , ^ ^ . i , — » ec. 

nella  (4);  perciò  la  forinola  (|5)  serve  per  inserire  fra  i termini  di 
nna  serio  data  h — l termini  , la  quale  operazione  chiamasi  interpo- 
lazione. ' 

Se  si  tratta  di  funzioni  algebriche,  questa  formola  essendo  composta 
di  un  numero  limitato  di  termini  dara  esattamente  liitt’i  termini  della 
serie.  Ma  nelle  funzioni  trascendenti  , per  poterne  far  uso  , è neces- 
sario che  le  diiferenze  vadano  diminuendo  in  modo  da  render  conver- 
|;cnle  1'  espressione  di  u,  , e allora  bisogna  fermarsi  a qual  termine  in 
cui  si  trovano  diiferenze  costanti  almeno  per  molti  valori  consecutivi  di  u. 

La  formola  di  Lagrange  c più  comoda  , perchè  i termini  che  vi  en- 
trano possono  corrispondere  a qualunque  indice  , e i coenicìenti  si  cal- 
colano co'  logaritmi. 


959.  Allorché  si  va  cercando  l’indice  cui  corrisponde  un  termine  dato 
di  uua  serie,  fa  d’uopo  risolvere  un’equazione  di  grado  m se  la  serie  ha 
costanti  le  differenze  m.""'.  Ma  quando  le  differenze  vanno  sensibil- 
nimtc  diminuendo  , si  può  seguire  uu  metodo  di  approssimazione  che 
riesce  pregevolissimo  quando  la  serie  non  ha  differenze  costanti. 

Facendo  nella  (4)  = S si  ha 


, X — 1 (x — i)(x  — a)  ,, 

vf  -1 tt"  + ^ 

a 3.0 


+ cc. 


(‘4> 


Se  i valori  vf  , u"  , u'"  , cc.  formano  una  serie  decrescente,  da  prima 
non  si  terra  conto  di  ii''  , c si  avrà  per  primo  valore  approssimato  . 


Soslitiiendo  questo  valore  nel  secondo  membro  della  (i4)  c arrestan- 
dosi al  termine  che  contiene  u"  , si  avrà  per  secondo  valore  appros- 
simalo 


«'  + 


8 — u! 


Cosi  si  continuerà 

Questa  opcr.izionc  conduce  ad  interpolare  la  serie  degl’  indici  ; e la 
ricerca  del  niinicto  corrispondeule  ad  un  logaritmo  che  non  si  trova  nelle 
tavole  c di  questo  genere. 
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ART.  II. 

Ricerca  del  termine  summatorio. 


9G0.  Col  rappresentare  il  termine  generale  di  una  serie  per  mezzo 
di  prodotti  cqiiidifierenti  , si  rende  facilissima  la  ricerca  della  somma 
di  n + 1 termini.  In  effetti  osservando  che  nella  serie  de' numeri  costanti 
si  ha  *S'(uJ  = (n  + i)u  , e nelle  progressioni  per  differenza  in  cui 

= a + si  ha  iS'(uJ  n(n  + i)  + — i si  potrà  fare 

in  generale 

•?(«„)=(«+  i)u+>^(ra+0'*“^+'®("+  i)w(n—  i)“" 

+ C(«  + l)n(ra— i)'rt  — 2)1/"  + ec.  (1) 
Mettendo  in  questa  espressione  n — i in  vece  di  n , si  avr'a 

»S'(u;,_,)s=«u+  A n{n~  1 )u' + Bn{n—  i )(n — 2)0"  + Cn{n—i  )(«~2)(«-3)o"^ 

+ ec. 

Ma  S(u,)  — S(ui^,)  — , perciò  si  avrà 

u_  = « + lAnu'  + 3£n(n  — i)u"  + i^Cn{n—^i)(n  — 2)11"'  +ec.  (a) 
Ma  d’ altra  parte  si  ha  ( n°  gSa  ) 

«„  = « + nu'  + n.  — - — u"  + n . — - — . — ^ + oc.  (3) 


per  conseguenza  paragonando  le  (2)  e (3)  si  trova  aA  = i , 3B=  - , 
, ec.  , e quindi 

•^K)  =(«+>)«  + + 


(n  + i)n(n-i){n—a)  ^ 

I .2.3.4 


(4) 


Sia  per  es.  la  serie  i , 6 , i3  , 28  , 67  , ec.  colle  differenze  tme 
costanti  ; sarà  u z=  1 , n'  = 5 , u"  = 2 , u'”  = G ; quindi 

c/..  s__  . . . M«  + 0 . 0 , («+i>i(«-iX/»-2) 

« + 1 + + J H 4 " ~ ■ 

Facendo  /t  = i2  si  ha  la  somma  de’ primi  i3  termini  che  è 5265. 
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961.  Se  nella  (4)  si  cambia  n in  n — i si  avrb 
^ ' i.a  1.2.3  1.2. 3. 4 

(5) 

Essendo  S{uJ  — »S(u._i)  = w„  j se  si  rappresenti  per  x la  funiione 
precedente  , cioè  se  si  fa 


x(a;  — I ) x(x — iV*  — *)  Il  , 

a,  = ara  + -u'  + -i '-u!'  + ec. 

' 2 1.2.3. 


(6) 


la  serie 

*0  5 *1  5 *•  » *3 

cioè  quella  che  risulta  dalla  (5)  facendo 

n = o,  I,  2,  3,  ec. 


avrè  per  serie  delle  difierenze  prime 

«o  ) 1 ».  » “s (®) 

Nella  serie  (7)  si  ha  s^=:o. .Ma  è chiaro  che  se  C rappresenti  un 
numero  qualunque  la  serie 


*o+C,  1,  + C,  a,  + C,  *j  + C, 

avrà  anche  per  serie  delle  differenze  prime  la  (8).  Se  dunque  si  va 
cercando  la  serie  che  ha  per  termine  generale  delle  differenze  prime 
, il  termine  generale  di  detta  serie  sarà 


x(x — i)  , x(x l)(x  — 2)  , 

* = C + xu  + ^ u'  + -i -I -u"  + ec. 

2 2.0 


Volendo  parimente  la  serie  di  cui  è il  termine  generale  delle  dif- 
ferenze , si  ha 


V,  = C'  + Cx  + 


x{x 1 ) x(x 

u + 

2 


l)(x  — 2) 
2.3 


u*  + ec. 


essendo  C'  un’altra  quantità  indeterminata.  Cosi  si  troverebbe  per  ter- 
mine generale  della  serie  di  cui  è quello  delle  differenze  prime 


,=  0'  + Cf.+  C.±^  + 


2.3 


" 'u  + ec. 


essendo  C"  una  terza  quantità  indeterminata. 

Quando  si  vuole  che  le  serie  provenienti  da  uf^  , v,  , ^ ^‘cno  , 
ciascuna  la  somma  della  serie  che  la  segue,  bisogna  far  C=C'=C  _o. 
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È facile  pure  osservare  che  se  da  tutti  i termini  di  una  serie  data 

, M,  , u,  , Uj . . . . se  ne  sottrae  il  primo  termine  si  avr^  una  serie 
che  c la  somma  di  quella  delle  differenze  prime.  Lo  stesso  dicasi  per 
le  differenze  prime  rispetto  alle  seconde  , ec. 

962.  Essendo  in  generale  *x+i — *i>i  = s,  + «,  e 
siccome  =z  S{uJ)  , sari»  2,+  Si  vede  dunque  che  per 

passare  della  funzione  ad  hasla  aggiungere  un  termine  di  più 

alla  somma  ; il  che  corrisponde  a cambiare  x in  x 4*  Dunque  la 
funzione  che  rappresenta  quella  che  da  per  serie  delle  differenze 
prime  c la  somma  di  questa  serie  estesa  da  un  certo  termine  fino 
all’  indice  x — 1 , e perciò  potrebbe  indicarsi  per  ; ma  consi- 

derando in  questa  espressione  la  sola  proprietà  di  dare  una  serie  che 
ha  per  differenza  prima  , sari»  indicata  più  semplicemente  per  ^(«J. 
Si  avrà  dunque 

= ^(“-)  + “x  + 

Il  valore  della  costante  dipende  dal  termine  da  cui  si  vuol  far  comin- 
ciare la  serie. 

Se  la  X avesse  1’  accrescimento  costante  h , ^(«)  esprimerebbe  la 
somma  da  un  certo  termine  sino  a quello  che  currispoi»de  all'  indice 
X — h. 


9G3.  Se  nella  formula 

, x(x — i)  ,,  x(x — »)(x  — 2)  ,,,  . 

u = u 4-  xu'  + W'  + ^u'"  + ec. 

' 1.2  1.2.3 

si  danno  ad  x successivamente  i valori  0,1,2,  3 n,e  poi 

si  sommano  i risultaincuti  , siccome  u,  u',  u'' , ec.  sono  quantità  co- 
stanti si  avrà 

= tzxyCn")  + u'S{n)  + u"  S + u'"  S + ec- 


Paragonando  qtiesta  formala  con  la  (4)  si  ha 

»?(«»)=«+  I , = 

n{n  — I )_  («  + i)/t(n-^  1) 


1 .2 


1.2.3 


c in  generale 

^n(ii — 1). . . .(n  — ni  + i) («  + i)>i(n — i)(n — 2). . ■ .(« — m-P») 

1.2.3. ...m  1.2.3..4 (m+i) 
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Se  in  queste  formole  si  scrive  « + m in  vece  di  n si  avr'a 

1)(”+^)(«+3)—  •(«+»»)  _ (/t+i)(«+a)(/t+3)...(n+m+i) 
1.2.3 m 1.2.3 (m+  i) 

d.'illa  quale  formola  facendo  m = o , i , 2 , 3 . . . . si  ricavano  i ter- 
mini soinmatori  de'  numeri  figurati  (n°  564). 


964.  Le  serie  de’ numeri  figurati,  disposte  secondo  il  triangolo  arit- 
metico di  Pascal  (n“  565)  , si  compongono  facilmente,  giacche  par- 
tendo dalla  progressione  per  difl'creuza  i , 2 , 3 , 4 1 termine 

di  ciascuna  serie  è sempre  la  somma  del  termine  gih  ottenuto  c di 
quello  che  gli  corrisponde  verticalmente  nella  serie  precedente.  Ma  se 
in  vece  di  partire  dalla  suddetta  progressione  si  parte  da  una  qualun- 
que altra  progressione  per  difl'erenza  , si  formeranno  altre  serie  , dette 
pure  de'  numeri  figurati  , delle  quali  si  ottiene  facilmente  il  termine 
sommalorio. 

Queste  serie  sono  le  seguenti  : 


I + 38  , 

1 + 48, 

>+  58, 

ec. 

3+38, 

4 + 68 , 

5 + 108 , 

ec. 

3+  8, 

6 + 4®  5 

IO  + 108  , 

cc-  (9) 

> > 

4 + * j 

10+  58, 

ec. 

> > 

5+  8, 

cc. 

» . 

cc. 

Anche  ili  queste  serie  il  termine  soinmatorio  di  una  è il  termine  ge- 
nerale di  quella  che  segue. 

Quindi  si  hanno  le  formole  seguenti  ; 

+ nS)=S{n")  + Sv9(«)  =n  + i + , 


Si„  + ,+  ) = n+.+  + l'i± , 

^ ^ 2 ^ 1.2  ^ 1.2.3  ’ 

r^/..  . . . «("  + »)  . «("+‘)(«+a),,  . . . nfn-l-i)  . «(«-+- 1 )(/;->- 2) 

•S^n  + td 1- o)=n  + i-l- 1- - 

2 1 .2.3  1.2  1.2.3 

n(n  + i)(n  + 2)(n  + 3) 

+ r:iX4 — ’ 


1)65.  Considerando  la  seconda  delle  serie  (9)  , e facendo  successi \'a- 
iiieiitc  8 = I , 2 , 3 , cc.  si  liaiiuo  le  serie  de’  uuiiieri ^oh'go/ti.  Quindi 
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I+3+6+.0+.  , 

■ ■ 1.2.3 


1 .a 


■ +4+9f6+....+(.+  .)-=<.':t.'l<"+y"+») 

I .3.  J 


'.  1+5+13+33  + ....-}. 


(«+i)(3ii+3)  (n+i)*(«+3) 


1 +6-j-i5+38+....+(n  + i)(3«  + i)=^^— 

1.3.3 


quadr. 

pentag. 

esagoni. 


ec. 


966.  Con  le  formole  precedenii  si  calcola  il  numero  delle  palle  conte- 
nute nelle  piramidi  che  si  fanno  ne’ parchi  di  artiglieria.  La  somma  de’nu- 
ineri  triangolari  dà  quello  delle  palle  contenute  nelle  piramidi  a base  trian- 
golare , e quella  de' quadrati  dà  quello  delle  piramidi  a base  quadrata. 

Se  le  palle  sono  disposte  in  modo  che  il  cumulo  abbia  per  base  un 
rettangolo  e termini  superiormente  in  una  linea  , chiamando  n il  nu- 
mero delle  palle  contenute  nella  linea  superiore  , e m il  numero 
de’  piani  orizzontali  , il  numero  totale  delle  palle  sarà 


n + a(n  + i)+  3(n  + 3)  + 4(„  + 3)  + . . . . + m(n  + m — i) 
= n(i  + a-|-  3 + + m)  + 3(1  + 3 + 6 + 10+  . . . . 

3 

m(m+ 1)  , ^ (m—  i)m(m+i) m(m+i)(3n  + am  — a) 

a i.a.3  1.3.3 


967.  Siccome  ogni  potenza  si  può  trasformare  in  prodotti  equidif- 
ferenti , la  formola  (2)  potrebbe  iornire  il  termine  sommatorio  di  tutte 
le  serie  che  hanno  per  termine  generale  una  funzione  intera.  Ma  per 
evitare  queste  trasformazioni  converrà  dare  una  formola  generale  del 
termine  sommatorio  che  si  riferisca  ad  una  funzione  qualunque. 

Sia  (n°  693) 


??(x)  , + h)  , + ah)  , ec. 

la  serie  che  ha  per  differenze  prime 

f(^)  j + f‘)  ì ì ec. 

in  modo  che  si  abbia 

5.^(x  + h)  — = ^(x). 

48 
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liidicuDilo  per  ?'(j)  , \"{x) , cc.  le  derivate  di  ^(3;)  , sarà  (11°  498) 
^(x+;i)-v,j)=fey'(j)+^y''(a-)+Y^^"'(.T)+  - ^ + ®‘=- 

c passaodo  alle  funzioni  indicate  da  S , si  avrà 


1.2.3 


1.2.34 


da  cui  si  ottiene 


+ ec. 
(io) 


h' 

V)-- — 5^^  • f " W + ec . 


1 2.3.4 


(»•) 


Trattasi  di  eliminare  dal  secondo  membro  della  (11)  le  funzioni 
3 . ?"(x)  , S . ^'"(x)  , ec. 

Per  la  rclazioue  che  esiste  tra  le  funzioni  derivate,  dalla  (11)  si  avrà 


3.A^)==J^'(x)- A..,i//(^)_^^5.,,.(^)_ec.  , , 
S.V"(x)=^y'(x)— ^3^”(x)-  ec.  , 

3.^-'(x)=|?'"W  — cc.  , 

Mediante  queste  relazioni  si  potranno  eliminare  le  funzioni  suddette 
dalla  (li). 

Per  maggior  facilità  si  potrà  far  uso  de'  coefficienti  indeterminati 
(n"  4^7)’  ^ uopo  si  ponga 


Ora  dalla  (io)  si  ha 


(12) 


a/?'(x)=^A3.v"(.r)+^i'.^'»(x)+  ^^5.^-(x)  +ec.  , 


==  i B.fc*3.^"'(x)  + + cc.  , 

^B.;i^'"(x)  = ~ . ^..(x)  + ec. 
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Sostituendo  nella  (12)  ed  eguagliando  le  serie  (ii)  e (12)  si  avrà 

= + ?■’(*•)  + ec.  , 

+ ~ * ■ + ec.  , 

f ' 

da  cui  ricavasi  in  primo  luogo  A — — - , e poi 
B 


: + : = o,  ^.  + ?f_J+J  = o,  . 


I . ! 

1 


Proseguendo  il  calcolo  si  troverebbe 

***  6.5.4'3_.  t>*5.4«  ^ 1 

B t — ■- — H -4-  -Htt  -f“  — *4“  ~B . *“  — o • 

^^2.34.5  ■^2.3.4  ‘ 2.3  *^2  ‘ 2^7  ’ 


con  legge  manifesta. 

Procedendo  all’  effeltiva  determinazione  delle  B , si  troverebbe  che 
sono  zero  tutte  <{uelle  affette  da  un  indice  pari.  Ma  per  assicurarsi  che 
(|uesta  condizione  ha  luogo  in  tutto  lo  sviluppo  , si  consideri  la  fun- 
zione e'.  Si  ha  (11°  5oo  ) ij'(x)  = =:  = — e*;dip- 

più  essendo  e‘~‘‘  — e*  = e'(e*  — i ) , sar'a 

^ e- 


e*  — 1 


e*  -1 


Sostituendo  nella  formolo  (7)  e sopprimendo  il  fattore  comune  e',  si 
ottiene 


1 i Bh  Bh' 


BJi' 


-- = 4.  -4-+  _! p 

e*  — 1 h 2 1.2  1.2.3  1.2. 3. 4 


+ ec. 
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- *- 

I e*  + i 1 e*+e’ 

e*  — I 1 a(e*  1 ) a i i ’ 

e*  — e"* 

jicrciò  53r!» 

i _* 

1 e’+e*  I Bh  B h'  B.h^ 

- -i-+  -Hr  + — V-7  + '‘=- 

a 1 _i  h i.a  1.3.3  i.a.3.4 

e* — e * 

Ma  il  primo  membro  cambia  di  segno  quando  si  mette  — h in  vece 
di  h , perciò  il  secondo  membro  non  deve  contener  palenze  pari  di  h\ 
quindi  le  B affette  da  indice  pari  saranno  nulle. 

I valori  delle  B venendo  co’  segni  alternati  si  potranno  assumer  tutti 
positivi  e alternare  i segni  della  serie  (7).  Cosi  operando,  la  relazione 
per  mezzo  della  quale  si  determinano  questi  coelHcicnti  è 


/ . a^r(2À:— l)(a^r-a)...5.4„  aÀr(ai- 1). . .7 .6 

, 3.4. . . . (at  - a)~^-*-^+T.3.T7:(ali-4) 

(i3) 

ik{iì( — — a)  „ aft  „ t I 

•f* 1 — Bt  4*  — -^i  “ ■4“  — i t>. 

3.3.4  * ^ a ^aAr  + 1 


Dando  a ìt  i valori  1 , a , 3 , 4 , ec-  ai  ottiene 
^ * I 3 „ 5 

^ I o ' ' ? "^3  il  L 1 ^ I ^7  7 "^9 . I ^ 

3. a o.à’  •*  76  IO  9 ii.b 

e siccome  ( d°  963  ) 

+ ?'(a-)  + C , 

sostituendo  nella  formola'  (13)  si  ha 


BJi 


- ec.  (i4) 


I numeri  B,  ^ B^,  B^  , ec. , che  si  presentano  spesso  nella  teorica 
delle  5 SI  chiamano  numeri  Bernoitlliani , dal  nome  di  Giacomo 
Uernoulli  che  fu  primo  a scoprirli. 
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g68.  Sia  ^'{x)z=x”,  »aià  (f(a)  ==  (u°  499), 

^'"(x)  = m(m — i)x^»  , ec.  Sostituendo  in  (i4)  *i  lia 


.ya;"= 


* 1 „ mBh 

(m+i)A  2 1.2 


m{m — i)(m — 2) 


1.2  3.4 


. ..  + C. 
(.5) 


Questa  formola  è composta  di  un  numero  limitato  di  termini  ; 1'  ul- 
timo conterrà  x -o  a:®  secondo  che  m è pari  o impari.  Volendo  de- 
terminar la  costante  in  modo  che  la  somma  sia  zero  quando  a:  = o , 
Sara  C = o se  me  pari  , e C eguale  all'  ultimo  termine  col  segno 
contrario  se  m è impari. 

Se  si  fa  A = I , la  formola  (i5^  dà  le  somme  delle  polen»;  simili 
de' numeri  naturali  da  i ad  n.  Cosi  per  es.  si  ha 


C.  5X  «‘('«  + 1)’  .n(«+iXan+i)(3rt’+3«— i) 

S[n  ) _ ^ , J(„4)  _ , 


ec. 


960.  La  formola  (i5)  dà  anche  respressione  della  somma  5'(o+nA)”', 
cioè  la  somma  delle  potenze  simili  di  una  progressione  per  diilèrenza. 
Ili  elFetti  attribuendo  alla  costante  uu  valore  tale  che  quando  n ^ o 
sia  la  somma  eguale  al  primo  termine  a!"  si  avrà 


r,,  .s.  m (a+nh)'"‘ — a"*‘  . (a+nA)”' — a"  mA 

^(a+uA)  =a  ^ — + - [(a-hnA)— ‘-a— J 


m(m  — tX"! — 

2.3.4 


[(a  + fiA)"^*  — a"~5J  -f-  ec. 


Sviluppando  ed  ordinando  si  avrà  un  polinomio  ordinato  secondo  le 
potenze  di  n.  .Cosi  si  trova  in  particolare 

, , . 20  + A hn' 

S(a  -p  nh)  = fi  + n + > 

2 2 


S{a  + nh)'  =7  a*  + 


da'  + 6fiA  + , 


-Il  + 


970.  Per  mezzo  della  formola  (i5)  si  può  aver  il  termine  somma- 
torio  di  tutte  la  serie  che  hanno  per  termine  generale  una  funzione 
intera 

==  a + Ax  ex'  + + Ax" , 

perchè  si  ha 

S(uJ)  = aiy^x’)  + bS(x)  4-  cS{x')  -p  . . . . + AiS'(x'"). 
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2x”*  2.3.4x*'*5 

+ i)(m  + a)(m  + 3)(m  + 4)-gs 
3.3.4>  5 .6x"-^5 


+ + C (*6) 


espressione  che  serve  a sommar  la  serie  i + ^,  + ^ + ec.  quando 

ni>  I.  Facendo  a:  = x , nel  secondo  membro  resta  la  costante;  per- 
ciò questa  costante  c la  somma  della  serie  protratta  all'  infinito.  Per 

determinar  questa  costante  , si  calcolerà  il  valore  del  secondo  membro 
supponendo  x eguale  a un  numero  determinato  sufficientemente  gran- 
de. Cosi  per  es.  se  m = a , si  ha 

.5-  = — - + — ■ + — — ^+ec.  + C 

x'  x~  ax'  x^  ~ x’  ~ 

e facendo  x = io  , si  avra 

j I 1 I I I I „ 

1 1-  — -t- . . . . -I =: -1- : — H ec.  +C. 

~ a*  3’  ^ IO*  IO  200  6oo  3ooooo 

Calcolando  il  valore  del  primo  membro  , e spingendo  la  serie  sino 
al  decimo  termine  si  trova 

C rr  1 ,644g3  40668  48226  43o. 

9^1.  La  formola  (16)  non  può  servire  quando  m =z  Ricorrendo 
alla  formola  (l4)  si  ha  = ^ e quindi  (n°  5o3j  ^(x)  = l'x;  per 
conseguenza  preso  h—i  si  ha 

= l'x  -b  — + ^ + C. 

X ^ ax  ax  ^ 4x^  bx‘  ^ ^ 

Siccome  la  serie  i , i ^ , ec.  è divergente  ( 11“  479)  j la  costante 
non  può  determinarsi  che  dando  ad  x un  valore  particolare. 


9^3.  Se  nell’  espressione  di  àj  - si  scrive  mx  in  vece  di  x , essendo 
m numero  intero  , si  ha 

Il  1 ,,  I B,  £,  „ 

1+  — H5+-.-  + — = l.mx  + — + — — ' — cc.  + C . 

2 3 mx  imx  mix 
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Ma  si  lia  pure 

. • * r 1/  « li,  B. 

m + 5;;:  + 3;;: +•  • • • + ;^= m f ‘ ~ aT- + 

togliendo  dalla  prima  equazione  la  seconda  moltiplicata  perni,  si  avrà 


1 II. 

1-— ^ 

3 m m + ì 

1 

— m — 
m 


f-+— + 


lm  2m+i 
I 


t I 

+•••+—+ 


o T ..  -I- . . . q. 

3ni  àm  + 1 nix 


3 ni 


ni. 


=.  l'm+  — t ) — — ' ì + <“c. 

2x\m  / ■ìx  \ni  J 


Fatto  X — ■£,  si  ha 

1 I 


l'ni 


— ‘ +'  +7;+ +“( ‘ ~ "0  + , + H (‘ — "*) 

a 3 m «i  + 1 am 


■+  ■ 


am+i  3m  + a 

Facendo  succcssivaniente  ;;i  = a , 3 , 4 > e<-‘.  si  ha 


+ 3-(t-m)  + ec. 


ì'i  =z 


2”*“  3’ 


liti 

■4+5“6+7‘ 


lo 

1 2,1.1  2.F.I  2 1 


i'3=t  +:_f  + ^ + 


(>7) 


+ ec.  , 


y 


IO 


,, , . 1 I 3 ..  1 I I 3 1 1 

U-‘+-  + 3-|+5  + ^+--5+-  + -+cc., 


»’5-t  + ì + 3+/;-^,  + (;+n-+!l  + i- 


4 


+ ec.  , 


974-  Se  si  fa  if'(x)  = 1 .f  , sarà  (n"  àoa)  f(a-)  = jl'x  — x , c 
<f"(x')=  l ; quindi 


^y.l'x  = xl'x  — X + -l'x  + 5 / J T K a i 

a I .2.X  3>4.x^  5.b.x‘ 


'3 


-ec.+  C.(i8) 


Qui  pure  la  costante  si  può  determinare  dando  ad  x un  valore  par- 
ticolare c calcolando  un  suffìcicnte  numero  di  termini. 

Si  osservi  però  che  se  nella  (iB)  si  passa  al  limite,  cioè  si  suppone 


Digitized  by  Google 


( 7^0  ) 


X eguale  all’  iuGaito  , si  ha 

l'i  + l'a  + l'3  + + Vx=  C + {x  + i)l'*  — I , 

ovvero 

l'(i.a.3.4 x)=C+{x  +^-)l'x-x.  (19) 

SìmilmeDle  si  ha 

1'(i.2.3 2x)=  C + (ax  + ^)l'ax  — ix.  (ao) 


Aggiungendo  a ciascun  membro  della  (19^  la  quantitli  xl'a  , e osser- 
vando che  l'(i.a.3...  .x)  + xl'2  = l'(a.4.6. . . .2x)  , si  ha 


l'(a.4.6. . . . ax)  = C+  (x  + ^)l'x  — x + xl'a. 
Sottraendo  la  (ai)  dalla  (ao)  si  ha 

1'(i.3.5.7 (ax — i))=xl'x  + (x  + ^)l'a  — x. 

Sottraendo  la  (ai)  dalla  (ao)  si  ottiene 


(ai) 

(aa) 


^ a.4.6....ax 

1.3.5...  .(ax  — 1) 


= C — l'a 


ovvero 


a.4.6....ax  . / a.4*6....ax  ■.* 

al'  — = 1 ( — ^5-5 7 = aC  — al'a 

1.3.5...  .(ax — 1)  Vi  .3.5. . . .(ax — i)^ 


inGiie 


1 .3. 3. 5. 5. 7. 7. 9. . . . 


(a3) 


La  quantitk  posta  sotto  la  caratteristica  1'  nel  primo  menabro  è uguale 
a ^ (n'  535)  ; perciò  si  ha 

l' ^ = aC  — al'a  , ovvero  !'«•  — l'a  zr:  aC  — al'a  , 

e iuGne 

C=Ì(1V  +l'2)=ll'.air  = r.V^. 
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Quindi  la  (i8)  diviene 

+ xl'x  — X 4-  -l'x 
2 *2 


, B,  B,  B, 

^1.2.X  3.4'V^  5.tix' 


r-n 

- ec. 

(4) 


Per  adattare  questa  seiie  ad  un  sistema  qualunque  di  logaritmi  , fa 
d'  uopo  moltiplicare  per  il  modulo  tutti  i termini  della  serie  che  non 
contengono  logaritmi.  Ciiiamaiulo  M il  modulo  si  ha 


S.  Ix  “ - 1 . 2*  + xlx  — Mx  + 


MB,  MB, 

1.1. X 3.4-x“ 


MR, 

5.0X-’ 


ec. 


(25) 


Sia  proposto  di  trovar  la  somma  de’ logaritmi  ordinari  de' primi  looo 
numeri.  Si  ha  A/=  o,4342944l^>  • • • • J quindi 


xlx  + -Ix  = 


- la*  =: 


— Mx  =: 


IX 


3ooi,5 

0,399089934179 
— 434,3944'^ ‘90^252 
0,000036191206 


MB^ 

0,000000000001 
3./jx^  ' 


somma—  2567,604644^221328 


d'onde  ricavasi  che  il  prodotto  1.2.3.  1000  che  è quasi  incalco- 

labile ha  2568  cifre , e che  le  prime  dieci  sono  4023872600. 


975.  Essendo 

t(x  + h)  = f(x)  + Av'(x)  + + 7^»"'(*)  + ec.  , 

sarà 

a**Vx+h)=a*[a>(x)+haY(x)+^oY'(x)  + jA^^«'(x)+ec.J, 
e quindi 

o***f(x  + h)  — o't(x) 

=(a»  — i)a*^(x)+o*  [h.o>'(*)+^.a'V'(*)+7^«‘ »"'(*)+ee  J- 
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Operando  come  nel  n°  967  risulta  / 

n'^(x)=(a*  — O^a'^Ca-)  + a*  ^ • 1 

d’  onde 

(0*  — i)<.a'^(x)=a*^(x) — a*  [-  ^.a’^'(x)  + .a'^"(x)  + ec.]. 

Per  eliminare  le  espressioni  S.n'y(jr),  Sa'^"(x)  , ec.  si  supponga 

J 7,1  ^ 1,5 

(a*  — 1 )^ . a'?(x)=a'?(ar) 

+ ec.  (27) 


Sostituendo  in  questa  eguaglianza  i valori  di  a’^'(x)  , a‘^"{x)  , oc. 
presi  dalla  (?.G)  , i quali  si  ottengono  coll’  aggiunger  al  9 un  tratto  o 
due  tratti  , ec.  , si  avra  un’  idenlit'u  , la  quale  sutnuiinislra  per  deter- 
minar le  le  seguenti  equazioni  : • ' 

^a*  — i)/^,  -J-  a*  =;  o , 

(a*  — 1)^,  + (2//,  -p  i)a*  = o , 

(a*  — 1)^5  + (3^.  + 3^,  + i)a*  = n , 

(„*  _ + (4^,  + 4 + 4^.  + , )a*  = o , 


e in  generale 


Mk—  i)  ^ 

(a*  — l)y4i  + — Al-,  -f- 


k[k—ì){k  — a) 


I .3.3 


+ ... 


+ — -A,  +-A,  + iV  =0.  (aS) 

i.a  1 J 


Sostituendo  nella  (27)  i valori  delle  A che  si  oiiengouo  da  <pieste 
equazioni , c ricordandosi  che  •S'(w,)  — ^ j *•  avra 


5.a>(x)==^^^<x)+-f-;Ìa*,'(-r)+  ..ff  ~7)°V'W+ee-+ C-  (^y) 


I valori  delle  A sono  indipendenti  dalla  funzione  ^(x)  , e perciò  po- 
tranno esser  determinati  ~per  qualunque  caso  particolare. 

Per  maggior  semplicità  si  faccia  h = i ; i valori  ricavati  dalla  (28) 
sono 


A.  = 


a(i  -H  a) 
(a  - I)’ 


^^5 


n(i  -p  4“  + 

- {a- ly 


, cc. 
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976.  Sia  ^x)  zz  x”  ; sostituendo  nella  (ag)  e sopprimendo  il  faltoie 
comune  a si  ottiene 

a*  m(/n  — 1) 

Sa*-’^(r)  = C [x"  + A,mx"^'  + A^. x"  ’ 


1 — a 


I .3 


^ m(m  — i)(m  — a)  i zj  \ 

A. — ^ ix"-5+ec.].  (do) 

1.3.3  . 


La  costante  si  determina  in  ogni  caso  particolare  facendo  che  quando 
X = o sia  S — o.  Così  si  trova 


Sa’-'x^ 


Sa*~'x' 


I + a 
(1  - «)• 


àS’o'-'x*  — 


ec. 


1 + a q 

(i_a)*J’ 


I 

(*-«)•: 


t3x  + 


i+4a+a*q  . 

(i_a)>  J’ 


Si  osservi  che  quando  a < 1 , la  parte  che  contiene  x diviene  tanto 

'11'  ^ 

piu  piccola  quanto  più  grande  è x , perchè  nell  espressione  ^ - , 

a diminuisce  assai  più  rapidamente  di  quel  che  cresca  x”  ; perciò 
quando  x = 00  , questa  parte  svanisce  e resta  la  costante  , che  sara 
la  somma  della  sene  , o la  sua  frazione  generatrice. 

Si  avrù  quindi 

1 4-  aa  + 3a*  + 4a’  + ec.r=^^  , 

1 + 3*a  + 3*a*  + 4*o’  + ec.  — ap  ’ 
ec. 


risulumenti  conformi  a quelli  del  n“  567  , ove  è stato  assegnato  il 
modo  di  comporre  queste  frazioni.  ^ ^ 

Ciò  posto  , rappresentando  per  , ec.  le  co- 

stanti relative  alle  supposizioni  m = i , a , 3 , ec.  si  avrù 


Sa'-x^=-^ — 

I — a 1 o 

^a*-x’= 


Cr 
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e in  generale 

C a'  m[m— 

Ja*-*"  = =- + ffiC.ar—  + \ ^ + 

I — a 1 — a ■ »-a 


)(m^)  

1.3.0 


Paragonando  questo  risultamento  con  la  (ag)  si  vede  che  le  A deter- 
minate per  mezzo  della  (a8)  e che  entrano  nell’  espressione  generale 
di  Sa‘-’tì{x)  sono  le  somme  delle  serie  che  hanno  per  termini  gene- 
rali moltiplicate  per  i —a.  Rappresentando  per  j Sj  • • • «„ 

queste  somme  , si  avra 

Sa‘-'x”  = s^  — o'  [*™  + mx—'s,  + »*,+.•■  • +sj  (3i) 


e in  generale 

JoVx)  = C — + sy{x)  + + sj?'"(*)  + ec.  ].  (3a) 


977.  Applicando  la  forinola  (ag)  alle  serie  che  hanno  per  nume- 
ratore i numeri  figurati  e per  denominatore  la  progressione  a,  iGjCC-j 
si  troverà 


1 a 34,5 

- + ^+y  + ~+~  + 


16  • 3a 
IO  i5 
16  3a 


I 3 fi  IO  i5 

II  4 to  20  35 

a + 4'‘"8+Tfi  + II  + 


, =2  , 

. = 4, 

..=8, 


ec. 


978.  Per  mezzo  della  (3i)  si  può  trovare  il  termine  sommatorie  di  ogni 
serie  il  cui  termine  generale  e +•  • •)• 

Cosi  si  trova  facilmente 


»y.a'’(»,a:  + *): 


a»,  + »(i  “®) 


aL  I — a J 


Le  serie  ricorrenti  (n°  56o)  , derivando  dallo  sviluppo  di  una  fra- 
zione razionale  in  serie , avranno  il  termine  generale  oi  questa  ferina, 
lu  eiletti  la  frazione  generatrice  si  può  decomporre  in  frazioni  parzia- 
li 5 e chiamando  h una  quantità  che  riduce  a zero  il  denominatore  , 
una  di  queste  frazioni  sarà  della  forma 


N 

(*-/.)"■• 
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Il  termine  generale  della  serie  che  deriva  da  questa  frazione  sarh  (564) 
/ (n+  i)(n  + 2X/i  + 3)....(n  + m— i) 

' ''  j.2.3 (m  — i)  ■ W ■ 

Sommando  diverse  espressioni  di  questa  forma , eseguendo  le  moltipli- 
cazioni e ordinando  rispetto  ad  n , si  avr'a  un  risultamene  della  forma 

x\A„  + A^n  + A^n*  + ec,). 

979.  Tutte  le  serie  il  cui  termine  generale  è composto  di  un  sol  pro- 
dotto di  fattori  equidilTerenti  , si  sommano  con  un  metodo  speciale. 

Prendansi  per  es.  le  serie  inverse  de’  numeri  figurati , il  cui  termine 
generale  è 


1.3.3... . m 

' a:(x  + i)(x  + 2).  . . .(*  + m — 1)’ 


Si  ha 


e quindi 


Uj-i: 


1.2.3. ...  I 


(®+»)(*  + a) (j;  + n»)  ’ 


xu^  = (a;  -f-  m)u^,. 

Da  questa  relazione  fra  due  termini  consecutivi  risulta 

Xltx*X' 

Facendo  nella  (35)  x = 1 , 3 , . . . . n si  ha 
mu.  = u,  — u,  , 

muj  = 3u,  — 2Uj  , 

mu^  = 3uj  — 3«.j  , 


(33) 


(34) 

(35) 


= nu^  — nu«*«. 

Sommando  si  ottiene 

m(u,  + Mj  + + I/,*.)  = M,  + + IZj+ + U^—nUn,x 

d’  onde 

— 0(“.  + “5  + +«,)  = “.  — ("*  + 

ed  infine 

W r ni  "p  fi  • /OC\ 

+ “.  + «5  + + “,  = " _ 
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_ rr» i.a.3.  ■ .(m  — 1)  ^ 

«I  + “.  +“3+  + “»  TO — I * (rt+iX/1+2). . .(/i+m— 1)^ 

t 

Quando  «=«)*•  h» 

s = (37) 

rn  — 1 

Dando  ad  m i valori  a , 3 , ec.  si  trova 

»+5  + 6+T^+ = "’ 

III  3 

‘+4+13  + 55  + -5’ 

* + 5+r5+r5+ ~3> 

ec. 

F.icendo  = i , dalla  (Sy)  si  ha 

III  m 

‘ + 5+3+4  + = 0==° 

'come  già  si  sapeva  ( n°  479)* 
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CAPO  IL' 

'de' PRODOTTI  COMPOSTI  DI  «N  ^UMERO  FINITO  O INFINITO 
■ DI  FATTORI. 

980.  Sia  dato  il  prodotto  iodeiìnito 

(l  + «*Xi  + /3z)(i  + yz)(l  + 8i)(l  -f  si) (1) 

il  quale  per  la  moltiplicazione  dia  il  polinomio 

I + + Bz*  + Cz’  + Dz‘*  + £■*'  + ec.  ; 

si  avrli 

(1  + «)(i  + + yz)(i  + Si)(i  + sz) 

= I + Az  + £z*  + Ca*  + Dz'*  + £*’  + ec.  (a) 

È chiaro  che  sarh 
^ = » + |S+y  + ® + *+ec.  , 

+ «y  + *®  + ’*«  + • • • • + ....  +y®+y«-" 

<7  = »j3y  + «jSS  + a/3s  + ....  4.  ^8  4. 

D = »^y8  + »|Jy5  + . . . . 

E = a^ySz  + 

Chiamando  P il  prodotto  e prendendo  i logaritmi  , sarh 

IP  = l(i  + »z)  + l(i  + (3z)  + l(i  4-  yz)  + l(i  + 8z)  + cc. 
Sviluppando  i logaritmi  si  ottiene 

1P  = Z>  + ^ + y + 8+...)_il(.*  + y*  + 8*  + ....) 

+ + y*  + + • • • . )—  j (*‘*  + 1*^  + y*  + • • . • ) + ec.  ; 

e facendo 

*5'.  = » + /S  + y+  .... 

• = «*  + ^’  + y*  + . . . . 

+ r + 7”  + ’■■■ 
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n 


^^.s— -.y.a’+jiy,*’— ^5'4i'  + ec.  + +ec. 

(4) 

Sviluppando  il  logarilmo  della  (3)  , dal  paragone  de’  coefGcienti  si  ha 
S,=A,  . . ■ 

s=-\b  + \a',  • • 


^ 1 2 3 ’ 

= — ^Z? +|(3^C+ J?’)  — |3^’5  +1^*’ 


e sviluppando  l’ esponenziale  della  (4)  , il  paragone  de’  coeiTicienli 
dclli-  diverse  polcnzc  di  e somministra 

A = S,, 

•°=a-X4'^’' - -K>  + 

ec. 

Convenendo  (juanto  si  è esposto  anche  al  caso  in  cui  il  numero  de  fat- 
tori di  P sia  limitalo  , le  equazioni  (5)  o pure  le  (6)  rappresentano 
le  relazioni  che  passono  ira  ì coefficienti  e le  potenze  simili  delle  radici 
di  un’  equazione. 

Se  si  vogliono  supporre  positive  le  radici  dell’equazione,  si  ha  il  pro- 
dotto (t  — «a)(t  — f3z)(i — ys) il  quale  ricavasi  dal  precedente 

scrivendo  — a in  vece  di  *.  Fatto  questo  cambiamento  nel  secondo 

membro  della  (3)  , si  ha — — 3*^s**  — ^ 

formole  precedenti  si  adotteranno  perciò  al  caso  attuale  cambiando  il 
segno  a tutte  le  S affette  da  indice  impari. 

Le  formole  (5)  rientrano  nelle  (7)  dein*  617,  ma  hanno  su  quelle  il 


Dioi!--  ■ 


C 769  ) 

vanlaggio  che  in  ciascuna  la  .9  è espressa  immediatamente  pe’  coeffi- 
cienti. Lo  stesso  dicasi  delle  ((5)  rispetto  alle  (10)  del  n°  620. 

981.  Se  nelle  formole  (11°  535)  / 






51  meltouo  per  senjf  e cosa:  i loro  sviluppi  in  sene  (u“  e i>oi  si  (a 

w . V / 7 « 

-e  — , SI  avrà 

V-» 


• + 


ec. 


1 .3.3  1.2.3  4-5  ^ 1 .3 7 



ec. 


«* 

1 +— + 


+ 


t .3  I .2.3.4  I .3. 3. 4. 5 

— f.  A.  . 4«* 


Se  nella  (7)  si  fa  n’  =:  «-’*  , si  ottiene 


0) 


(«) 


1.3.3  1.3. 3. 4. 5 1 2. ...7 


+ ec.  , 


— (•  +2)(«  +4*)(‘  + 9*n‘  + 76*^^'  + (9) 

Paragonando  questa  equazione  con  l'equazione  generale  (2),  si  ha 


A=i 


, C^. 


, 2?: 


1.2.3’  “ 1.3. 3. 4. 5’  1.3, ..7’  1.2. ..9’  ’’ 

- a — L 

3’  ’ *“4’ 


a — I , (3  — — , y — .j,  , * — j;  , ec.  ; 
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= I + ^ + f.  + ^ + ^.  +W- 

€>  1 . * 1 

+ Ji+  37  + 4-+  P + ^ » 


‘^s-'+^+p  + Js+^  + ec.  = 


945’ 


(io) 


il  cbe  mostra  che  la  somma  delle  serie  contenute  nella  formola  generale 


> + + 3^t  + 4ir  + ec. 


dipende  dal  numero  «■. 

Se  nella  (8)  si  fa  ^ , si  ha 


tt’x  «•'•s* 

« + -T— + 


1.2.4  1.2. 3. 4. 4*  1 .2.3.4-S.6.4 


j + ec 


• > 


= (l  + a)(l + -*)(.+-*)(!  + -a)  ...  j 

>*  '■ 

procedendo  con  lo  stesso  metodo  si  ricava  ‘ 

•y. ->  +|;+^+ec.=-.^,  rtji  ^ 

III  2 ■ 

■y.  = i +35  + j5  + -,+  ec.=  — .-i,  . 

^ 1 I 1 .16  *r‘ 

*53=  • + p+  p + ^ + ec.  = — 3— 5-p  , 


(«•) 


e quindi  anche  le  somme  di  tutte  le  serie  comprese  nella  formola  ge- 
nerale 


3Tr-T-  5,.  . 
saranno  espresse  per  mezzo  del  numero  «r. 
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gSa.  Dalle  forinole  (io)  si  ha 


✓ 1 \_i  a«r  ^ I a‘** 

VV“  6‘i.a’  TJ34’  A®V“4Ì'i.a.3.4.5.6  ’ 

I coefficienti  posti  innanzi  a queste  somme  sono  appnnto  i numeri  di 
BernouUi  ( n°  967  ) ; perciò  sarà 

AarV  i.a  ’ \xV~i.2.3.4’  i.a.3.4.5.6  ’ 

e in  generale 


/ 1 N * 

’fc‘)=r; 


.^k 


(ta) 


983.  Ora  se  si  fa 

- t * t * * I 

* ““  1 • **  "Ì“  fm  Fm  "l*  eC«  j 


^'=1 


+ 3»  + gii  + ec.  , 


sarh 


d’  onde 


Quindi  si  ha 


» _/  » N » 

\aar  — i)**  V.*  3**y 


oyvero 


'(2*— 1)**  ‘■*‘3**'^5* 


• ec.  = 


3*1 — t 


984'  Se  da 

•S  = * + ^ + ^+ec.  si  toglie  ^ = ^ + ^ + ^.  + ec. 


(13) 


si  avrh 


( 1 — 5^=7)*^  = 1 “ p — ^ — *^"5 
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(|uliiJi  , fallo  m — 2^r , risulla 


S" 


2>*— I _ (2't—  — 

-*  ■ 1.2.  . ,lk  ’ 


I .2. . . .2^ 


1 


(■4) 


e perciò 


111  li  X 

1 — — - + ec.  = — - 

l' ^ 3*  A*  » 


l i I 

I 4- — l-ec.  = 

j4  ^ 3“  41^ 


1 I 1 

I — —4 — — — 4-  ec. 


3«  4« 


1 .2.3.4  ' 

3l5j«r* 

1 .2. 3. 4-5. 6 * 


g85.  1 predoni  composli  di  un  numero  infinilo  di  fallori  .sono  uli- 
lis^i  quando  Iraltasi  di  volulare  il  logarilmo  di  una  quanlilk-  Cosi 
prendendo  1’  espressione  (n°  535) 


si  ha 


, = 

Sviluppando  i logariimi  de’ binomi  e osservando  che  si  ha  in  generale 
si  avrk 
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Vi  i.a  / iVi  i.i.3i.4  / 3v3  i.2....b  / 

— ec.  (1 5) 

espressione  che  da  il  logaritmo  neperiano  di  v, 

986.  Considerando  generalmente  il  prodotto 

P={i  +uj(i  + u,)(i  +uj(i  +Uj) (i  +n«^.)...  (Iti) 

composto  di  un  numero  infìuito  di  fattori , e nel  quale 

“o  5 “3 “»  > “»*- (':) 

formano  una  serie  dì  numeri  positivi  o negalivi  superiori  a — 1 , si 
avrà 

l'P  =?  l'(i  + nj  +!'(.  + u.)  + l'(>  + + l'(i  + «3)  + • • • • (»») 

Sia  r il  limite  della  serie  (17).  Se  r è una  quantità  (Inita  o zero , cioè 
se  la  (17)  è convergente  , sara  e'  il  limite  del  prodotto  P.  Se  r—‘Xi , 
il  prodotto  P sarà  divergente  , e se  r= — x , P convergerà  verso 
zero,  Allìnchè  la  serie  (18)  sia  convergente,  è necessario  che  crescendo 
n i suoi  termini  vadano  diminuendo  , e per  conseguenza  anche  quelli, 
della  serie  (17).  Verificaia  questa  condizione  , si  ha  (u°  497) 

i'(*  + “ J + W ~~  4“"''  + ^ ‘ 9) 

Siccome  i termini  della  serie  (17)  vanno  diminuendo,  si  può  arrivare 
ad  un  termine  n„  tale  che  nella  (ig)  il  valore  di  l'(  i + “„  ) dipenda 
da'  due  primi  termini.  Allora  , rappresentando  [ler  m un  numero  in- 
tero qualunque  , si  avrà 

1^(1  "f-  “h  1 (•  “4"  Ufl.i)  -4*  1 (l  “1"  -p  . . . , -p  F(  I 4" 

— -piiR+i  -4“  ■ * • • 4“U«+i%— I •4“t^"'»s*"4“*'*  ■f**^'**"— **)‘4"cc. 


Da  quest'  iillioia  equazione  si  vede  che  se  iàceudo  crescer  m al  di  là 
di  ogni  limile  non  solo  la  serie  (17)  converge  verso  un  limile  fisso  , 
ma  anche  la  serie  de’ quadrati , il  primo  membro  della  (20),  ossia  la 
serie  (18),  convergerà  verso  un  limile  fisso  diverso  da  zero.  Ma  se  la 


"o  J ) ",  t “5 


c divcigenlc  , il  secondo  membro  della  (20)  avrà  per  limile  — x , 
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c per  coDseguenia  , essendo  = — oo , sari  JP  — o^  cioè  il  prodotto 
(ib)  convergerà  verso  zero. 

987.  Un  prodotto  composto  di  un  numero  infinito  di  fattori  si  può 
convertire  in  serie. 

s In  effetti  fatto  z = i , la  formolo  (a)  diviene 


(J  + *)(‘  + |3)(>  + r)(‘ + «) 5 (>') 


e se  • , ^ , y , ® j ec.  son  tutte  positive , questo  prodotto  sarà  eguale 
all’  unità  aumentala  della  serie  de’  numeri  che  risultano  prendendo  i 
numeri  « , /S  , y , 8 , cc.  a uno  a uno  , a due  a due  , ec.  in  guisa 
che  un  numero  , se  può  risultare  in  due  o più  maniere  da’  prodotti 
delle  suddette  quantità  , si  troverà  ripetuto  due  o più  volte.  Similmente 
se  a , |S  , y , * 5 ec.  son  tutte  negative  , il  prodotto  (31)  sarà  uguale 
alla  stessa  serie  con  la  differenza  die  i numeri  che  risultano  da  un 
numero  impari  di  fattori  avranno  il  segno — . 


988.  Queste  serie  si  formano  facilmente  , allorché  per  a , ^ , y , 8 , 
ec.‘  si  prende  1’  unità  divisa  per  tutti  i numeri  primi  o per  una  po- 
tenza qualunque  di  essi , perciò  che  allora  la  serie  conterrà  tutte  le  tra- 
zioni che  hanno  per  numeratore  1’  unità  e per  denominatori  i numeri 
non  divisibili  per  una  potenza.  Si  avrà  quindi 


( ^ + ?)(  * + ^")(  ‘ 5’)(  ‘ + ?)(  ‘ + IT’) 


= > +^<+j*+5«+6^+f +T^+rr’  + ®"-’ 

( * - r)(  ‘ “ r)(  ‘ ‘ "Tr) 

1 I I t 11 I 

= 1 — 5^.— -53  + (7*— ^‘  + 7^—771  — c®-  > 


989.  Essendo 


(33) 

(33) 


— ^ — = 1 + ciz  + x't'  + 4-  ec.  , 

l 

— — = I -f-  jS*  + jS’z’  + + ec.  , 

1 — /i* 

ec. 


è chiaro  che  &e  si  fa 


f 


1 

(1  — «)(i  — ^)(i  --  y*)- ... 


= 1 + -p  Ut'  + 6'z’  + ec. 


(^) 
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i coefficieoti  A , B ^ C ^ ec.  saranno  pure  le  somme  de’ prodotli  delle 
lettere  «,j3,y,$,ec.  , a una  a una  , a due  a due  , cc.  con  la 
sola  differenza  che  in  questi  prodotti  si  troveranno  anche  compresi 
quelli  della  stessa  lettera  , ovvero  le  potenze. 

Se  nella  (a4)  si  fa  i = i , quel  prodotto  darà  1’  unità  seguita  da 
tutti  i prodotti  che  si  possono  fare  con  le  lettere  « , , y , 3 , ec. , 

prese  in  un  modo  qualunque.  L'  espressione 

1 

(*  + *)(^  + ^)(*  +y)(‘  +®)*” 

darà  la  stessa  serie  con  la  differenza  che  avranno  il  segno  — tutti  i 
termini  che  risultano  da  un  numero  impari  di  fattori.  É poiché  tutti 
i numeri  interi  o sono  primi  o composti  di  fattori  primi  , ne  risulta 
che  prendendo  per  a , ^ , y , S , cc.  i numeri  primi  , la  serie  sarà 
composta  di  tutti  i numeri  naturali.  Quindi  si  avrà 


(■+?)(■ 


■ — ‘ +h  +4" +F' + 

(a5) 

-ec. 

(a6) 


I 1,1  I , I 

2"  5"  ■^6'* 


990.  Prendendo  1'  unità  divisa  per  un  numero  limitato  di  fattori  si 
ha  pure  una  serie  composta  di  un  numero  influito  di  termini  , la  quale 
può  facilmente  comporsi.  Così  si  avrà 


I — - 
2 


-=‘  + ì + 4+8  + lìi+*'=- 


in  cui  i denominatori  della  serie  sono  composti  de’  diversi  prodotti  di 
2 , ovvero  di  tutte  le  sue  potenze.  Così  pure  si  avrà  . 


+ Ì + 3 + 4 + 6+Ò  + Ì + ®'- 


in  coi  i denominatori  sono  tutti  i numeri  composti  de' soli  fattori  a e 3. 

991.  Combinando  fra  loro  le  serie  precedenti  si  possono  ottenere  le 
somme  di  altre,  serie  più  o meno  importanti.  Così  moltiplicando  la  (22) 
per  la  (26)  e la  (a3)  per  la  (aS)  i prodotti  daranno  1.  Perciò  delle 
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(lue  serie  {ia)  e (ab)  , c delle  altre  (a3)  e (a5)  , data  la  somma  di 
uua  si  conoscerli  la  somma  dulli’  altra. 

Cosi  pure  se  si  rappresenta  per  M la  serie  (a5)  e per  la  serie 
stessa  (juando  per  n si  mette  an  , saAi 


Jl/ 

~M 


(-?)(' -Ì-) 


e quindi 

;if,>_a"+  1 3'+  1 5"  + 1 7*+  i 
;i/.„‘“a'‘-  I 3‘— i‘5'— r^"— I 

Sia  n = 1 , sarh 


^A  = ' + ^ + 5+4  + 5+e<==* 
e quindi  il  prodotto  corrispondente 


335711  131719 

1 a 4 b'  IO  la  16  18 

avrb  per  limile  l’ infìnito  ; perciò  il  prodotto  inverso 

1 a 4 b IO  la  16  18 
a 3 5 7 II  ’ i3  17’  19 


avrò  per  limite  sero.  Essendo  ( n°  981) 


-rr  Sara 
o 


4 9 35  49  ‘^9 

3 8'  a4  4b  lao  ' i(i8 


3*  5* 


3*— i 5*— 1 
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e poiché  ^ = flo  , sarà 


3468  la  14  18 

1348  io‘  la  16 

1 133568 

° ~3  a‘3'4'6'7  9 


Sia  n = 3 : essendo  W M.=i~  , sarà  e perciò 

“ o ’ ' 90  ’ 1 ^ 

5_a‘  + i 3’  + i 4*  + i _5  5 i3  35 
à~3*  _r3*  — r4’  — 1 ■”3'4'T^'a4 ’ 


3_5  i3  35  61  85 
3 4 >3  a4  60 '84 

993.  Siccome  un  prodotto  può  convertirsi  in  serie  , si  può  diretta- 
mente convertire  una  serie  in  prodotto  indefinito.  Sia 

^ = * +;7+ 3^+|^+^"+g;  + ec.;  (36) 


1.111  I 1 

7-^  = 7+ 4"+&‘  + tì^  + T7‘+"‘=- 


7^  = 7'»'7‘^&‘'*'8' 

Sottraendo  la  (37)  dalla  (3.6)  si  avrà 


= + + (a8) 

dove  si  trovan  tolti  tutti  i termini  multipli  di Sottraendo  — jB  da 

* a 


B si  avrà 


(.-i,)«  = .+|=+Ì+^+^  + «.  = c. 

Cosi  si  saranno  tolti  tutti  i termini  multipli  di  Parimente  sot- 
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uaendo  ^„C  da  C si  avra 


C=  1 +^:  + 
7 


e si  saranno  tolti  tulli  i multipli  di|.  Nel  modo  stesso  si  toglieranno 

tutti  i termini  multipli  di  ^ , di  — , ec.  ; ed  è chiaro  che  tolti  tutti 

i termini  i cui  denominatori  son  divisibili  pe’  numeri  primi  , rimarra 
la  sola  unita.  Messi  dunque  per  B , C , 2?  , ec.  i rispettivi  valori , 
si  avrh 


3‘X‘  5“)(‘  ?)■ 


da  cui  risulta  per  A l’espressione  che  forma  il  primo  membro  della  (a.’i). 

Si  avverta  che  , nolo  il  valore  di  ^ , si  ottengono  subito  quelli  di 
£ , C , D , ec. 


qqS.  Il  metodo  stesso  c applicabile  ad  una  serie  che  non  abbia 
tutti  i termini  positivi  , purché  si  faccia  uso  ora  dell’ addinone  or  della 
sottrazione.  Sia 


ec. 


Cosi  continuando  risalta 


+^)(*  + 
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go4-  Se  il  prodotto  indefinito 

(l  + + x‘^i)(l  + x»i)(l  + x*i) (ag) 

ii  «viluppo  nel  polinomio  * 

1 + P,j  + Py  + Py  + Py  + ec.  (3o) 

si  avrà 

P,  = x“  + r®  + ^ 

= x**^  + x»*y  + X“-*  4-  • • ■ + + x?  S + 4-  x>  + 

Pj  =z  4-  4"  ....  + x**y*^  4"  ec. 

ec.  , • 

e perciò  gli  esponenti  d’x  , ne' coefficienti  di  « , s*,  ec. , sono  le  somme 
delle  quantità  a , j3  , y , 5 , ec.  , a una  a una  , a due  a due  , a tre 
a tre  , ec.  L chiaro  pure  che  nella  composizione  de’  polinomi  P ^ , 
P^  ^ Pj  , ec.  un  termine  che  contiene  la  stessa  potenza  d’  x si  tro- 
verà ripetuto  tante  volte  quante  sono  le  maniere  di  formare  uno  stesso 
numero  per  mezzo  dell'  addizione  di  una  parte  della  quantità  x , ^ , 
y , 8 , ec.  Per  es.  se  in  Pj  si  trova  il  termine  ax"  cioè  se  la  serie 
(3o)  contiene  il  termine  ax" si  conchiudeià  che  il  numero  n si  può 
formare  in  a modi  diversi  per  mezzo  deli’ addizione  di  tre  delle  quan- 
tità a , |3  , y , S , ec. 

E se  si  fa  z =;  1 , e si  riuniscono  nel  polinomio  (3o)  tutti  i ter- 
mini che  contengono  la  medesima  potenza  d’  x , ogni  coefficiente  in- 
dicherà in  quante  maniere  «i  può  ibrinar  l’ esponente  per  mezzo  del- 
r addizione  de’  numeri  a , fi  j 7 ■>  S , ec.  presi  ìndefìnitamente. 

995.  Se  per  » , ^ > V > *>  ec.  si  prendono  i numeri  naturali  si  avrà 

(1  4-  xz)(i  4-  x’2)(i  4-  .r’z)(i  4-  x^a)(l  4-  x’j) (3i) 

= 1 4-  j(x  + x’  4-  X*  + x**  4-  X*  4-  x''  4-  X'  4-  . . . . ) 

4-  s’(x’  4-  x"*  4-  ax*  4-  ax*  4-  3x*  4-  3x’  4.  4x’  4-  . . • ) 

4-  2*(x'  4-  x’  4-  2x*  4-  3x’  4-  4x'°  4-  5x''  4-  7x“  4- 

4-  ec. 

Volendo, conoscere  in  quante  maniere  si  può  formare  il  numero  7 per 
mezzo  dell'  addizione  di  due  numeri  presi  nella  serie  1 , a , 3 , ec.  , 
nel  polinomio  che  moltiplica  z*  si  troverà  il  termine  che  contiene  x’, 
e il  coefficiente  3 indica  che  ciò  può  farsi  in  tre  maniere. 
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Se  si  fa  2 I , si  avr^ 

(l  +x)(i  + a;‘)(i  4-x’)(t  + *») (3i) 

~ I + a:  + x’  + 2x’  + 2x*  +«3x*  + + 5^’  + 6x®  + ec. 

serie  nella  quale  ogni  coefTìuirnte  indica  in  quante  maniere  si  può  for- 
mar l’esponente  corrispondente,  per  merito  dell'addizione  de’ numeri 
ad  esso  inferiori.  Per  es.  il  termine  6x’*  indica  che  8 può  esser  for- 
mato in  G maniere  per  mezzo  de’  numeri  naturali  da  i sino  a 8.  In 
effetti  si  ha 

8 = 8 , 8=7  + 1 , 8 = 6 + 2 , 8=5+3,  8=5+2+ 1 , 8=4+3+ 1. 

pqG.  Gli  elementi  che  entrano  in  questa  composizione  son  tutti  dif- 
ferenti. Se  non  si  vogliono  escluder  le  ripetizioni , bisogna  considerar  le 
frazioni 


I 

(l  — a:z)(t  — x’zj(i  — a:’s)(i  — x^s)(i  — x‘s).... 


(I  — x^i  — x*)(i  — x’)(l  - x')(l  — X’).... 


(33) 

(34) 


La  (33)  sviluppata  d'a 

1 + s(x  + X*  + x’  + x'  + X*  + X*  + x’  + ec.)  j 

+ Z*(x*  + X*  + 2.t'*  + 2X*  + 2x‘  + 2x’  + 2X"  + eC.)  , 

+ Z*(x*  + X-*  + 2X’  + 3x'  + 4x^  + 5x^  + 6x’  + ec.)  , 
ec. 

c la  (34)  d'a 

1 + X + ax*  -}-  3x*  + 5x^  + yx*  + IIX^  + l5x’  + 22x"  oc. 

Per  es.  il  termine  5x^  nella  serie  che  moltiplica  i’  indica  che  il 
numero  8 si  può  formare  in  5 modi  per  l’ addizione  de’ numeri  i,a,  3. 
L nella  seconda  serie  il  coefllciente  il  di  x'’  indica  che  il  numero  G 
può  esser  composto  iu  ii  modi. 


997.  Gli  sviluppi  de’  prodotti  (3i)  e (33)  si  possono  ottenere  fa- 
cilmente. In  effetti  sia 

Z = (i+x;)(i+x’z)(l+x’z) =i+P,s  + /’,z+Pji*  + P5:'‘+ec. 

Scrivendo  .n  in  vece  d’  s si  avrò 

-j-^=  I + P..IS  + P .e’a>  + P,x»z'  + P,xV+  ec.) 
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e quindi 

• + + ec.  , 

= (i  +';r*)(i  + P,xz  +P,x'i'  + Pja-’i'  + + ec.) 

EITuttuando  il  prodotto  e paragonando  i coefficienti , si  avr'a 


P.  = 


P,x' 


P.x' 


P,x‘^ 


i-x' 


d'  onde 


P.  =■ 


M P.=-, 


P.  — , 


I — x'  ” (l  — a:)(i — a^*j’  * (t — *)(t — x’)(l — a:’)’ 

e in  generale  pel  coefficiente  di  z”  si  ha 


ai(<n»t) 


P-  = 


(,_x)(l_x‘)(l— X’).  ...(I— x")‘ 


(35) 


Queste  frazioni  sviluppate  daranno  le  serie  che  moltiplicano  le  diverse 
potenze  di  *. 

Lo  sviluppo  della  frazione  (35)  è uguale  a quello  della  frazione 


(I  _ X)(I  -x’)(l  -x^).  . . .(t  - x") 
«C«"0 


(36) 


moltiplicato  per  x ’ . Per  conseguenza  il  coefficiente  di  x"  della  (36) 

è ugnale  a quello  di  x ' della  (35).  Da  questa  eguaglianza  risulta 
il  seguente 

Teobema  I.  La  divisione  del  numero  n + ju  parti  si 

può  far  in  tante  maniere  diverse  , quante  sono  quelle  per  formare  il 
numero  n coll'  addizione  de'  numeri  naturali  da  i ad  m. 

998.  Si  faccia 

1 

Z'  = 


(i  — x*)(l  — x‘a)(i  — ar’*)(i  — x*z)...  . 

= I + <?.a  + Q,z'  + + Q^z‘>  + ec. 

Scrivendo  xa  in  vece  di  a , si  avrà 

■^'(>  — rs)  = I + Q,xa  + Q,x*a*  + Qs****  + «C- 
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ovvero 


( I— Xj)(i  + 9.  s + 9.£*  + ^jz’  +ec.)=  I + 9.XZ  + Q.x’z*+ 

+ ec. 

da  cui  risulta 


<?.=rb’  = 


ec. 


d*  onde 


X X X 

n •*  \ 


£ osservando  che  il  cocrnciente  di  x"  nella  serie  data  dalla  frazione 
(3G)  c uguale  a quello  di  ar"*"  nella  (3^)  , ne  risulta  il  seguente 

Teorema  11.  Quante  maniere  vi  sono  per  comporre  il  numero  n 
con  l’addizione  de’ numeri  presi  nella  serie  i , a,  3....m,  altrettante 
ve  ne  sono  per  dividere  il  numero  n + m in  m parti. 

9qg.  Le  serie  che  rappresentano  gli  sviluppi  delle  funzioni  (3t)  e (33) 
si  possono  ottener  facilmente  , perciò  che  i coefBcienli  delle  diverse 
potenze  di  z non  sono  che  lo  sviluppo  della  (56)  , di  cui  la  compo- 
sizione dipende  da'  numeri  figurati  e non  esige  che  la  sottrazione 
( n*>  f66  ). 


looo.  Si  cerchi  in  fine  lo  sviluppo  del  prodotto  . ^ 

(I  + *)(i  + x*)(i  + x<)  (I  + X«)(i  -H  x-‘). . . . . 

in  cui  gli  esponenti  d'x  formano  la  progressione  i , 3,  4s  8,  i6,  ec. 

Si  ponga  * 

P=  (i  + x)(i  +x*)(t  +x^)(i  + X®)  ec.=  I Af,x  + Af,x*  +ec. 

Scrivendo  x*  in  vece  di  x , si  avrò  ^ 


p 

= (i  + x*)(i  + x®)(i  + *')•  • • . = I + A/,x*  + + ec. 

1 X 

ovvero 

1 + M,x  + Af,x*  + M^x^  + + ^fjX*  + AfjX®  + ec. , 

= (t  + *X*  + M,x*  + Af,x'  + ^jX*  + 3/4X'  + ec. 


( 783  ) 

Fatto  il  prodotto  del  secondo  membro  , l’ identità  de’due  membri  som- 
ministra I = Af,  = A/,  = A/j  = ec.  ; e quindi  si  ha 

(l  + X){l  + *•)(!  + + X») 

= I + ^ + a;’  + x’  + x‘>  -h  X*  + X*  + X®  + ec. 

Essendovi  in  questo  sviluppo  tutte  le  potenze  d’x,  ne  segue  , che  non 
vi  è numero  intero  che  non  possa  risultare  dall’ addizione  di  un  certo 
numero  di  termini  della  progressione  i , a , 4 > ^ ^ 

sola  maniera  ; siccome  già  si  sapeva  ( n"  65  , nota  ). 

1001.  Questa  teorica  trova  la  sua  applicazione  nello  sviluppo  di 

+ Bx  + Cx*  + Dx^  -h  ec.)"  ; 

perciò  che  determinare  (n“  5ia)  i numeri  ^ , r , * , r , ec.  che  pos- 
sano soddisfare  all’  equazione 

^ + ar  -h  3*  , 4^ = n 

equivale  a comporre  il  numero  iz  per  mezzo  dell’addizione  de’ numeri 
t , 3 , 3 m. 
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5.  I.  Estrazione  della  radice  quadrata  da' numeri. 

i3;'  lludici  de' numeri  che  non  oltrepassano  due  cifre. 

189  Metodo  per  estrarre  la  radice  quadrata  da' numeri  che 
non  oltrcpas.sano  4 cifre. 

<4°  da  un  numero  qualunque, 

iji  Radici  per  approssimazione.  ' 
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143  Avvertenze  per  giudicare  dell’  esattezza  dell’  ultima  ci- 
fra delle  radici. 

143  Metodo  per  abbreviare  1’  operazione. 

144  Radici  delle  frazioni. 

145  Criteri  per  giudicare  se  un  numero  può  esser  quadrato 

perfetto. 

5.  II.  Estrazione  delle  radici  di  grado  superiore 
da’  numeri 90 

146  Estrazione  della  radice  cubica  da  un  numero  cbe  non 

ha  più  di  tre  cifre. 

>47  da  un  numero  qualunque. 

t4il  per  approssimazione. 

iiì9  dalle  frazioni. 

l5o  Estrazione  delle  radici  di  qualunque  grado. 
i5t  Avvertenza  intorno  alle  radici  il  cui  grado  non  c nu- 
rnero  primo. 

§.  III.  Estrazioni  delle  radici  da’  polinomi.  . . g3 

i5a  Un  binomio  non  può  essere  un  quadrato. 

153  Radice  quadrata  di  un  trinomio. 

154  Radice  m. di  un  polinomio. 

155  Come  s’ indicano  le  radici  de'  polinomi.  ^ 

156  Osservazioni  relative  alla  pratica  dell’  operazione.  ' 

157  Esempio. 

CAPO  III.  DELLE  EQUAZIONI  DI  PRIMO  GRADO.  ...  96 

• Art.  I.  Principii  generali  sulle  equazioni. . ivi 

158  Definizioni. 

i5g  Avvertenze  da  tenersi  presente  nella  risoluzione  delle 
equazioni. 

160  Come  si  ordina  un’  equazione. 

Art.  II.  Risoluzione  delle  equazioni  di  pri- 
mo grado  a una  incognita 99 

16 1 Come  si  risolvono  le  equazioni  di  primo  grado  a una 

iucognita. 

Art.  III.  Problemi  di  primo  grado  a una 
incognita JOO 

i6a  Come  si  mette  un  problema  in  equazione. 
i6'l  Problemi. 
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Art.  IV.  Equazioni  di  primo  grado  a più 
incognite i o5 

i64  Diversi  metodi  per  for  1’  eliminazione  delle  incognite. 
i6'>  Osservazioni  sopra  gli  esposti  melodi. 
lfi6  Applicaziotie  alle  erpiazioui  a tre  incognite. 
iG-j  a molle  incognite. 

l(i8  Quale  de’ tre  metodi  meriti  la , preferenza. 
i6g  Quando  il  numero  delle  incognite  è maggiore  del  tm- 
incro  delle  eijuazioni  , vi  saranno  influiti  sistemi  di 
valori  che  possono  soddisfare  alle  erjuazioni  date, 
loo  Che  cosa  avvenga  quando  il  numero  delle  equazioni  c 
maggiore  del  numero  delle  incognite. 

Art.  V.  Problemi  di  primo  grado  a più 
incognite ili 

171  Problemi. 

Art.  vi.  Risultamenti  singolari  a’ quali  si 
può  pervenire  nel  risolver  le  equazioni 
di  primo  grado , a una  o più  incognite..,  114 

Come  s’ interpetra  il  risultamento  0 = 84. 

173  o. 

1^4 

1^5  Come  s’ interpetra  il  valor  negativo  jiev  l’incognita. 
i-G  Che  cosa  avviene  quando  i due  membri  dell’ equazione 
ihvcngono  negativi. 

1^7  Esempi  de’  medesimi  risultamenti  per  le  equazioni  a più 
incognite. 

178  Osservazione  generale. 

Art.  vii.  Formale  generali  perla  risolu- 
zione delle  equazioni  di  primo  grado  a 
più  incognite iig 

179  Come  si  rappresentano  generalmente  le  equazioni  di 

primo  grado  a più  incognite. 

180  Metodo  delle  indeterminate  per  far  l’ eliminazione  , ap- 

plicato alle  equazioni  a due  incognite. 

181  alle  equazioni  a tre  incognite. 

182  Come  questo  metodo  si  estende  a qualsivoglia  uuuiero 

di  equazioni. 

183  Osservazioni  sulla  forma  de’  valori  delle  incognite. 

184  Regola  per  comporre  i valori  delle  incognite  senza  ese- 

guire il  calcolo. 
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it}5  a i8g  Proprietà  del  deaumlDaluro  comuue  a’  valori  delle  in- 
cognite. 

Igo  Diverse  forme  sotto  le  quali  si  può  mettere  il  deno- 
minatore comune. 

igi  Dimostrazione  della  forma  de' valori  delle  incognite  per 
qualunque  numero  di  equazioni, 
ig'z  Come  i ritrovati  valori  soddisfano  alle  equazioni. 

Art.  Vili.  Discussione  delle  forinole  che 
danno  i valori  delle  incognite  nelle  equa- 
zioni di  primo  grado 129 

ig3  I valori  generali  delle  incognite  riguardati  come  espres- 
sioni algebriclie  soddisfano  sempre  alle  equazioni 
lg4  Qual  è la  forma  che  assumer  possono  i valori  delle 
incognite  quando  alle  lettere  si  sostituiscono  i iinmeri. 
ig5  I valori  singolari  delle  incognite , riguardati  come  limiti , 
soddisfano  alle  equazioni. 

igG  In  qual  modo  il  valor  negativo  soddisfa  alle  equazioni. 
Conseguenze  che  ne  risultano  per  le  regole  del  cal- 
colo algebrico  e per  le  equazioni. 
ig7  In  qual  modo  può  1'  equazione  sussistere  quando  si  ha 
a:  = o. 

198  quando  si  ha  X—X. 

igg  Come  (|uesli  valori  singolari  soddisfano  alle  equazioni. 

200  Osservazioni  sulle  frazioni  che  per  una  ipotesi  fatta  sulle 

lettere  che  la  compongono  diviene  -. 

Nota.  Sulle  frazioni  che  si  riducono  a - per  diverse 
. o 

ipotesi. 

aoi  Ciò  che  si  è detto  per  i valori  singolari  relativi  ad  una 
sola  incognita  ha  luogo  anche  per  quelli  relativi  a 
più  equazioni. 

202  Che  s’  intende  per  discussione. 

203  Discussione  de’  valori  delle  incognite  relative  a due  cijua- 

zioni  , quando  nessuno  de’  coelUuienti  è zero. 

Nota.  Sopra  un  valore  che  si  riduce  a 
3o4  Discussione  quando  alcuno  de’  coellicicnti  è zero. 

2o5  Osservazioni  sul  simbolo  - , e sulle  diverse  specie  d’ in- 
determinazione. 

2oG  Disenssione  per  un  numero  qualumpte  di  equazioni  man- 
canti del  termine  noto. 

207  Discussione  de’ valori  telativi  a tre  equazioni  con  tre  in- 
cognite. 
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ao8  Considerazione  generale. 

Art.  IX.  Interpetrazione  de*  valori  delle  in- 
cognite ne’  problemi  particolari  di  primo 
grado  , e discussione  de’problemi  generali.  t4? 

aoQ  Considerazioni  intorno  alle  equazioni  che  si  riferiscono 
a problemi. 

aio  Quando  i valori  positivi  dell'incognita  soddisfano  al 
problema. 

all  Quale  interpetrazione  riceve  il  valor  dell’ incognita  al- 
lorché risulta  negativo. 

aia  Come  si  corregge  nel  caso  anzidetto  l’enuncialo  ne’ pro- 
blemi numerici. 

ai3  ne’  problemi  particolari. 

ai4  Quale  signiCcalo  hanno  i risuliamenti  x = o , a;  = -. 

ai5  Discussione  del  problema  de’  corrieri  nel  caso  che  va- 
dano per  lo  stesso  verso.  - 

ai6  quando  vanno  in  direzione  con- 

traria. 

ai7  Paragone  tra  le  equazioni  che  si  riferiscono  ai  due  casi 
del  problema  de’  corrieri. 

318  Considerazioni  generali  su  la  risoluzione  de’ problemi. 

219  Problemi  proposti  per  esercizio. 

CAPO  IV.  EQUAZIOHI  DI  SECOHDO  GRADO  E TEORICHE 
AFFINI l6l 

Art.  I.  Risoluzione  delle  equazioni  di  se- 
condo grado ivi 

230  Risoluzione  delle  equazioni  di  secondo  grado  incomplete. 

32 1 complete. 

322  Oifierenza  essenziale  fra  la  natura  delle  equazioni  di 

primo  grado  e quelle  di  secondo. 

323  Che  s’intende  per  radice. 

324  Si  dimostra  che  un’  equazione  di  secondo  grado  deve 

ammetter  necessariamente  due  radici. 

235  Relazione  fra  i coefficienti  e le  radici. 

Art.  II.  Discussione  delle  radici  delle  equa- 
zioni di  secondo  grado 

326  Carattere  della  realità  delle  radici. 

327  Esame  de' diversi  casi  dipendenti  d^  segno  di  p. 
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ai8  Discussione  dell'  equazione  or*  ^ ^ 

339  Valori  singolari  cui  può  dar  luogo  quesl'  ullima  equa- 

zione. 

330  Come  i valori  infiniti  possono  soddisfare  all*  equazione. 

33 1 Quale  è il  segno  che  conviene  all’  infinito. 

333  Osservazione  generale. 

Art.  III.  Interpetrazione  de’  valori  delle 
. incognite  né  problemi  di  secondo  grado , . 170 

3I3  Quando  i valori  positivi  convengono  al  problema. 

334  e Quale  interpetrazione  ricevono  i valori  negativi. 

336  Problema  destinato  a mostrare  1’  assurdo  dato  dal  sim- 

bolo immaginario. 

337  Problema  de’ lumi. 

-Art.  IV.  Della  forma  delle  radici  immcC- 
ginarie  di  secondo  grado 180 

338  Come  una  radice  quadrata  immaginaria  si  può  espri- 

mere per  mezzo  del  simbolo  '\J — 1. 

33;:)  Come  si  esprimono  le  due  radici  immaginàrie  di  una 
equazione  di  secondo  grado. 

340  Perche  le  equazioni  che  danno  radici  immaginarie  sono 

assurde. 

Art.  V.  Osservazioni  sulle  eguaglianze....  181 

341  Si  risolvono  in  più  eguaglianze  , quelle  composte  di 

parti  razionali  e irrazionali  , o di  reali  e immagi- 
narie. 

343  quelle  composte  di  quantità' 

essenzialmente  positive. 

343  quelle  composte  di  termini 

che  non  possono  distruggersi  perchè  indipendenti. 

344  quelle  composte  di  una  parte 

costante  e d’  una  variabile. 

34^^  Applicazione  alia  risoluzione  generale  delle  equazioni  di 
secondo  grado. 

' Art.  vi.  Equazioni  binomie 184 

346  La  risoluzione  delle  equazioni  binomie  si  fa  dipender 
da  quelle  della  forma  y""  + 1=0. 

3.j7  Natura  delle  radici  di  quest’ intime  equazioni. 

311  à Ricerca  delle  radici  dell'  unità  ne’  casi  più  semplici. 

3.{q  Conoscendo  le  radici  dell’unità  si  hanno  quelle  di  ogni 
equazione  binomia. 
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a5o  Un  radicale  ha  oltre  il  valore  arilmctico  molti  altri 
vaioli. 

a5i  Le  potenze  sono  un  simbolo  più  generale  della  radice. 
aS'j  Una  radice  immaginaria  dell’  unita  colle  sue  potenze 
produce  t'itte  le  altre.  Caso  in  cui  l’ esponente  c nu- 
mero piimo. 

Caso  in  cui  1'  esponeute  è il  prodotto  di  fattori  primi 
semplici. 

354  ' è il  prodotto  di  fattori  primi 

multipli. 

a55  Altra  proprietà  delle  radici  dell’  unità. 
a56  Applicazione. 

a5y  Osservazioni  sulla  risoluzione  delle  equazioni  binomio. 

z\.RT.  VII.  Equazioni  trinomie 19J 

a58  Risoluziouc  delle  equazioni  trinomie. 

259  Problema. 

3G0  Osservazioni  sulle  radici  immaginarie. 

Art.  Vili.  Osservazioni  sul  calcolo  de'  ra- 
dicali algebrici. 195 

aCi  Differenza  fra  le  operazioni  su  i radicali  aritmetici  c 
quelle  su  i radicali  algebrici. 

3G2  Quali  trasformazioni  possono  farsi  su  i radicali  algebrici. 
a63  Quali  avvertenze  sono  necessarie  quando  ne' radicali  al- 
gebrici si  opera  sopra  una  sola  determinazione. 

264  Calcolo  de’  radicali  immaginari. 

Art.  IX.  Calcolo  delle  espressioni  immagi- 
narie di  secondo  grado 199 

s65  Addizione  , sottrazione  e moltiplicazione. 

366  La  somma  e il  prodotto  di  due  espressioni  immagina- 

rie conjugate  sono  quantità  reali. 

367  Divisione.  

268  Potenze  di  V — i. 

369  Potenza  c radice  di  un'  espressione  immaginaria. 

370  Modulo  di  un'  espressione  immaginaria. 

271  II  prodotto  di  molte  espressioni  immaginarie  non  varia 

con  qualunque  ordine  si  facciano  le  moltiplicazioni. 

272  II  modulo  delia  somma  o della  dilferenza  di  due  espres- 

sioni immaginarie  c compreso  tra  la  somma  e la  dif- 
ferenza de’  moduli  di  ciascuna  espressione. 

373  II  prodotto  di  line  espressioni  immaginarie  ha  per  mo- 
dulo il  prodotto  de' moduli  de' fattori. 
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3^4  II  prodollo  di  molle  espressioni  immaginarie  non  può 
esser  zero,  se  non  è zero  uno  de’ faUori. 

Art.  IX.  Dell’ eliminazione  delle  incognite 
dalle  equazioni  di  grado  superiore  al 
primo 204 

275  Qual  è il  grado  di  un’equazione  a due  incognite. 

27G  Metodo  per  eseguir  facilmente  1’  eliminazione. 

277  Estensione  del  metodo  anche  a due  equazioni  che  non 

sono  del  medesimo  grado. 

278  a un  numero  qualunque 
di  equazioni. 

279  Osservazioni  sui  metodo  esposto  e sul  grado  dell’  equa- 

zione finale. 

2R0  I.  Problema. 

281  Altro  modo  di  eseguir  1’  eliminazione. 

382  Altro  metodo  di  eliminazione. 
s83  li.  Problema. 

284  III.  Problema. 

285  IV.  Problema. 

CAPO  V.  EQUIDIFFERENZE  E PROPORZIONI.  - PROGRES- 


SIONI. - LOGARITMI.  - PROBLEMI  d’interesse 3i4 

Art.  I.  Delle  equidifferenze  e delle  pro- 
porzioni.   .'  . . . ivi 


386  Definizioni. 

287  a 21)0  Proprietà  dell’  equidifferenza. 

2<)i  a 397  Proprietà  delle  proporaioni. 

Art.  II.  Progressioni  per  differenza 2it) 

298  Definizioni. 

299  Termine  generale. 

,3oo  a 3o3  Propriei'a  delle  progressioni. 

304  Somma  di  n termini  di  una  progressione. 

305  Eorraole  per  le  progressioni  per  differenza. 

306  Problemi. 

307  Altri  teoremi. 

308  Problema- 

Art.  III.  Progressioni  per  quoziente a3o 

309  Definizioni  c notazione. 

310  Termine  generale. 

311  Le  potenze  successive  di  una  stessa  quantità  formano 

una  progressione  per  quoziente. 
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3I2  Se  gli  esponenti  sono  equidiflerenti  , i termini  formano 
una  progressione  |>er  quoziente. 

Nota.  Serie  ipergeoraetrica. 

3i3  a 3i5  Froprietk  della  progressione. 

3i6  Somma  di  n termini. 

3i’]  Formole  diverse. 

3iB  Limite  delle  progressioni  decrescenti. 

3tp  Considerazioni  diverse. 

320  Problema. 

321  Teoremi  che  ne  risultano. 

322  Altri  teoremi. 

323  Altri  problemi. 

324  Considerazioni  sui  problemi  che  potrebbero  proporsi 

sulle  progressioni. 

Art  IV.  De'  logaritmi. 242 

5.  I.  Orìgine  de’ logaritmi  e loro  proprietà  generali,  ivi 

3z5  Risoluzione  dell’  equazione  a'  — b. 

326  L’  espressione  a’  , facendo  variare  x , può  dare  tutti  i 

numeri  possibili.  Definizione  de’  logaritmi. 

327  Proprielh  generali. 

328  Uso  de’  logaritmi , ed  applicazioni. 

329  Come  si  passa  da  un  sistema  di  logaritmi  ad  un  altro 

sistema. 

330  Sistemi  in  uso. 

§.  II.  Formazione  delle  tavole a47 

33 1 Come  potrebbero  formarsi  le  tavole.  Altra  definizione 

de’  logaritmi. 

332  Metodo  tenuto  da  Nepero.  Modulo.  Metodo  tenuto  da 

Briggs  e Ulacq. 

Nota.  Sul  sistema  tenuto  da  Briggs. 

§■  III.  Proprietà  de’ logaritmi  ordinari  e uso  delle 
tavole u5o 

333  1 logaritmi  de’  numeri  composti  del  medesimo  numero 

di  cifre  intere  hanno  la  stessa  caratteristica. 

334  1 logaritmi  de’  numeri  decupli  1’  uno  dell’altro  variano 

nella  sola  caratteristica. 

3.35  Come  si  scrivono  i logaritmi  delle  frazioni  decimali. 

33G  Regola  per  fissare  la  caratteristica. 

337  Come  SI  evitano  i logaritmi  negativi. 

338  Dato  un  logaritmo  che  contiene  io  iinit'a  di  più  trovar 

la  frazione  con'ispondente. 
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339  Regola  intorno  al  numero  delle  diecine  da  togliersi 

dalla'  somma  dimoiti  logaritmi. 

340  Regola  intorno  alla  caratteristica  de'logaritmi  corrispon- 

denti alle  potenze  e alle  radici  delle  frazioni. 

341  Regola  da  tenersi  quando  in  una  formola  da  calcolarsi 

co' logaritmi  entrano  quantità  negative. 

342  Nelle  tavole  è inutile  la  caratteristica  , e sono  inutili  i 

logaritmi  de’ numeri  che  precedono  quelli  dell’ordiiie 
di  iitiiih  il  più  elevato. 

343  Come  si  trovano  i logaritmi  de’  uumeri  che  hanno  un 

numero  di  cifre  maggiore  di  quelli  che  sono  nelle  ta- 
vole; e viceversa  dato  un  logaritmo  che  non  si  trova 
nelle  tavole  trovare  il  numero  corrispondente. 

344  Come  si  trova  la  parte  proporzionale  quando  si  tratta 

di  complementi. 

345  Esempio  numerico. 

346  Problema. 

Art.  IV.  Problemi  d‘  interesse  composto..  269 

347  Quanto  diviene  una  somma  dopo  n anni. 

348  Applicazioni. 

349  Come  si  calcola  r interesse  corrispondente  ad  una  parte 

dell’  anno. 

350  Osservazioni  intorno  al  modo  di  calcolar  1’  interesse 

quando  il  tempo  non  finisce  alla  fine  dell’  anno. 

351  Quanto  diviene  una  somma  dopo  n anni , supponendo 

che  r interesse  si  accumuli  a periodi  più  brevi  di 
un  anno. 

353  Quanto  più  piccolo  è il  periodo  nel  quale  si  suppone 
accumularsi  l’ interesse  , tanto  più  cresce  la  ragione 
dell’  interesse.  Limile  di  questo  aumento. 

353  Altra  quistione. 

354  Un  canone  annuo  rimasto  in  mano  del  debitore  quanto 

diviene  dopo  n anni. 

355  Qual  è il  capitale  corrispondente  ad  n pagamenti  eguali 

ed  effettuati  alla  fine  ai  ogni  anno. 

35fi  a 35S  Applicazioni  alle  formole  precedenti. 

359  Una  somma  a pagata  ogni  anno  quanto  produce  a capo 

di  n anni. 

360  Caso  in  cui  le  somme  annuali  non  sono  eguali. 

361  Problema. 

36a  Altro  problema. 

303  Esempi. 
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CAPO  VI.  Ili  AI-rUNE  ALTRE  PROPRIETÀ’  OF.’  TiCMERI 
IJI  GllAM)’l:SO  NELLA  RISOLUZIONE  DELLE  EQUAZIONI 


INDETERAIINATE a8‘| 

Art.  I.  Frazioni  continue ivi 


Forma  ed  origine  delle  IVazioiii  coiilinuc. 

Osservazioni. 

llelinizioni. 

Come  si  trovano  Io  riiloUe. 

Relazioni  fra  i Icnuini  delle  ridolle. 

1 termini  delle  ridotte  formano  rispellivamcnle  due  se- 
rie crescenti. 

Molli|ilicando  in  croce  i termini  di  due  ridotte  eon.se- 
cnlive  , si  ha  alternativamente  + t e —1. 

Pro|ii ielii  delle  ridotte. 

Dillerenza  fra  ima  ri  lotta  e il  valore  esalto  .r  della 
(|nanlil'a  sviluppata.  Altre  proprietà  delle  ridotte. 

Ciascuna  ridotta  si  approssima  al  valore  d’a-  meglio  clic 
(jiialuiiijue  altra  frazione  espressa  in  termini  più  sem- 
plici. 

La  formola  u — Al  diviene  un  minimo  f]uand<»  per  « c 
t si  prendono  i termini  di  una  delle  frazioni  con- 
vergenti verso  A. 

Frazioni  iiiterniedic  o secondarie. 

Fseinpio  relativo  al  Calendario. 

Frazioni  continue  con  termini  negativi. 

Un  denominatore  seguito  dal  segno  — deve  essere  eguale 
a 2 o maggiore. 

Trasformare  ima  frazione  conlinna  con  termini  negativi 
in  altra  che  abbia  tutt’  i termini  positivi. 

Una  frazione  continua  che  ha  de'  denomiiiatoi  i eguali 
a i può  esser  resa  più  semplice  coll’  introdurvi  ter- 
mini negativi. 

Una  frazione  continua  che  lia  termini  negativi  si  può 
trasformare  in  un’  altra  che  ha  negativi  i dciiomi- 
naturi. 

Eccezioni  cui  dà  luogo  questa  circostanza. 

Condizioni  aflinchè  due  frazioni  continue  sieno  simiiie- 
trichc. 

Frazioni  eonliniic  periodiche. 

Una  trazione  continua  periodica  non  può  esprimer  che 
la  radice  di  un’equazione  di  secondo  grado. 

F’razioni  periodiche  simmetriche. 

Frazione  continua  relativa  alla  radice  negativa  dell’e- 
quazione di  .secondo  grado  che  corrisponde  ad  mm 
data  frazione  periodica. 
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389  Frazioni  continue  della  forma  generale.' 

390  Formazione  delle  ridotte. 

391  Se  le  frazioni  integranti  son  tutte  positive  , i numera- 

tori e i denominatori  delle  ridotte  formano  duo  serie 
crescenti. 

3ga  Differenze  fra  le  ridotte  successive. 

393  Trasformazioni  di  una  frazione  continua  generale. 

394  Come  si  esprime  la  radice  quadrata  di  un  numero  per 

mezzo  di  una  frazione  continua  generale. 

Art.  II.  Teorica  de’  resti 396 


3g5  Se  p h numero  primo  rispetto  a Ar  , i multipli  di  h 
danno  una  serie  di  resti  periodica. 

396  Si  deduce  una  proprietà  delle  radici  dell'  unit^. 

397  Come  ad  un  resto  positivo  si  sostituisce  un  resto  negativo. 


39S  I resti  che  danno'!  multipli  di  A,  da  Ar  sino  a 


j 


compongono  tutti  i numeri  naturali  da  1 sino  a 


e in  parte  positivi  in  parte  negativi. 


399  1 resti  dopo  il  multiplo  ^ ritorneranno  con  lo 

stesso  ordine  e col  segno  cambiato. 

400  La  serie  de’  resti  che  danno  le  potenze  di  At  divise  per 

p è periodica. 

401  Come  si  ottiene  il  periodo  de’  resti. 

402  Propriet'a  degl’ indici  analoghe  a quelle  de’ logaritmi. 

403  Conoscendo  il  periodo  de’  resti  , si  può  aver  subito  il 

resto  della  divisione  di  una  potenza  altissima. 

404  Come  si  trova  il  resto  di  una  potenza  altissima  anche 

quando  non  si  conosce  il  periodo  de'  resti. 

405  Se  si  conosce  una  potenza  k"  che  divisa  per  p lascia 

per  resto  1 , la  più  piccola  potenza  di  ìt  che  divisa 
per  p lascia  per  resto  i , o è uguale  ad  «<  o è un  di- 
visore di  4). 

406  Si  può  in  ogni  caso  trovare  un  esponente  « che  renda 

— 1 divisibile  per  un  numero  qualunque  N. 

407  Modificazione  della  formola  quando  uno  de’  fattori  di 

N è 2*. 

408  Riduzione  del  valor  di  ai. 

409  Radici  primitive  di  un  numero  primo. 

Ato  Propriet'a  delle  radici  primitive. 

411  Resti  negativi. 

4i3  II  prodotto  de’ numeri  naturali  da  i sino  i p—l  au- 
mentato di  I è divisibile  per 

5l 
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4i3  Se  fi  non  è primo  con  k , che  cosa  avviene  quando 
non  contiene  ninn  fattore  primo  a k 
4t4  quando  contiene  fattori  primi  a k. 

• 4*5  Tutti  i resti  inclusi  nel  periodo  hanno  un  fattore  comune. 

4i6  Proprietà  della  serie  Ak°  , Ak'  , Ak'  , cc. 

4173419  Relazioni  di  questa  teorica  con  alcune  operazioni  del- 
r Aritmetica. 

Art.  III.  Teorema  che  stabilisce  una  reci- 
proca relazione  tra  due  numeri  primi. . . 607 

4^0  Teorema. 

4^1  Relazioni  che  il  numero  3 ha  con  tutti  i numeri  primi. 

k ’ 

432  Come  si  trova  prontamente  il  resto  che  da  , es- 

sendo k c p numeri  altissimi. 

CAPO  IV.  ANALISI  INDETER.MINATA  DI  PRIMO  GRADO.  3l3 


4a3  Qual  è la  vera  natura  di  un  prohlcma  indeterminato. 

434  Continuazione  dello  stesso  argomento. 

Art.  I.  Risoluzione  di  uri!  equazione  di  pri- 
mo grado  fra  due  incognite. 5i5 

435  Forma  generale  di  un’  equazione  di  primo  grado  fra 

due  incognite. 

4aG  Come  si  riduce  a forma  piu  .semplice. 

437  11  minimo  valore  di  un’  incognita  è sempre  minore  del 
coefliciente  dell’  altra  incognita. 

428  Risoluzione. 

4390430  Osservazioni  relative  alle  frazioni  continue. 

43 1 Sul  numero  delle  soluzioni, 

433  Esempi. 

433  e 434  Altri  metodi  di  risoluzione. 

435  Osservazioni  sopra  questi  metodi. 

Art.  II.  Risoluzione  di  un’ equazione  conte- 
nente un  numero  qualunque  d’incognite..  3a5 

436  Come  l’equazione  si  riduce  alla  forma  più  .semplice. 

437  Come  si  risolve. 

438  Forinole  generali. 

439  Osservazioni  sulla  composizione  delle  dette  formole. 

440  Considerazione  sul  numero  delle  indeterminate. 

/i4i  Altre  formole  più  semplici. 

443  Applicazioni.. 
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Art.  III.  Risoluzione  di  p equazioni  fra  n 
incognite 33a 

443  Formole  generali. 

444  Applicazioni. 

44^  c 44*^  Problemi. 

PARTE  SECONDA. 


DELI.E  FUNZIONI 33g 

Considerazioni  generali ivi 


447  Dislinzione  delle  quantità  in  costanti  e variabili. 

44^  Definizione  della  funzione. 

449  a 433  Diverse  distinzioni  sulle  funzioni. 

454  Come  s'  indica  una  funzione. 

455  Quando  una  funzione  varia  d' una  maniera  continua. 

456  Donde  derivano  le  serie. 

CAPO  I.  VARIAZIONI  DELLE  FUNZIONI  INTERE  DI  UNA 

variabile.  . ' * 343 

45?  Formola  generale  di  una  funzione  intera. 

458  Teorema  I. 

459  Teorema  II. 

460  Valori  delle  funzioni  che  diconsi  massimi  o minimi. 

461  Teorema  III. 

463  Caso  in  cui  i coeilicienti  sono  immaginari. 

CAPO  II.  trasformazioni  delle  funzioni  razionali.  347 

Art.  I.  Decomposizione  delle  funzioni  in- 
tere d’  X ivi 

463  II  resto  che  dà  una  funzione  intera  divisa  per  x — a 

. è uguale  a f(a)-  Regola  per  la  formazione  del  quoziente. 

464  Ralazioui  tra  i coefficienti  della  funzione  e quelli  del 

quoziente. 

465  Teorema  I. 

466  Teorema  II. 

487  La  decomposizione  in  fattori  di  primo  grado  non  si  può 
fare  che  in  una  sola  maniera. 

46fl  Fattori  multipli. 

469  Estensione  de  teoremi  precedenti  al  caso  in  cui  i valori 
d’.r  sono  immaginari. 

* 
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470  Se  un  polinomio  intero  a coefllcienti  reali  è divisibile  per 
X-X+^~l  ,$arb  anche  divisibile  per  x — — 1> 

Art.  II.  Decomposizione  di  una  frazione 
razionale  in  frazioni  parziali. 355 

4yi  .Caso  de' fattori  disuguali. 

472  Caiio  de’  fattori  eguali. 

473  Dipendenza  de’  coeflicienti.  • 

4?4  Caso  de’  fattori  immaginari  semplici  o multipli. 

475  La  decomposizione  in  frazioni  parziali  non  si  può  fare 

clic  di  una  sola  maniera. 

476  Estensione  del  metodo  al  caso  in  cui  le  frazioni  par- 

ziali avessero  per  denominatore  un  fattore  multiplo 
immaginario. 

CAPO  III.  SVILUPPO  IN  SERIE  DELLE  FUNZIONI  ESPLI- 
CITE DI  UNA.  VARIABILE • 35g 

4^7  Che  cosa  è lo  sviluppare  in  serie. 

Art.  I.  De’  caratteri  che  assicurano  la  con- 
vergenza delle  serie ivi 

478  Serie  co’ segni  alternati. 

479  a 483  Serie  co’  termini  tutti  positivi. 

4^4  Serie  ordinate  secondo  le  potenze  intere  e ascendenti  d’x. 
Trovare  i limiti  fra  i quali  è compresa  la  somma  de’  ter- 
mini trascurati. 

486  Osservazioni  sulla  convergenza. 

Art.  l\.  Metodo  de' coefficienti  indeterminati.  565 

487  Esposizione  il  metodo. 

4b8  Ulteriori  riflessioni.  * 

Art.  III.  Sviluppo  in  serie  delle  funzioni 
binomie  ed  esponenziali. 567 


489  e 490  Formola  che  dà  il  prodotto  di  fattori  equìdiflcrciiti  di 
due  variabili  in  funzione  di  prodotti  equidifferenti  di 
una  variabile. 

491  Applicazioni. 

492  Determinazione  di  una  funzione  propria  a verificare  la 

condizione  /(x)./(jy)  ==/(x +j^). 

4g3  rnrmola  del  binomio  per  un  esponente  qualunque  reale. 
4g4  Serie  esponenziali. 
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4q5  Come  le  lerie  esponeaziali  ti  ricavaao  dalla  formola 
del  binomio. 

4g6  e 497  Serie  logaritmiclie. 

Art.  IV,  Forma  generale  dello  sviluppo  di 
una  funzione  binomia 5y4 

498  Come  si  ottiene  lo  sviluppo  di  una  funzione  qualunque. 

<99  a 5oa  Applicazioni. 

503  Come  per  alcune  funzioni  si  rimonta  dalla  prima  de- 

rivata alla  funzione  primitiva. 

504  Si  dimostra  che  nella  inrmola  del  binomio , qualunque 

sìa  l’esponente  , il  coelBciente  del  secondo  termine  è 
sempre  uguale  all’  esponente. 

505  Sviluppo  di  una  funzione  data  secondo  le  potenze  della  x. 

506  Limite  del  rapporto  fra  l'aumento  della  funzione  e quello 

della  variabile. 

607  Determinazione  de’  massimi  e minimi. 

Art.  V.  Principali  applicazioni  della  for- 
mola del  binomio  a delle  serie  esponen- 
ziale e logaritmica 38  a 

5.  I.  Applicazioni  della  formola  del  binomio.  . . ivi 

5o8  Estrazioni  di  radici. 

609  Sviluppo  di  (1—2 

510  Teorema  sui  numeri. 

' II.  Applicazioni  della  serie  esponenziale 384 

511  Termine  generale  della  potenza  di  un  polinomio  qua- 

lunque. 

5ia  di  un  polmomio  ordi- 

nato rispetto  ad  x. 

§.  III.  Applicazioni  della  serie  logaritmica.  . . . 386 

5t3  a 5i5  Formolo  per  trovare  i logaritmi. 

516  La  serie  inversa  de’ numeri  naturali,  c quella  de' nu- 

meri impari  hanno  per  somma  1'  iufuiilu. 

517  Risoluzione  dell’ equazione  x’—b. 

§.  IV.  Determinazione  del  limite  dell  errore  che 
si  commette  supponendo  i logaritmi  proporzio- 
nali alle  differenze  de'  numeri  corrispondenti. . . . 390 

SiBaSao  Limiti  degli  errori  supponendo  i logaritmi  esatti. 
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tenendo  conto  dell'errore  die  è nei 

logaritmi. 

J.  V.  Ricerca  del  vero  valore  delle  funzioni  che 


per  una  data  ipotesi  assumono  la  forma 


In  quale  caso  una  funzione  f(x)  può  prender  la  forma 
{x  — a)’"fU). 

Applicazioni  al  caso  proposlu. 

Art.  vi.  Dimostrazione  della  formala  del 
binomio  e della  serie  esponenziale  , nel 
caso  dell’  esponente  immaginario.  . . . 398 

Determinazione  di  una  funzione  imniagiuaria  propria  a 
soddisfare  a una  data  condizioue. 

(Continua  lo  stesso  argomento. 

Calcolo  delle  quantità  reali  elevate  a esponenti  imma- 
ginari. 

Art.  vii.  Sviluppo  in  serie  delle  funzioni 
circolari. 3g8 

Sviluppo  in  serie  de'  seni  e coseni  degli  archi  multipli. 

del  seno  e coseno  in  funzione  dcU'arco. 

Art.  Vili.  Esponenziali  immaginari.  . . 400 

§.  I.  Proprietà  degli  esponenziali  immaginari . . . ivi 

Relazioni  tra  i seni  e coseni  e gli  esponenziali  imma- 
ginari. 

Proprietà  che  si  deducono  da  queste  relazioni. 

Espressione  del  rapporto  della  circonferenza  al  diame- 
tro data  da  Wallis. 

Fra  (|nali  limiti  deve  intendersi  compreso  1’  esponen- 
ziale e*v='. 


§.ir.  Uso  degli  esponenziali  immaginari 4°^ 

Come  un'  espressione  immaginaria  si  può  esprimere  per 
mezzo  del  seno  e coseuo  di  un'  arco. 

per  mezzo  di  un  espo- 
nenziale immaginario. 

Sviluppo  delle  conseguenze  che  ne  risultano. 

I 

Determinazione  di  tutti  i valori  di  (1)"  • 
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54^  Deierniinazìooe  di  tutti  i vaioli  di  ( — i )°  • 

m 

543  di  (i)“  . 

X 

544  Qual  è il  valore  di  (1)"  che  inerita  esser  distinto. 

m 

545  Determinazione  di  tutti  i valori  di  ( — i )"  . 

546  Riassunto  delle  formole  precedenti. 

547  Determinazione  di  tulli  i valori  di  l'(i)  e !'( — 1). 

548  de’  logaritmi  neperiani  delle  espres- 
sioni immaginarie. 

549  Qual  è il  logaritmo  di  un’  espressione  immaginaria  che 

ha  un  valore  determinato. 

550  Valori  moltiplici  de’  logaritmi  delle  quantità  reali. 

55 1 Logaritmi  delle  espressioni  immaginarie  , rapportati  ad 

una  base  qualunque. 

552  A che  si  riduce  un’  espressione  immaginaria  elevata  ad 

un  esponente  immaginario. 

553  Espressione  del  seno  e del  coseno  di  un  arco  immagi- 

nario. 

554  Dato  il  seno  o il  coseno  di  un  arca  immaginario,  tro- 

vare r espressione  dell’arco. 

555  Ogni  espressione  immaginaria  si  può  ridurre  alla  forma 

A -1-  By/—  I. 

§■  III.  Osservazioni  sul  calcolo  delle  espressioni 
immaginarie 4*5 

556  Le  regole  degli  esponenti  hanno  sempre  luogo  quando 

trattasi  di  esponenti  interi. 

557  Eccezioni  cui  danno  luogo  gli  esponenti  frazionari. 

558  Restrizioni  cui  danno  luogo  le  espressioni  immaginarie 

elevate  ad  esponcute  di  qualunque  natura. 

559  Restrizioni  nelle  regole  de’ logaritmi. 

Art.  IX.  Sviluppo  in  serie  delle  frazioni  al- 
gebriche. Serie  ricorrenti.  Serie  de'  numeri 
figurati. 418 

560  Origine  delle  serie  ricorrenti. 

561  Data  la  scala  di  relazione  e i primi  m termini  di  una 

serie  ricorrente  , comporre  la  frazione  generatrice. 

562  Lo  sviluppo  in  serie  di  una  frazione  si  rende  piti  sem- 

plice decomponendo  la  frazione  data  in  frazioni  par- 
ziali. 
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5G3  Sviluppo  di  uDa  frazione  il  cui  denomiualore  è un  bi- 
nomio. 

564  Serie  de'  numeri  figurali. 

5G5  Triangolo  arilmelico  di  Pascal. 

.5G6  Sviluppo  di  altre  funzioni  {>cr  mezzo  delle  serie  de' nu- 
meri figurali. 

567  In  qual  modo  le  serie  delle  potenze  si  compongono  da 

quelle  de’  numeri  figurati. 

Art.  X.  Dello  sviluppo  di  una  funzione  in 
serie  per  mezzo  delle  frazioni  continue^ 
e viceversa 4^7 

568  Come  una  frazione  contìnua  dk  luogo  ad  una  serie. 

569  Applicazione  al  caso  in  cui  i numeratori  delle  frazioni 

integranti  son  tutti  eguali  all’  unita. 

570  Come  lina  serie  si  trasforma  in  frazione  continua. 

671  Applicazioni  alla  formula  del  binomio  e alla  serie  espo- 
nenziale e logaritmica. 

573  Espressione  in  frazione  continua  ed  in  serie  della  base 
de’  logaritmi  neperiani. 

573  Osservazioni  relative  al  modo  di  regolar  l’operazione. 

574  Forma  di  una  frazione  continua  cìk:  deriva  da  una  fra- 

zione razionale. 

575  Quali  avvertenze  bisogna  usare  per  ottenere  la  frazione 

continua  piu  semplice. 

576  Applicazione  della  forinola  generale  a diverse  serie. 

• Art.  XI.  Osservazioni  sullo  sviluppo  in  se- 
rie delle  frazioni  numeriche 436 

577  Come  si  converte  una  frazione  in  una  serie  i cui  deno- 

minatori son  dati. 

578  Applicazione  al  caso  in  cui  i denominatori  son  tulli  eguali. 

579  Osservazioni  intorno  alle  serie  die  si  prolungano  all’  in- 

finito. 

580  Caso  in  cui  i numeratori  de’  termini  della  serie  son  tutti 

eguali  all’  unitk. 

581  Come  le  precedenti  considerazioni  conducono  alla  teo- 

rica delle  frazioni  continue 

58i  La  precedente  teorica  è applicabile  alle  quautilk  irrazio- 
nali ridotte  in  decimali. 

CAPO  VI.  METODO  INVERSO  DELLE  SERIE.  . . 439 

583  Metodo  inverso  delle  serie  per  una  funzione  esplicita. 

584  Considerazione  di  un  caso  particolare. 

585  Esempi. 

\ 
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586  e 587  Data  un’  eguaglianza  di  cui  ciascun  membro  ò composto 
di  due  serie  infinite  espresso  per  due  variabili  diverse , 
trovare  lo  sviluppo  di  una  in  funzione  dell’altra. 

PARTE  TERZA. 

DELLE  EQUAZIONI  ALGEBRICHE. 

te 

Considerazioni  preliminari 4^^ 

588  Definizioni. 

5B9  Diverse  forme  sotto  le  quali  può  mettersi  un'equazione. 

590  a 5q3  Altre  definizioni. 

CAPO  I.  DECOMPOSIZIONE  DELLE  EQUAZIONI  IN  FAT- 
TORI  447 

Art.  I.  Teoremi  sull’ esistenza  delle  radici,  ivi 

5q4  Due  numeri  che  sostituiti  in  un’equazione  in  luogo  del- 
r incognita  danno  risultamenti  di  segno  contrario  , 
comprendono  almeno  una  radice  reale. 

SgS  Ogni  equazione  di  grado  impari  ha  almeno  una  radice 
reale. 

596  Ogni  equazione  di  grado  pari  ha  almeno  due  radici 

reali. 

597  Ogni  equazione  ammette  una  radice  o reale  o imma- 

ginaria. 

5g8  Dimostrazione  diretta  dello  stesso  teorema. 

5gg  Se  un’equazione  non  contiene  che  radici  immaginarie, 
qualqnque  quantità  reale  sostituita  per  x deve  dare 
un  risuilarnento  positivo. 

Art.  II.  Decomposizione  delle  equazioni  in 
fattori  di  primo  grado 455 

600  Ogni  cijuazione  ammette  tante  radici  quanto  è il  suo 

grado. 

601  Osservazione. 

60Z  Ogni  equazione  a coefficienti  reali  si  può  scomporre 
in  fattori  reali  o di  primo  o di  secondo  gr.ido. 

603  Conseguenze  che  derivano  dal  teorema  precedente. 

604  Considerazioni  intorno  al  numero  delle  radici  che  pos- 

sono trovarsi  comprese  fra  due  numeri  che  messi  in 
luogo  dell'  incognita  danno  risultamenti  di  segno  con- 
trario o dello  stesso  segno. 

Go5  Come  si  decompone  in  fattori  un  polinomio. 
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Art.  hi.  Composizione  delle  equazioni. . . 4^6 

Co6  Relazioni  fra  i coefficienti  c le  radici. 

607  Date  le  radici  si  può  cuni{iorrc  rei|uazioiie.  Il  problema 

inverso  non  può  aver  luogo  per  ellelto  delle  relazioni 
precedenti. 

608  Come  di  queste  relazioni  si  fu  uso  per  1'  eliminazione. 

Art.  IV.  Del  massimo  comun  divisore  fra 
più  polinomi.  . 4^8 

6og  Definizioni. 

610  Come  si  trova  il  massimo  comun  divisore. 

61 1 il  massimo  comun  divisore  in  x. 

612  Estensione  del  metodo  al  caso  di  tre  o più  polinomi. 

613  Come  si  trovano  anche  i fultori  iiidipendeuli  da  x. 

6t4  Caso  in  cui  i polinomi  sono  funzioni  d’  or  ed  y. 

CAPO  II.  DELLE  FUNZIONI  SIMMETRICHE  DELLE  RADICI.  4^3 

6i5  I coefficienti  di  un'  er[iiazione  sono  funzioni  simmetriche 
delle  radici. 

616  a 6ig  Formole  che  danno  le  potenze  delle  radici  per  mezzo 
de’  coefficienti. 

620  Date  le  somme  delle  potenze  simili  delle  radici  si  pos- 

sono trovare  i coefficienti. 

621  Formole  per  mezzo  delle  i]uali  tutte  le  funzioni  simme- 

triche delle  radici  si  possono  esprimere  per  mezzo  dei 
coefficienti. 

622  Qual  è il  grado  di  una  funzione  simmetrica. 

623  Modificazioni  da  farsi  alle  formole  precedenti  ipiando  i 

termini  contengono  fattori  con  esponenti  eguali. 

624  Altro  metodo  per  trovare  il  valore  di  una  funzione 

simmetrica. 

6a5  a 628  Osservazioni  sul  metodo  precedente. 

CAPO  III.  DELLE  TRASFORMAZIom  DELLE  EQUAZIOM.  474 

629  Che  s’  intende  per  trasformazione  di  una  equazione. 

630  Trasformare  un’equazione  iu  uu’ altra  le  cui  radici  sieno 

quelle  stesse  della  proposta  diminuite  di  una  quautilk 
costante. 

631  Modo  facile  per  trovare  i coefficienti  della  trasformala. 

632  Altro  mudo  ancora  piìi  semplice. 

633  Equazione  alle  diUcreiize. 

634  Come  si  fa  svanire  il  secondo  termine. 

635  Qu.ili  ostacoli  si  prcsenlano  per  far  svanire  un  altro  ter- 

mine che  non  sia  il  secondo. 
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636  Applicatone  della  tratformazioue  precedente  alla  risolu- 
zione delle  equazioni  di  secondo  grado. 

63^  Condizioni  cui  debbono  soddisfare  i coelGcienti  per  fare 
svanire  contemporaneamente  più  termini. 

638  Come  si  fanno  sparire  più  termini.  Metodo  di  Tschir- 
naùs  per  la  risoluzione  generale  delle  equazioni. 

63g  Trasformare  un'  equazione  in  un  altra  le  cui  radici  sieno 
multiple  di  ([uello  della  proposta. 

640  Come  una  equazione  omogenea  letterale  si  converte  in 

equazione  numerica. 

64 1 Come  una  equazione  a coefficienti  interi  si  trasforma  in 

un'  altra  che  ba  pure  i coefficienti  interi , e per  coef- 
ficiente del  primo  termine  1'  unitù. 

643  Come  si  trasforma  una  equazione  in  un'altra  le  cui  ra- 
dici sono  di  segno  contrario  a quelle  della  data. 

643  Trasformare  una  equazione  data  le  cui  radici  sieno  in- 

verse di  quella  della  prima. 

644  Applicazione  delle  trasformazioni  precedenti. 

645  a 64?  Data  una  funzione  delle  radici , determinare  il  grado  del- 
r equazione  da  cui  dipende. 

648  Determinalo  il  grado  della  trasformata  e i diversi  valori 

della  funzione,  si  può  subito  comporre  la  trasformala. 

649  Trasformare  una  equazione  data  in  un'  altra  che  abbia 

per  radici  le  potenze  m.""'  delle  radici  di  quella. 

650  Trasformare  una  equazione  di  terzo  grado  in  un'  altra 

che  abbia  per  radici  le  somme  a due  a due  delle 
radici  della  proposta. 

65 1 Trovar  l' ceduazione  ai  quadrati  delle  differenze. 

653  Osservazione. 

653  Dati  i diversi  valori  di  una  funzione  razionale  delle  ra- 
dici , trovar  quelli  di  un'  altra  funzione  razionale 
delle  radici  stesse. 

654  a 656  Continuazione  dello  stesso  argomeuto. 

CAPO  IV.  DI  ALCUNI  METODI  DI  ELIMINAZIONE  DI- 
PENDENTI DALLA  TEOniCA  DELLE  EQUAZIONI  , E DEL 
CHADO  dell'equazione  FINALE 49*À 

667  a 660  Eliminazione  col  metodo  del  massimo  comun  divisore. 

661  per  mezzo  delle  funzioni  simmetriche. 

662  Grado  dell'  c(|uazione  fidale  quando  si  tratta  di  due 

e<]uazioDÌ  fra  due  incognite. 

663  Osservazione. 

664  f'iado  dell' ei|uazioiic  finale  quando  si  tratta  di  tre  eqiia- 
, zioni  fra  tre  incognite. 

665  Come  si  trova  l'equazione  finale  nel  caso  di  tre  equa- 

zioni. 
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666  Estensione  della  teorica  ad  od  numero  qualunque  di 

equazioni. 

667  II  grado  deir  equazione  6nale  non  può  esser  maggiore 

del  prodotto  de’  numeri  che  indicano  i gradi  delle 
equazioni  date.  . 

CAPO  V.  TaÀSFoRMAzioni  relative  alle  fuhziohi 
irrazionali,  risoluzione  delle  equazioni  di  terzo 


S QUARTO  grado 5o5. 

Art.  I.  Trasformazione  della  funzione 

y/a  + yi ivi 


668  Qual  è la  forma  che  deve  avere  la  detta  funzione. 

669  Come  si  esegue  la  trasformazione  suddetta. 

670  ModiGcazione  da  farsi  nelle  forinole  quando  m è nu- 

mero pari. 

671  Si  considera  il  caso  in  cui  m — z. 

€r]i  Esempi. 

673  Come  si  opera  per  le  funzioni  immaginarie  della  forn;a 
indicata. 

Art.  II.  Eliminazione  de’ radicali  dall’ equa- 
zioni  Sia 


674  Come  si  procede  quando  vi  è un  solo  radicale. 

676  quando  vi  sono  molti  radicali  d’ in- 

dice diverso. 


676  Come  si  fa  1’  eliminazione  de’  radicali  per  mezzo  delle 

funzioni  simmetriche  , il  che  corrisponde  a trovar 
l’equazione  da  cui  dipende  una  funzione  irrazionale. 

677  Data  la  forma  della  radice  comporre  l’ecjuazione. 

678  Altra  soluzione  per  mezzo  dell'  elevazione  a potenza, 

679  per  mezzo  dell’  eliminazione. 

680  Grado  delle  equazione  Gnale. 

681  11  grado  dell’  equazione  liliale  si  può  abbassate  , assog- 

gettando i radicali  a qualche  condizione. 


n n 

68a  Equazione  che  ha  per  radice  l’espressione  x:=:^ B. 

683  Applicazioni. 

684  Metodo  .di  Eulero  e di  Bezout  per  la  risoluzione  gene- 

rale deU’  equazioni . 


Art.  III.  Risoluzione  delle  equazioni  di  terzo 
e quarto  grado 


519 


685  Mctoilo  di  Cardano  per  la  risoluzione  dell’ equazioni  di 
terzo  grado. 
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6fiG  Caso  irriducibile,  e condizione  per  la  realità  delle  radici. 

C87  Estensione  del  metodo  all’  equazione  di  quarto  grado. 

68S  Discussione  delle  radici 

689  Condizioni  alTlnchè  la  ridotta  abbia  le  tre  radici  reali. 

690  Come  si  tolgono  le  frazioni  dalla  ridotta.  • 

Art.  IV.  Trasformazione  di  un’  equazione 
in  un’  altra  che  ha  per  radici  tutti  i va- 
lori di  una  funzione  irrazionale  delle  ra- 
dici della  data 5a4 


691  Esposizione  del  metodo. 

693  Esempio. 

C\PO  VI.  LIMITI  DELLE  RADICI. 


5a6 


6g3  Lìmite  superiore  delle  radici  positive. 

694  Altro  lìmite  per  le  etjuazìoni  il  cui  primo  termine  c 

seguito  da  altri  termini  positivi. 

695  Altro  metodo  per  lo  stesso  oggetto. 

696  Limite  il  piu  prossimo  , secondo  il  metodo  di  Newton. 

697  Limite  delle  radici  negative. 

6^  Ricerca  del  limite  inferiore. 


CAPO  VII.  ABBASSAMENTO  DELLE  EQUAZIONI. 
699  In  quali  casi  un'  equazione  si  abbassa  di  grado. 


Art.  I.  Ricerca  de’ fattori  razionali  di  pri- 
mo grado 


533 


ivx 


^00  Se  un’  equazione  ha  per  coefficiente  del  primo  termiue 
r unità  , e per  coeflicienti  degli  altri  termini  numeri 
interi  , nìuna  delle  sue  radici  può  esser  espressa  da 
una  frazione  irrazionale  irriducibile. 

;joi  La  ricerca  delle  radici  razionali  si  riduce  a quella  delle 
radici  intere. 

^03  Metodo  per  trovar  le  radici  razionali. 
jo3  Metodo  di  Newton  per  restringere  il  numero  de’  divi- 
sori dell’ultimo  termine  da  sottomettersi  alla  pruova. 

704  Come  deve  procedersi  nel  caso  che  1’  equazione  abbia 

radici  eguali. 

705  Avvertenza  pel  caso  in  cui  il  coefficiente  del  primo  ter- 

mine non  fosse  l’ unità. 
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Art.  li.  Ricerca  de’ fattori  razionali  di gra~ 
do  superiore  al  primo 538 

706  e 707  Esposizione  del  metodo. 

708  Altro  metodo. 

709  I coelTìcienii  dei  fattori  , essendo  funzioni  delle  radici , 

si  possono  trovar  direttamente. 

710  Applicazione  del  metodo  della  scomposizione  in  fattori 

alla  risoluzione  delle  equazioni  di  quarto  grado. 

711  Osservazioni  sul  numero  delle  radici. 

7ia  I due  fattori  di  secondo  grado,  ne' quali  si  scompone 
un'  equazione  di  quarto , sono  sempre  reali. 

Art.  III.  Ricerca  de’ fattori  razionali  mul- 
tipli.   545 

713  Condizioni  cbe  debbono  verificarsi  afllnchè  un'equazione 

abbia  una  radice  multipla. 

714  Come  si  vede  se  una  radice  nota  c semplice  o multipla. 

715  Determinazione  del  grado  di  multiplicit'a  di  un  fattore, 

nell’  equazione  data  e nelle  sue  derivate. 

716  e 717  Data  un’equazione,  esaminare  se  ha  fattori  multipli. 

718  La  risoluzione  di  un’ equazione  che  contiene  fattori  mul- 

tipli si  può  sempre  riportare  alla  risoluzione  di  un 
certo  numero  di  equazioni  aventi  fattori  semplici. 

Art.  IV.  Ricerca  de’ fattori  razionali  risul- 
tanti dal  prodotto  di  fattori  binomi  di 
grado  superiore  al  primo 647 

719  Un’equazione  in  cui  le  potenze  dell’ incognita  sono  mul- 

tiple di  un  numero  m , è uguale  al  prodotto  di  fat- 
tori binomi  del  grado  m. 

7^0  Applicazione  alla  ricerca  de’  fattori  binomi  di  grado 
superiore. 

Art.  V.  Equazioni  reciproche 649 

721  Quante  sono  le  diverse  forme  di  un’equazione  reciproca. 

722  Tutte  le  suddette  forme  si  riducono  a una  sola  di  grado 

pari. 

723  Un’equazione  reciproca  di  grado  pari  si  abbassa  ad' un 

grado  sudduplo. 

724  Applicazione  .alle  equazioni  binomie. 

72Ò  Equazioni  reciproche  più  generali. 

rob  Equ.azioni  die  si  risolvono  come  le  reciproche. 
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Anx.  VI.  Considerazioni  generali  intorno  alle 
equazioni  suscettibili  di  abbassamento  o di 
riduzione 554 

727  Un'equazione  si  abbassa  eli  grado  quando  si  conosce  una 
qualche  relazione  tra  le  radici. 

728  a 73i  Considerazioni  intorno  al  grado  de’  fallori  della  data  , 
e delle  equazioni  da  cui  dipendono  i coelìiciciiti. 
y32  Metodo  più  semplice  per  trovare  i fattori  della  proposta. 

733  Riassunto  delle  considerazioni  precedenti. 

CAPO  Vili,  natura  delle  radici  e determinazione 


de’  loro  limiti  particolari  558 

Art.  I.  Natura  delle  radici ivi 


734  Le  radici  dell’  equazione  data  e quelle  delle  derivate 

banno  l.i  proprietà  die  le  une  servono  di  limite  alle 
radici  di  quella  che  segue. 

735  Da  questa  proprietà  si  ricavano  le  condizioni  per  le  ra- 

dici eguali. 

736  Metodo  per  conoscere  se  1’  equazione  ha  tulle  le  radici 

reali. 

Teorema  di  Cartesio. 

738  Se  un’equazione  ha  tulle  le  radici  reali,  il  numero  delle 

radici  positive  saia  quante  le  variazioni  , e le  nega- 
tive quante  le  permanenze. 

739  Un’ equazione  che  manca  di  qualche  termine  ha  necessa- 

riamente radici  immaginarie  ^e  i termini  vicini  a quello 
che  manca  hanno  lo  stesso  segno. 

740  Mezzo  indiretto  per  iscoprire  in  qualche  caso  se  l’equa- 

zione  ha  radici  immaginarie. 

74*  Se  l’equazione  ha  tutte  le  radici  reali  , quella  a’ qua- 
drati delle  diil'erenze  deve  aver  tutte  le  radici  positive. 

Art.  II.  Limiti  particolari  delle  radici...  56a 

742  Necessità  di  trovare  i limiti  particolari  di  ciascuna  radice. 

743  e 744  Metodo  di  Lagrange  , facendo  uso  dell’equazione  a’ qua- 
drati delle  differenze. 

745  Come  si  trova  senza  far  uso  dell’  equazione  alle  diffe- 
renze , un  numero  inferiore  alla  piu  piccola  differenza 
fra  le  radici. 

74G  e 747  Continuazione  dello  stesso  argomento. 

748  Riflessioni  intorno  al  numero  suddetto. 

74g  Teorema  di  Fourier. 
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750  U(iliia  del  teorema  quando  1'  equazione  ha  tutte  1«  ra- 
dici reali. 

761  Come  si  può  far  servire  nel  caso  delle  radici  immagi- 
narie. 

752  Osservdiioni. 

753^  Esempi. 

754  Condizioni  cui  debbono  soddisfare  le  funzioni  per  indicare 

con  le  variazioni  che  scompariscono  il  numero  delle 
radici  reali. 

7f)5  Teorema  di  Sturm. 

755  Esempi. 

757  Per  mezzo  del  teorema  suddetto  si  possono  assegnar  le 

condizioni  afCnchc  un'  equazione  abbia  tutte  le  radici 
reali. 

758  Osservazioni  utili  per  render  più  semplice  la  ricerca 

de'  polinomi. 

7^9  Estensione  del  teorema  al  caso  in  cui  l'equazione  ha  ra- 
dici eguali. 

CAPO  IX.  CALCOLO  DELLE  RADICt  tRRAZtONALI 578 

760  Operazioni  preliminari  da  farsi  sopra  un'  equazione  da 

risolvere. 

761  Come  si  restringono  i limiti  di  una  radice. 

7(ia  i metodi  seguenti  si  applicano  alle  sole  radici  positive. 

Art.  I.  Metodo  di  Newton 679 

763  Esposizione  del  metodo. 

7G4  Peierminazione  del  grado  di  approssimazione  che  dò 
ogni  operazione. 

765  Con  la  regola  precedente  non  si  può  contare  sulla  esat- 

tezza dell' ultima  cifra. 

766  Quando  il  metodo  riesce  fallace. 

767  Quali  condizioni  sono  necessarie  per  poter  usare  il  me- 

todo con  sicurezza. 

768  Dati  due  limiti  di  una  radice  trovare  due  altri  limiti 

più  prossimi. 

7G9  Esaminare  a quale  dei  due  limiti  può  applicarsi  il  me- 
todo di  Newton. 

770  Continuazione  dello  stesso  argomento. 

771  Ricerca  del  grado  di  approssimazione  che  danno  i due 

nuovi  limiti. 

772  Osservazione  relativa  all'approssimazione. 

773  Come  dev'  esser  regolato  il  calcolo  numerico  afQncliè 

ninna  sua  pai  te  sia  perduta. 
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Art.  II.  Metodo  di  Daniele  BernouUi  per 
trovare  la  più  grande  o la  più  piccola 
radice  di  un’  equazione. 


58q 


7^4  Come  si  trova  la  più  grande  radice. 

77  Come  si  trova  ia  piu  piccola  radice. 

776  t>vatu.iggi  die  presenta  il  metodo  allorché  si  deduce  dalla 

considerazione  di  una  serie  ricorrenle  (|ualiinqiic. 

777  11  metodo  si  può  estendere  anche  a trovare  uu’aUra  ra- 

dice  di  cui  si  conoseano  i limili. 


Art.  ih.  Metodo  di  Lagrange 692 

778  Esposizione  del  melodo. 

77Q  Come  si  |>rocedc  allorché  la  differenza  fra  i due  limiti 
che  comprendono  la  radice  è minore  dell’ uiiiià. 

780  Come  si  procede  allorclic  Ira  i due  limiti  cadono  più 

cadici. 

781  Uso  del  teorema  di  Stnrni  per  conoscer  fra  quali  nu- 

meri  cadono  le  railiei  della  Irasl'oriiiataT 

782  Si  può  anche  l'ar  uso  delle  funzioni  derivate  , quando 

si  conosce  il  numero  pieci.so  delle  radici  comprese 
fra  due  numeri  dati. 

783  Necessita  di  abbreviare  il  calcolo. 

^4  fiomc  una  stessa  formola  può  dar  tutte  le  trasformate. 

7^5  Come  si  rende  più  breve  la  ricerca  de’ quozienti  suc- 
cessivi. 

78C  Criterio  per  {^indicare  quando  può  farsi  uso  della  for- 
mula  di  abbreviazione.  Esempio. 

787  Quando  la  frazione  continua  che  rappresenta  la  radice 

è periodica. 

788  Come  si  calcolano  i quozienti  nelle  equazioni  di  secondo 

firado. 

789  La  frazione  continua  che  rappresenta  la  radice  di  un’  e- 

quazione  di  secondo  grado,  dev'esser  necessariamente 
periodica.  \ 

790  e 791  Criterio  per  giudicare  se  un  quoziente  fa  parte  del  pe- 
nodo. 

792  La  parte  periodica  delle  due  radici  di  un'  equazione  di 

secondo  grado  è composta  degli  stessi  quozienti  scritti 
in  ordine  inverso. 

793  Forma  della  frazione  continua  ebe  esprime  la  radice  di 

un'equazione  binomia  di  secondo  grado. 

7g4  Le  proposizioni  precedenti  sono  le  inverse  di  quelle  di- 
mostrate ne’  numeri  386  e seguenti. 

795  Esempio. 

796  (Quando  si  perviene  ad  una  frazione  continua  periodica , 

""  52 
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si  può  ollenerc  1’  equazione  di  secondo  grado  di  cui 
questa  frazione  c radice. 

7C)7  11  metodo  esposto  conduce  a sviluppare  in  serie  le  ra- 
dici  delle  er|uazionT 

Art.  IV.  Della  ricerca  delle  radici  imma- 
ginarie  608 

79S  Rirerca  delle  radici  immaginarie  eoi  metodo  di  climi - 
iiazKilip. 

coir  equazione  ai  qua- 

drali  delle  diflerenze. 

800  per  approssimazione. 

Art.  V.  Della  risoluzione  di  alcune  equa- 
zioni per  mezzo  delle  funzioni  trigono- 
metriche  609 

801  Ilisoluzione  delle  equazioni  biiioinie. 

803'  delle  equazioni  trinoniic. 

803  Ricerca  de’  fattori  reali  di  secondo  grado  delle  equa- 

zioni triiiontie. 

804  Risoluzione  trigonometrica  delle  equazioni  che  hanno 

n n 

una  radice  della  forma  V//  -p  VJ?. 

805  Applicazione  alle  equazioni  di  terzo~^rado. 

Art.  vi.  Della  regola  di  falsa  posizione..  6i3 

806  Ksposizione  della  regola  per  le  egiiazigni  di  primo  grado. 

807  Èsteiisione  della  rcRola  alle  equazioni  di  qualunque  grado. 

8q8  IJiiiiostiazioiie. 

8oq  Con  quali  cautele  dsv' esser  usata  affinchè  non  fallisca. 

CAPO  X.  DELLE  EQUIVALENZE 617 

810  A che  si  riduce  la  risoluzione  di  una  equivalenza. 

Hit  Che  s'  intende  per  radice  di  una  equivalenza. 

812  Notazione  per  indicare  una  equivalenza. 

813  Trasformazioni  diverse  di  un’equivalenza. 

8i.j  Esempio. 

8i3  Supposizione  da  farsi  intorno  al  grado  di  un' cquiva- 
lenza  e al  valore  de'  coefficienti. 

Art.  I.  Pì'oprietà  generali  delle  equivalenze.  621 

8i6  .Se  X,  è radice  di  un'equivalenza,  il  suo  primo  mem- 
hro  sar'a  divisibile  per  x — x,. 
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817  II  numero  delle  radici  distinte  di  un’equivalenza  non 

può  esser  maggiore  del  suo  grado. 

818  Conseguenza  che  risulta  dal  teorema  precedente. 

819  Relazioni  fra  le  radici  c i coefficienti. 

8^0  Se  un  polinomio  divide  esattamente  un  altro  che  am- 
mette tante  radici  quanto  è il  suo  grado  , anclie  il 
primo  ammetterà  tante  radici  quanto  è il  suo  grado. 

821  Come  si  vede  se  due  equivalenze  hanno  radici  comuni. 

822  L’equivalenza  xp~‘ — 1 = 0 ammette  p — i radici. 

823  Teorema  di  Wilson. 

824  Condizione  , alllnchè  un’  equivalenza  ammetta  tante  ra- 

dici quanto  è il  suo  grado. 

8a5  Conseguenze  che  si  deducono  dalla  ricerca  della  suddetta 
condizione. 

826  Lsaminare  se  un’  equivalenza  ha  radici  eguali. 

827  Altro  metodo  per  lo  stesso  oggetto. 

828  La  risoluzione  di  un'  equivalenza  di  qualunque  grado  si 

riduce  sempre  a quella  di  altre  equivalenze,  ciascuna 
delle  quali  ha  taute  radici  distinte  quanto  c il  suo 
grado. 

829  La  risoluzione  di  un’  equivalenza  hinomia  si  riporta  a 

quella  di  un’altra  equivalenza  in  cui  l’espoueute  c di- 
visore di  p — 1 . 

830  Che  s’  intende  per  radice  primitiva. 

831  (iome  si  trova  una  radice  primitiva. 

832  Un’  equivalenza  hinomia  di  grado  n , essendo  n divi- 

sore di  p — I , ha  tante  radici  primitive  per  quanti 
sono  i numeri  primi  a n minori  di  n. 

833  Trovar  1’  eijuivalenza  che  contiene  tutte  le  radici  pri- 

mitive di  un'  equivalenza  data. 

834  Si  notano  le  radici  primitive  minime  de’  numeri  primi 

da  3 sino  341. 

835  Tutte  le  radici  dell’equivalenza  xP~' — l = o si  divi- 

dono in  classi  periodiche. 

83G  La  somma  de’  termini  di  un.  periodo  è sempre  zero  o 
multiplo  di  /). 

Art.  II.  Risoluzione  delle  equivalenze  hi- 

nomie. . 65G  ' 

837  Risoluzione  dell’  equivalenza  x”  — 1 = 0 quando  n è 

numero  primo. 

838  quando  n~a^. 

83g  Radici  primitive  di  x" — t = 0 quando  n=a'^b^c^.>. 

840  Equivalenze  della  forma  x"  — y#  = o. 

84  • e 84^  Condizioni  che  indicano  quante  radici  ha  un’ equivalenza 
data. 

ic 
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843  Basta  conoscere  una  sola  radice  di  un’  equivalenza  bi- 

nomia  per  averle  tutte. 

844  Basta  conoscere  una  sola  soluzione  di  un’equivalenza  bi- 

nomia. 

845  e 84G  Come  si  risolve  un’  equivalenza  binomia. 

847  Esempio. 

848  Os'Crvazione  sulle  equivalenze  binomio  che  hanno  il  ter- 

mine nolo  positivo.  ^ 

849  a 85 1 Soluzione  nel  c.iso  in  cui  n c divisore  di  p — 1. 

Art.  Ili.  Risoluzione  delle  equivalenze  di 
secondo  grado 64^ 

85a  Si  ottiene  la  soluzione  riducendola  ad  equazione  binotnia. 

8'ì3  A[)plirazione  ad  un' equivalenza  di  altra  forma. 

854  Esempio. 

Art.  I\".  Risoluzione  delle  equivalenze  di 
terzo  grado ' . . . 6.49 


85Ò  Condizioni  anincliè  una  eipiivalcuza  di  terzo  grado  si 
possa  risolvere. 

8;"i6  Forinole  che  rappresentano  le  radici. 

8:")^  Esempio. 

Art.  V.  Risoluzione  delle  equivalenze  di 
quarto  grado  654 

858  Forinole  che  rappresentano  le  radici  di  un'equivalenza 

di  quarto  grado. 

859  Esempio. 

Art,  vi.  Risoluzione  delle  equivalenze  il 
cui  modulo  non  è numero  primo.  ....  65q 

860  Riduzioni  delle  equivalenze  di  questo  genere. 

861  Metodo  per  risolver  quelle  che  hanno  per  modulo  una 

potenza  di  uu  numero  primo. 

86a  e 8G3  quelle  che  hanno  per  modulo 

un  ninnerò  gnaiiingue. 
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CAPO  XI.  DELLE  EQUAZIONI  IL  CUI  PRIMO  MEMBRO 
È UNA  FUNZIONE  INTERA  ED  OMOGENEA  DI  DUE  IN- 
COGNITE  • 663 

Art.  I.  Del  minimo  delle  funzioni  intere 
ed  omogenee  fra  due  indeterminate ivi 


864  Come  si  trova  il  minimo.  . . 

863  Come  deve  operarsi  per  le  radici  negative. 

866  Come  si  conosce  a quale  quoziente  corrisponde  la  frazione 

convergente  die  dà  il  minimo.  ' 

867  Osservazioni  intorno  alle  equazioni  di  secondo  grado. 

868  Esempio. 

Art.  If.  Risoluzione  in  numeri  interi  di 
un'  equazione  di  cui  il  primo  membro  è 
una  funzione  intera  ed  omogenea  di  due 
incognite 669 

869  Come  si  prepara  un’equazione  per  l’oggetto  indicato. 

870  Metodo  di  risoluzione. 

871  L’ei]  nazione  I*  — Au' — \ , purché  A non  sia  qua- 

drato , è sempre  risolubile  in  numeri  interi. 

873  Se  r equazione  I*  — Au*  = + A/  , nella  quale  si  sup- 
pone A un  numero  intero  non  quadrato  ed  ) 

ammette  per  soluzione  t=zp  ^ u = q , i numeri  p e q 
saranno  necessariamente  i termini  di  una  delle  fra- 
zioni convergenti  verso  \ A. 

873  Se  p e q son  due  numeri  interi  , primi  tra  loro  , che 

soddisfano  all’  equazione  al'  + blu  + cu'  — + M , 

in  cui  a ed  M son  positive  ed  , - 

sarà  necessariamente  una  delle  frazioni  principali  con- 
vergenti verso  una  radice  deH’e(]uazione  ax'  ■{■bx 

874  Osservazioni  intorno  al  caso  in  cui  M è alfetta  dal 

segno  — . 

875  II  teorema  ha  anche  luogo  quando  A/ e c sono  negative. 

CAPO  XII.  RISOLUZIONE  DI  un’  EQUAZIONE  DEL  SE- 
CONDO GRADO  FRA  DUE  INCOGNITE 677 

Art.  I.  Trasformazioni  diverse  delle  for- 
male del  secondo  grado ivi 

876  e 877  Ogni  equazione  di  secondo  grado  fra  due  incognite  si 
può  ridurre  a tre  termini. 
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878  Si  può  anche  trasformare  in  un'  eciuazione  della  forma 

Bit'  — + B n:  I in  cui  il  coefficiente  del  ter- 

mine medio  e minore  de’  coefficienti  de’  termini  estremi. 

879  Si  può  trasformare  in  un’  equazione  a tre  termini  , in 

cui  il  termine  noto  è minore  del  coefficiente  del  se- 
condo termine. 

880  Osservazione. 

Art.  n.  Risoluzione  in  numeri  razionali  di 
un’ equazione  del  secondo  grado  fra  due 
incognite 68i 

881  Qual  è la  forma  cui  deve  ridursi  per  questo  caso  un’e- 

quazione di  secondo  grado. 

882  Metodo  di  risoluzione  pel  caso  in  cui  uno  de’ coefficienti 

c uguale  all’  unita. 

8.83  pel  caso  generale. 

884  Condizioni  alle  quali  si  deve  soddisfare. 

88)  Caso  in  cui  i coefficienti  sono  eguali. 

8'S6  Tormola  generale  che  somministra  tutti  i valori  possibili. 

Art.  hi.  Risoluzione  in  numeri  interi  di 
un’  equazione  del  secondo  grado  fra  due 
incognite 684 

8'»';  Come  si  prepara  l’ equazione  data. 

888  Caso  in  cui  i/  r=  1 . 

88q  Continuazione  del  caso  precedente. 

.8qo  Risoluzione  pel  caso  in  cui 

8<)i  Forrnole  che  contengono  tutte  le  soluzioni. 

8q2  Risoluzione  pel  caso  generale. 

8<)3  Altro  metodo  di  soluzione. 

8<4i  Formole  generali. 

8r)5  Le  forinole  precedenti  servono  ancora  per  trovare  in  una 
frazione  continua  periodica  le  frazioni  convergenti  cor- 
rispondenti allo  stesso  quoziente. 

8i)(i  Osservazione. 

897  e 8y8  Condizioni  da  soddislarsi  (quando  l’ equazione  è data 
sotto  forma  generale. 

8t)f)  Esempio. 
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CAPO  XIII.  RISOLUZIONE  PER  SERIE  DELLE  EQUAZIONI 
LETTERALI. Glj'.i 

Art.  I.  Risoluzione  per  serie  delle  equa- 
zioni fra  due  incognite ivi 


900  A che  Si  riduce  la  risoluzione  per  serie  di  un' equazione 
fra  due  incognite. 

gol  Come  si  determina  l’ esponente  del  primo  termine  della 
serie  in  modo  che  nell’  equazione  risultino  due  espo- 
nenti eguali  , c piu  piccoli  o più  grandi  di  tutti  gli 
altri. 

g02  Trovato  il  primo  termine  della  serie,  come  si  trovano 
gli  altri. 

qo3  Osservazione. 

go4  II  metodo  stesso  conduce  ad  avere  il  valore  d’_y  in  fra- 
zione continua. 


Art.  II.  Risoluzione  per  serie  delle  equa- 
zioni determinate 702 

905  Considerazioni  preliminari. 

goG  Sotto  quale  forma  si  deve  metter  l'equazione. 

907  Metodo  di  risoluzione, 
gotì  Esempio. 

gog  Caso  in  cui  manca  qualche  termine, 
gio  Lo  stesso  metodo  conduce  ad  avere  il  valore  dell’  in- 
cognita in  frazione  continua. 

gli  II  metodo  di  approssimazione  di  Newton  da  anche  l'e- 
spressione  della  radico  in  serie.  ' 

9.20914  11  metodo  di  Bcrnoulli  conduce  anche  a dare  in  serie 
la  più  piccola  radice  e una  sua  potenza  qualuuc{ue. 

91 5 Applicazione  ad  un'equazione  indelinita. 
gi6  ad  un'equazione  di  secondo  grado. 

917  La  formala  derivante  dal  metodo  di  Newton  rientra  in 
quella  proveniente  dal  metodo  di  Ueruoulli. 

CAPO  XIV.  RISOLUZIONE  GENERALE  DELLE  EQUAZIONI.  7l3 

Art.  I.  Equazioni  binomio ivi 

gi8  Considerazioni  dalle  quali  dipende  la  risoluzione  di 
un'  equazione  binomia. 
gig  Teorema  di  Gauss. 
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c)ao  a ya3  Metodi  per  ottenere  con  più  facilita  le  efpiay.ioni  di  ri- 
duzione. 

924  a 925  Esempi. 

926  Ambiguità  cui  dà  luogo  il  metodo. 


Art.  II.  Considerazioni  intorno  alla  risolu- 
zione generale  delle  equazioni 722 


927  Os'iervazioni  su’  meloiH  conoscimi. 

928  ( iuiisideraziunì  imoriio  all’  espressioiie  della  radice. 

929  P'oriiiola  di  Vaudci monde. 

930  Formola  di  L.igrange. 

ySi  a 935  Grado  da  cui  dipende  In  funzione  adottata  da  Lagrange. 

936  Applicazione  alle  equazioni  del  terzo  e quarto  grado. 

937  Applicazione  alle  equazioui  binomie. 


Art.  III.  Determinazione  del  limite  cui  può 
estendersi  la  risoluzione  generale  delle 
equazioni 


g38  A che  si  riduce  la  risoluzione  generale  delle  equazioni. 
939  Qual  è il  grado  dell’equazione  finale  quando  si  fa  uso 
di  funzioni  suscettibili  di  due  soli  valori. 
g4o  Queste  funzioni  rientrano  in  quelle  di  Lagrange, 

941  JNon  potendosi  far  uso  di  funzioni  suscettibili  di  due  va- 
lori , che  cosa  rimane  da  esaminare. 

942  Sia  p il  più  grande  numero  primo  contenuto  nel  pro- 
doKo  1.2.3....»,  il  numero  de’ valori  diversi  che 
può  assumere  una  funzione  qualunque  di  n quantità 
per  la  permutazione  di  esse  , non  può  esser  miuore 
di  p senza  divenire  eguale  a 2. 

943  Considerazioni  da  cui  dipende  il  teorema  seguente. 
g44  La  risoluzione  generale  delle  equazioui  di  grado  supe- 
riore al  quarto  è impossibile. 
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PARTE  QUARTA 

DELLE  SERIE. 

CoNSIUERAZIOm  PRELIMIIf ARI 

g45  Come  s' iodica  il  termine  generale , il  sommatorio  e la 
somma. 

946  Come  si  evita  la  sostituzione  de’  numeri  o , A , aA , ec. 
g47  Definizioni  delle  difiercnze. 

CAPO  I.  PRINCIPALI  RICERCHE  SULLE  SERIE 

g48  Una  serie  il  cui  termine  generale  è una  funzione  in- 
tera e razionale  d'  a;  , di  grado  m , ha  costanti  le 
differenze  m.»'"* 

949  Uso  delle  differenze  per  prolungar  la  serie. 

960  nelle  equazioni. 

951  nelle  funzioni  irrazionali  o trascen- 

denti. 

Art.  I.  Ricerca  del  termine  generale 

g5a  Come  il  termine  generale  si  esprime  per  mezzo  delle 
differenze. 

953  Relazioni  fra  i primi  termini  delle  differenze  coi  ter- 

mini della  serie. 

954  Una  serie  che  ha  costanti  le  differenze  m.""*  è neces- 

sariamente ricorrente. 

955  Come  un  polinomio  si  trasforma  in  prodotti  equidiffe- 

renti. 

9'jfi  Trasformazione  inversa. 

957  Formola  di  Lagrange  per  determinare  una  funzione  di 
grado  m per  mezzo  di  m -p  i valori  particolari. 
g53  Formola  d’ interpolazione. 

969  Interpolazione  degl'indici. 


Art.  II.  Ricerca  del  termine  sommatorio., , 

960  Come  si  esprime  il  termine  sommatorio  per  mezzo  delle 

differenze. 

961  Serie  die  da  la  formola  del  termine  sommatorio. 

963  Come  s’ indica  la  serie  che  ha  per  differenze  prime  la 

serie  data. 


7^  - 


74* 


745 


749 
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q63  Termine  sommatorio  delle  serie  de* *  numeri  figurati. 

()(>4  Altre  sprie  di  numeri  tigurati. 

Serie  de’  numeri  poligoni. 

r)G6  Come  si  calcola  il  numero  delle  palle  contenute  nelle 
piramidi  che  si  fanno  ne’  parchi  di  Artiglieria. 

967  Termine  sommatorio  di  ima  serie  derivante  da  una  qua- 
lunque lunzione. 

9G3  Applicazione  alle  ricerche  della  somma  delle  potenze 
simili  de'  numeri  naturali 

9G9  de’  termini  di  una  progressione 

per  differenza. 

970  Con  la  forinola  precedente  si  può  avere  il  termine  som- 
niatoiio  di  tutte  le  serie  che  hanno  per  termine  ge- 
nerale una  funzione  intera. 


971  Formola  che  dìi  l’espressione  di  S 


973 di  S 


I 


1 

UT 


973  Serie  che  danno  i logaritmi  di  diversi  numeri. 

974  espressione  di  S.lxT 

97'j  Formola  che  da  1’  espressione  di  S.a‘^f(x). 

97G  (Jome  si  determinano  i cocUìcienti  della  sene  precedente. 

977  Applicazlonn  ^ 

978  Termine  soininalorio  delle  serie  ricorrenti. 

979  Somme  della  serie  inverse  de'  numeri  figurati. 


C.\PO  II.  TiE’rnonOTTi  composti  ni  riN  wrinr.an  ri- 

NIXO  O INFINITO  DI  FATTORI JJt 


980  Relazioni  tra  i coefficienti  e le  somme  delle  potenze  si- 
mili  delle  radici. 

981  6983  Somme  delle  serie  che  derivano  dalla  funzione 

983  dalla  funzione- r-i- 

a (zai— 1)** 

• 1.  I 1 t 

Somma  della  sene  1 + iti:"— vir  + ec- 

a"  3 4 

985  Applicazione  alla  ricerca  del  valore  di  IV. 

986  Caratteri  che  assicurono  la  convergenza  di  un  prodotto 
composto  di  un  numero  infinito  di  fattori. 

987  Come  si  converte  in  serie  un  prodotto  composto  di  un 
numero  infinito  di  fattori. 

98H  Applicazione  ad  un  caso  particolare. 

989  Sviluppo  in  serie  del  valore  inverso  di  uu  prodotto 
indefinito. 
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ggo  Serie  proveniente  dall’  unità  divisa  per  il  prodotto  di 
un  numero  limitato  di  fattori. 

991  Combinando  le  forinole  precedenti  si  liaiino  le  somme 
di  diverse  serie  più  o meno  importanti. 

997  Come  una  serie  si  converte  in  prodotto  imiefinito. 

993  Estensione  del  metodo  al  caso  in  cui  la  serie  non  Ita 

tutti  ì termini  positivi. 

994  Applicazione  di  questa  teorica  ai  diversi  modi  di  com- 

porre un  numero  per  mezzo  di  altri  numeri  dati. 

99'3  Applicazione  al  modo  di  comporre  i miineri  per  mezzo 
de’  numeri  naturali. 

996  Estensione  al  caso  in  cui  uno  stesso  numero  può  esser 
ripetuto  più  volte. 

997  ® 999  Come  si  formano  gli  sviluppi  de’  prodotti  da  cui  di- 
pende r esposta  teorica. 

1000  Non  vi  c numero  intero  che  non  possa  risultare  dal- 

r addizione  di  un  certo  numero  di  termini  dell.i  pro- 
gressione 1,7,  4 , d , ec. 

1001  L’esposta  teorica  trova  la  sua  applicazione  nello  svi- 

luppo delia  potenza  di  un  polinomio  ordinato  secondo 
le  potenze  d’  x 
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6 3 da  salto  9 ’ ' g 

^9  >3  si  scriva  io  in  vece  di  a 

4o  nelT  esempio  (ba"^' — b^‘)  b(a"~' — fr^') 

medesima 

a"‘5'’  essendo  m mag- 
giore o minore  di  p 
rn  — 3 2*^2^  — lì 

m=:4  a'*^2®  — 1) 

?(-D 

a'b' 


45  ig 

» 7 da  sotto 

47  24 

« 25 

48  20 


» 29 

52  i3 

53  22 


massima 

a”‘5'’  o 2'’5”'  essendo  m eguale 
o maggiore  di  p 

m=4  — 1) 

m = 5 2*(2‘— i) 

N.  I. 

ìO-à) 


Si  aggiunga.  Le  quantità  positive  o negative  per 
opposizione  si  chiamano  reali. 


72  i3 

73  4 

da  sotto 

79  “ 

80  8 
» i3 

io3  4 

1 II  6 
iSg  28 

160  18 


a 2 

(m — i)(m— q)5x"-<  (m  — 2)(i»  — 3)5x"— * 
o > A 
maggiori 


dal  grado 
a "I-  A 

ab 

9 

E dunque  ù 
aoA  + ap 


a ^ b 
minori 

del  grado 
ab 


a + b 


É dunque 
200A  + ap 


166  24 

187  i5 

>99  7 
aoo  3 
» 16 


n 


i8 


206  23 
233  12 


235 


i da  sotto 


(9)  e (IO)  m 

si  cancelli  il  n"  264 
a — d 
ad  — òc 
a h 

5+5^-' 

"*78 
1 + 5 

1 — I 

die  esprime 


e (9) 


a — c 
Ac  — ad 
a A — 
-+-V- I 
r c 

277 
I + 3 

i‘-.9 

la  CUI  somma  esprime 
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ERRORI 

CORREZIONI 

P^'S- 

y>. 

238 

1 

k 

n 

a44 

I 

ec. 

c 

25o 

2(i 

tra  2 c 3 

tra  I e 2 

2'5i 

3 

i logaritmi 

i logaritmi  de’  1 

atìi 

if) 

(1  + r.  ..  . 

<7(1  + r 

265 

3,7  gl’  indici  delle  a si  scrivano 

m ordine  inverso 

3(Ì7 

" si  metta 

il  -f-  a principio  del 

rigo 

291 

3 (Li  sotto 

(16) 

i'9) 
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